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PROLOGO

En el presente libro, los problemas y ejercicios de anélisis
matematico se ban escogido de acuerdo con el programa maximo
del curso general de matemdticas superiores que se estudia en los
centros de ensefianza técnica superior, Contiene mds de 3000
problemas sistematizados en capitulos (I—X) y abarca la totali-
dad de Ias partes que constituyen el curso de mateméaticas superiores
de los mencionados centros de ensefianza (excepto la geometria
analitica). Se ha prestado especial atencién a lag partes que, por
ser mas importantes, requieren una mayor practica (determinacién
de limites, técnica de diferenciacién, construccién de las graficas
de las funciones, técnica de integracién, aplicacién de las inte-
grales definidas, series y resolucién de ecuaciones diferenciales).

Teniendo en cuenta que en algunos centros de enseflanza
superior se explican capitulos suplementarios al curso de mate-
méticas, los autores han incluido problemas de teoria de los campos,
del método de Fourier y de caleulos aproximados. La préactica
pedagégica demuestra que el nimero de problemas que se ofrecen,
no sélo es mis que suficiente para cubrir las necesidades de los
estudiantes para reforzar prdcticamente el conocimiento de los
capitulos correspondientes, sino que también da al profesor la
posibilidad de hacer una seleccién variada de los problemas dentro
de los limites de cada capitulo y de elegir los necesarios para
las tareas de resumen y los trabajos de control,

Al principio de cada capitulo se da una breve introduccién
teérica y las definiciones y férmulas mas importantes relativas
a la . parte correspondiente del curso, Al mismo tiempo se ofrecen
ejemplos de resolucion de Ios problemas tipicos mas inleresantes.
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Con ello creemos haber facilitado a los estudiantes el empleo de
este manual de problemas al realizar sus trabajos individuales.

Se dan las soluciones de todos los problemas de célcule. En
las soluciones de aquellos problemas que van marcados con un
astorisco (+), o con dos (=+), se incluyen breves indicaciones para
su resclucién o resoluciones. Parte de los problemas se ilustran
con figuras para hacerlos mds comprensibles.

Este manual de problemas es el resuitado de largos afios de
enseilanza de la disciplina, por parte do los autores, en los centros
de enseflanza técnica de la Unidén Soviética. En é1, ademds de
problemas y ejorcicios originales, se han recogido numerosos
problemas cuyo conocimiento es general.



Capitulo I
INTRODUCGION AL ANALISIS

§ 1. Concepto de funcion

1°, Nimeros recales. Los nUmeros racionales e irracionales se
denominan nimeros reales. Por valor abseluto de nn nimero real a se entien-
de un namere no negativo |a|, determinade por las condiciones; |e|=a,
sia»0y|a|=—a, si a< 0. Para dos nimeros teales cualesquiera a ¥ b
so verifica la desigualdad

fetblLlal4{ol

2°. Definicidn de la funcidn, Sia cada uno do los valores ™)
que puede tomar una magnitud variable 2, perteneciente a un determinado
conjunto E, corresponde up valor lnico, finito v determinado de la mag-
nitud y, esta magnitud ¥y rccibe el nombre de funcidn (uniforme) de =z,
o de variable dependiente determinada on el conjunto E; z se llama argumento
o variable independiente, El hecho de que y sea funcién de z so expresa
abreviadamento por medio de las notuciones: y=f(2) o y=F (z), ete.

Si a cada uno de les vaiores gue pueda tomap x, perienceienic a un
dcterminado conjupto Z, correspenden uno o varios valores do la magnitud
variablo y, esta magnitud y se }iiamn funcién multiforme de z, delerminada
en el conjunto Z. En lo sucesive, con la palabra «funcién» designaremos
unicamente las funciones uniformes, siempre que de forma explicita no
se prevenga lo contrario.

3°. Campo de existencia de la funcidn. El conjunto de
valores de z, que determinan la funcidn dada, se lama campo de existencia
o campo de definicién de la funcidn.

En los casos mas elementales, el campo de existencia de las funciones
representa: o un segmento [a, b), o3 decir, un conjunto de niimeros reales =z,
que satisfacen a las desigualdades a < < b; 0 un intervale (a, b), es deeir,
un conjunto de nimeros reales =, que satisfacen a las desigualdades a <7z <.
Pero la estructura del campo de existencia de las funciones puede ser aiin
mfs compleja (véase, por ¢j., el problema 21),

Bjemple 4. Determinar el campo de existencia de Ia funcidn
_ 1
- m :
Solucidn., La funcién estard delinida si
22—1 >0,

es decir, si |z|>1. De esta forma, el campo de existencia de la fumeién
ropresenta un conjunte de dos intervalos: —oo <z < —1 y 1 <2< 40,

¥

%) En adelante, todos los valores de las magnitudes gue se oxaminen se
supondran reales, siempre que de manera explicita no se indique lo contrario.
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4°. Funeiones invorsas. Si la ecuacidn y=—1 (z) admite soluecién
Unica respecto a Ja variablo =z, es decir, si existe una funcién z=g (y)
tal, que y = f{g ()], la funcidn z=g (¥), o siguiendn las notaciones usuales
y=g(z), se llama inversa con relacién a y=f{z). Es evidente que g [f(z)] =
=z, es decir, que las funciones f(z) ¥ g(z) son reciprocamente inversas.

En el caso general, la ecuacién y=/f(z) determinari una funcién mul-
tiforme inversa z=f~1(y) tal, que ¥ = j (f~1 (y)) para todas las y, que sean
valores de la funcién f (z).

Ejemplo 2. Determinar la inversa de la funcién

y=1—2"= (1)
Solucién. Resolviendo la ecuacién (1) respecto a z, tendremos:
2% =i —y
¥
_lgd—un*
==z - @

Es evidente que el campo de definicidn de la funcién (2) sera:
—o<yr<1.

5°. Funciones compuestas o imr}alicitas. La funcién y de
z, dada por uma cadena de igualdades y={ (u), donde u= @ (z), etc,, se llama
compuesta 0 funcién de funcion,

La funcién dada por una ecuacién que ne estd resuolta con respecto
a la variable dependiente, recibe el nombre de implicita. Por ejemplo,
la ocuacién 2%+ y? =1 determina a y como funcién implicita de =z.

6°. Representacidén grifica de las funciones. El con-
junto de puntos {z, y) de un plano XO¥, cauyas coordenadas estén relacionadas
entre si por la ecuacién y=/f{z), se denomina grdfica de dicha funcién.

1**.  Demostrar, que si a y & son niimeros reales
fal~|bll<le—bi<]a]+|b].
2. Demostrar las siguientes igualdades:
a) |abl=la|-1b}; o) |%|= IZI* (b = 0);

b) |aft=a% d) Vai=|al.
3. Resolver las inecuaciones:
a) Je—1]<3 o) |2z+1|<1;
b) |z 1|>2; d) |[z—1|<<|2z1].

& Hallar f(—1), {(0), F(1), (2), f(3) ¥ f(4), si f ()=~
— 622+ 112—6,
1

5. Hallar 1(0), / (—3), f(—2) 1 (%), 7 8 F(2)=
=V 1+Fz.

a
T

*) lg z=logyo =, como siemypre, designa el logaritmo decimal del nimero z.
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6. Sea f(z)=arccos(lg z). Hallar f(Tiﬁ) , f(1) vy f(10).

7. La funcién f(z) es lineal. Hallar dicha funcién, si
f(=h=2y j@)=~-3.

8. Hallar la funcién entera y racional de segundo grado f(2),

9. Se sabe que, f(4)= —2 y f(5)=06. Hallar el valor apro-

ximado de f(4, 3), considerando que la funcién f(z), en el seg-

mento 4<z<5, es lineal (interpolacién lineal de funciones).

+ 10. Escribir una sola formula que exprese la funcién
0! si -Z'\‘QO,
)= z, si x>0,

empleando el signo de valor absoluto.
Determinar el campo de existencia de las siguientes funciones:

1. a) y=V 241 b) y=vz+1.
1
12. y=m.
18. 2) y=V#=2; b) y=x) -2
14*, y=V3tz—a.
1
15. y—-l/ mx-i-m

16. y=VYz—=a

7. y=lgis.

2 —
18. y:lg.m_T-SF?T_t-—zu H
19. y =arc GOST% 7

20. y = arc sen (lg T‘%-) ;
21.  y=Vsen2z.
22. Sea f (2)= 22! — 323 — 52?4 62—10. Hallar
P@ =@+ (—) ¥ $@) =5 F@—1 (=)

93. La funcién f(z), determinada en el campo simétrico
—l< g<l, se denomina par, si f(—=x)=f(z), e impar, s

f(—2)= —1@).
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Determinar, cudles de las siguientes funciones son pares y
cudles impares:

0) f (&)= (a*+a

by flay=V1+z4+22—V 1 —z+z%
¢) /(@) =y @+ P+ (z= 1)

4 1@)=1giE2;

f—2
e) f(x)=lg (z2+ VT2

24*. Demostrar que cualquicr funcién f(z), determinada en ol
intervalo —l<Z x <[, puede representarse como la suma de una
fancion par y otra impar,

25. Demostrar que el producto de dos funciones pares o de
dos impares es una funcién par, mientras que el producto de una
funcién par por otra impar es wna funcién impar.

26. La funcién f(z) se llama periddica, si existe un nimero
positivo T' (periodo de la funcién) tal, que f(z--T)= f(x)
para todos los valores de z pertenecientes al campo de existoncia
de la funcién f(z).

Determinar cudles de las funciones que se enumeran a conti-
nuacién son periddicas y hallar el periodo minimo 7 de las mis-
mas:

a) f(x)=10 sen 3ux;
b) f(x) =a sen iz + b cosAx;

¢) f@)=Vigx

d) f(x)=sen?x;

e) f(z)=sen (VE)

27, Expresar Ja longitud del segmento y=MN y el drea S
de la figura AMN como funcitn de z=AM (lig. 1). Construir
las graficas de estas funciones.

28. Las densidades lineales (es decir, la masa de una unidad de
longitud) de una harra AB=1 (fig. 2) en sus porciones AC ={,,
CD=1ly, y DB=13{l;+ 1,4 l;=1) son respectivamente iguales a ¢,
92 ¥ @3 Expresar la masa m de upa porcién variable AM =z de
esta misma barra, como funcién de . Construir la gréafica de
esta funcion.

29. Hallar ¢ [p(2)] v ¥ ()], si p(@)=a* y ¢ (z)=2"
30. Hallar F{f[f(2)]}, si f(z)=

1—z
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31. Hallar f(z41), si f(z—1)=2%

32. Sea f(n) la suma de n miembros de una progresidon arit-
mébtica.

Demostrar que:

f(n+8)—3f (n-+2)+3f (e + 1) —7 (n) =0
33. Demostrar que, si
' f(x)y=hkx4b
v los nuimeros &, ¥z y 3 constifuyen una progresion aritmética,
también formarin una progresién aritmética los numeros f({z),

i(z2) ¥ £ (@9, _ _ _
34. Demostrar que, si f(z) es una funcién exponencial, es
decir, f(z)=a"(a>>0), y los nimeros @, Z; ¥ & constituyen una

2 c
¥ !
y b
2 _M
o . 3
e —ae AW_\G"'_'NB
| O, - =
Fig 1 Fig 2

progresién aritmética, los ndmeros f (), flxs) ¥ f(xs) forman
una progresion geométrica.

35. Sea

fo)=lgitZ.

Demostrar, que:
f@+1 =15

36. Sea cp(a:)-—-% (a*+a*) ¥ 1p(:c)=% (a*—a™*). Demostrar
que:
¢z+y)=0@ e +bEvH)
Y
Y (24 )= () Y{y) + o ) ¥ ()
37. Hallar f(—1), f(0) ¥y f(1), si
arcsenz, para —1 <20,
Figl= arc tg z, para 0<z <+ co.

7
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38. Delerminar las rafces (ceros) y los campos de valores
positivos y de valores negativos de la funcién y, si i

a) y=1-uz; d) y=2°—~3z;

2
b) y=2+4-2—2% o) y=1g1+$m.
¢) y=1—zx-4 2%
39. Hallar la funcién inversa de la y, si:
a) y=2z+3; Q) y=lg5;

b) y =a*—1; e) y=arctg 3z,
¢) y=v 1—z%

¢En qué campos estarin definidas estas funciones inversas?
40. Hallar la funcién inversa de

z, si x<0,

z%, sl 2>>0.

41. Escribir las funciones que se dan a continuacién en forma
de cadena de igualdades, de modo que cada uno de los eslabones
contenga una funcién elemental simple (potencial, exponencial,
trigonométrica, etc.):

=

a) y =(2z—5); ¢) y=lgtg 3 ;
b) y=2008x, d) y=arcsen (3—*).
42. Escribir en forma de una igualdad las siguientes funciones
compuestas, dadas mediante una cadena de igualdades:
a) y=u®, y=senx;
b) y=arctgun, u=yv, v=Igaz;
2u, si w0,
b) y= 0, siux=0:
u=zt—1,

43. Escribir en forma explicita las funciones y dadas por las
pcuaciones:

a) z?—arccosy =m;
b) 10% 410 = 10;
¢) 2+ |y|=2y.
Hallar los campos de definicién de las funciones implicitas dadas.
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§ 2. Representacion gréfica de las funclones elementales

La construccién de las graficas de las funciones y==f(z} se efectia, cn
lo fundamental, marcande una red suficientemente nutrida do puntos
Mj (g, yi), domde y;=f () (i=0,1,2,...), v uniendo después estos ulti-
mos entre si con upa linea, cuyo carédcter debo tener cn cuenta la posicion
de los puntos intermedios. Para hacer las operaciones se recomienda el
empleo de la regla de edleulo.

Fig.3

La construccién de gréficas facilita el estudio de las curvas de las
funciones elementales mas imporfantes (véasc el apéndice VI). Partiendo

de la gréfica
y=1 () (r)

con ayuda de construecciones geométricas clementales obtenemos las grafica
de las funciones:

1) yy=—7F(z), que es la represontacién simétrica de la grilica T
respecto al eje OX;
i 2) yp=1{(—=), que es la representacidn simétriea de la grifica I' respecto
al eje OV,

3) ya—f (x—a), que es la misma grafica T dosplazada a lo largo dol ejo
0X en la magnitad a;

4) y,=b--f (2), que cs la propia grifica I' desplazada a lo largo del eje
OY en la magnitud & (fig- 3).

Ejemplo. Construir la grifica do Ja funcién

k13
y=scn (o:— 71) .
Solucién. La linea buscada es la sinusoide y=senz, desplazada a
lo largo del eje OX, hacia la derecha, en la magnitud —2— (fig. 4).
Construir las grdficas de las funciones lineales (lineas rectas):

!1:4. ymkx, si k=0, 1, 2, T —141, —2.
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45. y=ax-+b, s =01, 2, —1, —2.
46, z=1,bz- 2.
Construir las graficas de las siguientes funciones racionales
enteras de 2° grado (pardbelas):
47, y=az® si a=1, 2, 1/2, -1, —2, 0.
48. y=a-¢, si =0, 1, 2, —1.
49, y={(z—uag), si z,=0, 1, 2, —1.
0. y=ye+(x—1)? si yo=0, 1, 2, —1.
81*%. y=az’+ bzt si: 1) a=1, b= —2, ¢=3;
Ya=—2, b=6, c=0.

52, y=2-+x—z% Hallar los puntos de interseccién de esta
pardbola con el eje OX.

Y y=sen r—E)
AN l/’r\ j
TRIEE 1 N

Fig. 4

|

e

Construir las graficas de las siguientes funciones racionales
enteras de grado superior al segundo:

83*, y=2a" (pardbola cubica)
54, y=24(z—1)%

9. y=2"—3zr+42.

56, y=uzat

87, y=2x—zx1

Construir las graficas de las funciones homograficas siguientes
(hipérbolas):

1
58*. y:?
1
59. Y =1—5+
z—2
60. y:x+2'

61*. ¥=1o +%! si #y=1, yo=—1, m=6.
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* __2:1:—3
62*. y__39:+2 :

Construir las grdficas de las siguientes funciones racionales
fraccionarias:

63, y=z+-—.

64. y=5r

65*, y:——;{‘,—

66. =

67*. y:-xTi_?j (curva de Agnest).

68. y:xfji (serpentina de Newton).

69, y==z-+ —22— i

70. y=2° +% (tridente de Newton).

Construir las grdficas de las funciones irracionales signientes:
M"* y=Ve.

78%. y=v2* (pardbola de Neil).

Th. y=-+ 2z (pardbola semicibica).

5% y=% 3V 2B—a" (ellpse).

76. y= 4+ V «*—1 (hipérbola).

1
7. yzi—__?.

78 y= 4+ zl/ﬁ (cisoide de Diocles).

79. y=+ 2z} 25—2%
Construir las graficas de las siguientes funciones trigonomé-
tricas:

80*, y=senx. 83*. y =ctg z.
81*. y=cosz. B4*. y=secz.
82%, y=lga. 85*. y=cosec .
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86. y=Asens, si A=1, 10, +, —2.
87%. y=sennz, si n=1, 2, 3, —é—-
3 3
88. y=sen(z—¢q), si =0, %, —;-, Tt —-? ;

89*, y=>5sen (2z—3).
90*. y=asenz-bcosz, si a=6, b= —8.

9{. y=senzx-}cosz. 96. y=1—2cosz.

92.* y=cos’z, 97. y=senx—-—1§-sen 3.
93%. y=z+4senc. 98. yzcosx-}—%cos%.
94*, y=2xsenz. 99*. yzcos-:—.

95. y=tglz. 100. y= 4 Vsenz.

Construir las grificas de las siguientes funciones exponenciales
y logaritmicas:

101, y=a¥, si a=2, o, e(e=2, T8 ...)").
102*, y=1log.z, si a=10, 2, %, e.

103*. y=shz, donde shx:-}(e"—e"‘).

104*. y=chz, donde chz:-,{-(e"-g-e"“).

2

h
105*, y=th:c, donde tha=2p>-.
106, y=10~.
107*, y=e—** (curva de probabilidades).

i

108, y=2"7+, 3. y=lg+.
109. y=Ilga®. 114, y=Ilg(~2).
110. y=lg®az. 115. y=logs (14 z).
111. y=I1g(lgz). 116. y =g (cosz).
112. - 117. y=2"senz.

T

¥) Véase mis detalladamente sobre el némero e en la pig. 26.
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Construir las graficas de las siguientes funciones trigonomé-
tricas inversas:

118*, y—arcsenz. 122, y:arcsen% :
119*. y=arccosz. 123. y=arc cos%.
120*. y=arcigz. 124, y=zx }-arcctg x.
121*. y=arcciga.
Construir las graficas de las siguientes funciones:
125. = | T ].

1
126. y=(z+| z|)-

127.
128,

129.

130,

nimero

131.
132*,
133%,
134*.
135.
136.
137.

138%,
139*.
140%,

a) y=x|x|; b) y=log,sl=z|

a) y—senz4-|senz|; b) y=senz—|senz|.

o, para jz|>1.

3—a? para |x|<1;
y_
1=

a) y=I[z|, b) y=x—][z], donde [z] es la parte entera del
x, es decir, el mayor nimero entero, menor o igual a z.

Construir las praficas de las siguientes funciones en el sistema
de coordenadas polares (r, 9} (r> 0}

r=1 {circunferencia).

r=% (espiral de Arquimedes).
r=2¢% (espiral logaritmica).
r:%— {espiral hiperbélica).

r=2%cos¢ {circunferencia).

Fiy & {linea recta).
sen @

r= Se.c“%)- (pardbola).

r=10sen 3¢ (rose de tres pétalos).
r=a(l+cosq) (a>>0) (cardioide).

r?=a%cos2p (a>>0) (lemniscata).

Construir las graficas de las siguientes funciones, dadas en

forma paramétrica:

2—1016
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141*, 2=2¢2, y=1* (pardbola semicibica).

142*. z=10cost, y=sent (elipse).

143*. z=10c08%¢, y=10sen®? (astroide).

144*, z=a(cost+tsent), y=a(sent—tcost) (desarrollo del
circulo).

145*.
146.

147.
148.
149.
150.

$=T?-}-‘T' y=1:_;23 (folium de Descartes).

(semicircunferencia).

r= i.._.. s Y=s ‘it._..
Vi+e V122

z=2'4- 27, y=2'—2"" (rama de una hipérbola).

z=2c08*t, y=23en?¢ (segmento de recta).

r=t—12, y=12—1.

z=ua(2cost—cos2t), y=a(2seni—sen2?) (cardioide).

Construir las grdficas de las siguientes funciones, dadas en
forma implicita:

151%.
152.
153*.
154.

155.

156%,
157+,
158%,

159,
160~
161.

2% 4 y® =25 (circunferencia).
zy =12 (hipérbola).
y* = 2z (pardbola).
-ﬁ-{_ f: =1 (elipse).
100 © 64
y* = z® (100 — z?).

2 2 32
z3 4y = ad (astroide).
z-+y=10lgy.
z2=cosy.

¥

V 2+ y* = eAre12* (espiral logaritmica).
24+ y?— 32y =0 (folium de Descaries).

Hallar la férmula de transicidén de la escala de Celsio (C)

a la de Fahrenheit (F), si se conoce que 0°C corresponde a 32°F

y 100°C

a 212°T.

Construic la grifica de la funcién obtenida.

162. En un tridngulo, cuya base es b=10 y su altura h=6,
estd inscrito un rectingulo (fig. 5). Expresar la superficie de dicho
rectingulo y como funcién de su base z.

Construir la grafica de esta funcign y hallar su valor mdximo.
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163. En el tridngulo ACB, el lado BC=a, el AC=b y el
dngulo variable X ACB =« (fig. 6).

t A
" .
/ \ ‘ P
@
r B
— b — ] ————— ]
Fig.5 Fig 6

Expresar y = 4rea. A ABC como funcién de z. Construir la gré-
fica de esta funcién y hallar su valor maximo.
164. Resolver gra{mamentc las ecuaciones:

a) 2z*—5z+42=0; d) 107" =u;

by a¥b-z—1=0; e) x=1+40,5senx;

¢) lgz=0,1z; f) ctgz=2z (0 <<z < m).
165. Resolver grificamente los sistemas de ecuaciones:
a) ay=10, z4+y=T;

b) ay==6, «*+y*=13;

) 22 —aty=4, y?'—2z=0;

d) 22t y=10, 24 y*=6;

g) y=1senx, y==0C08% {0 << x < 2nt).

§ 3. Limltes

1°, Limite dec una sucesxon Tl niumero a recibe el nombre de
limite de la sucesidn &y, Tpy ouvy Tny voet

lim 2,=4a,
Ti=»00

si para cualquier &> 0 existe un numero N=~N (e)-tal, que
|zp—a{< e para n >N,
Ejemple 1. Demostrar que
i 2n41

o0 N1

=2, ()
2%
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Solucidén. Consideremos la diferencia

A e e

n+41 I
Valorando su magnitnd absoluta, tendremos:

on41 | 1

si
1
n>—P-~—1=N ().

De esta forma, para cada numero positive & se pusde encontrar un
niimero N=%—1 tal, que para » >N s=e cumple la desigualdad (2). Por

consiguiente. el nimerc 2 es limite de la sucesion xp=(2r--1)/(n4-1), es
decir, se verifica la férmula {1).
2° Limite de una funcidn Se dice que la funcién f(z) =>4
cuando & e (A y a-son unos nimeros}, o gue
lim f(z)=A,

X
si para curlquior &> 0 existe un ndmero 8=204 (g) >> 0 tal, que
|fley—A| < e para 0< {z—a| < 3.
Anilogamente

X—co

si [ f{#)—A|<e para | x| > N{e).
También se emplea la notacion convencional
lim f (z)=00,
X=ril
que indica, que }f(z)|>>F para O0<|x—a[< & (E), donde F e3 un nimero

positivo arbitrario.
3%, Limites lateraies. Si < a vy z—a, se escribe convencional-

mente z — 2—90; andlogamente, si z >>a y £ — a, se escribird asi: £ — a--0.
L.os niimeros

fla—0)= lim f(z) ¥ fla+0)= lim f(z}
x—+n—0 x=rit-4-0

se llaman, respectivamente, limite a la izquierda de la Tuncidu f(z) en el
punto a v limile a la derecha de la funcién f(z) en el punto a (si es gue

dichos nimeros existen).
Para que exista el limite de la funcidén f(z) cnando z— 4, 03 necesario

v suficicnts que se verifique la igualdad
fla—0y=f (a4-0).
81 oxisten el Hm fy(x) v el lim f,(z), tienen lugar los siguienties
b 34 -+t
teoramas:
1) lim [fy (@} +fz (@] =1im f, (2} +1im f5 ();
R, 4 x=a i
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2) lLﬂ;lf: (@) fz (3)1=£ﬂ: f1 (x}-iiﬂ;!z (=)
3 gl;lf: (=)/falz) =:10i_'nih (x)f;i_?:_fz(-‘ﬂ) (Uog, () =5 0)-

Los limites siguientes se emplean con frecuencia:

Senzx
xz

lim =1

x=+0

RE <
lim (1+-;) —lim (140)* =e=2,71828 ...

L=y 00
Ej=omp10 2. Hallar los limiles a la derecha y a Ja izquierda de la
funecién q
f (z) =areig —

cuando = —-0.
Solucidn, Tenemos;
7

J(+0)= lim (arctg =) =2 -

—0)= lim (. 1 m
£l g (argtg?)zz__-?.
En este caso, es evidente que no existe limite do _la funcidn f{z)
cuando = —> 0.
166. Demostrar que, si - co, el limite de la sucesion
1 i 1 1
'JT! "9_" °"!?7 e B

es igual a cero. <Para qué valores de n se cumple la desigualdad
1
-RT{ €,

(siendo & un pimero positivo arbitrario)?

Efectuar el cdlculo numérico para: a) g=0,1; b) £=0,01;
¢) € =0,001.

167. Demostrar que el limite de la sucesién

xn=-}-e'§-—i- (nﬂi, 2, ...)

cuando n—> oo es ijgual a 4. ¢Para qué valores de n > N se cumple
la desigualdad
| zn—1[<<e,
(siendo & un nmimero positivo arbitrario)?
Hallar N para: a) e=10,1; &) e=0,01; ¢} e= 0,001.
168. Demostrar que

fim 22 =4,
X2
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¢Cémo elegir para el nmimero positivo dado & un ndmers posi-
tivo 8, de modo que de la desigualdad

se deduzca la desigualdad
|2t —4|<Ce?
Calcular 8, para: a) §=0,1; b) e=0,01; ¢} e=0,001.

169. Dilucidar el sentido exacto de las notaciones conventio-
nales:

a) lim lgz= —o0; b) lim 2" = 4 o0; ¢) lim f(z)= co.

X0 X—+f-00 X—+00
170. Hallar los limites de las sucesiones:
i 4 1 (=11
a) j, ——-2—, ‘-3—, —--—4—,...,-—;-—',...,
b) 2 4 6 2n

A8 g e T oo

9V2LV2V2 Va)y2ys. .-

2 d) 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ...
Hallar los limites:

171. lim (%+%+%+...+ ime )

n—o0 n?
172. lim (rt-1){n--2) (n4-3)
1 s .
N=pon
: t4-3454T+... +(2n—1) 201
173. rl;rg[ s ~ = ]
174. lim 2H(=0"

R—(—17

75. 1i 9N+ 4 3n+1

noe 2T
176. ii?o(”i_+'é—+%++3i’?)
177 lim [ 1 —p g~ ..+ ]
178, Tim LZEE LT Horn?

3
N=roo L

179. TI‘LIEQ(V n+1—Vr).

180, 1im 2enat

noc A1 T
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Al buscar el limite de la razén de dos polinomios enteros respecto a ,
cuando 2 —co. es conveniente dividir previamente los dos términos de
la razbn por z*, donde » es la mayor potencia de estos polinomios.

En muchos casos puede emplearse uwn procedimiento andlogo, cuando
se trata de iracciones que contienen expresiones irracionales.

Ejemplo 1.

3 5 6 .
(e (32 kD) Ua—6) _ (2—?) (3"‘?) (4‘?) _ A
x-»00 33 4z—1 i 3+’i____i~ S i
22  a®
1
Ej lo 2. i LA—— =1,
jemplo xﬂﬁ’xa_;.w s ]3/'1_{__12
3
(81, Tim GED 186, i 23—
" e AFL - =
1000z . Baps
182, lim 130%-. 167, lim2ZA3.
Ll zﬁ-—s:::-{—i. - e =
165 o=t I A T
. 2e8_z48 o RFEETe
184, w2t t69. tm FELL.
185, lim BriS a2y TRl T e
X=$00 x5+5 5 g X400 V V____—' Y
z-b z«-{-'\/z

Si P(z) y Q{(z) son polinomios enteros y P (a) = 0 o Q (a) =<0, el limite
de la fracciém racional

Mg o 2
TG (zi
se halla directamente.
)

Si P (a) =0 (¢)==0, se recomienda simplificar la fraccién Q((i) . por e]

binomio z—e, una o varias veces.

Ejemplo 3.

U ey = Iim Gy = I T =4
191. xli?i—;-;i—di. 195, lmiqn';l%"_—ﬁ:—i%-.
192, }ﬂ%ﬁﬂ. 196. i::gi?i—ﬁ‘fi
193. xlixlal;i%. 197. E%(”—'*"‘gﬂ?—.
194. Lﬁ’i‘ﬁ%‘ 198. E_ﬁ‘('ii_z—i—_s—xa)'
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Las expresiones irracicnales se reducen, en muchos casos, a una forma
racional introduciendo una nuweva variable,

Ejemplo 4. Hallar
jim Y ibE—1 1_+z—1 .
x40 Plfz—i

Soluncidén. Suponiende

t4z=y8,
tenemaos:
? 14-2—1 . ys—1 yr-y--1 3
]m_._..v = lim = lim=——— =,
ol Vidz—l ot =1 yai V1 2
199, o Y2 204. lim -frf—_i
x4 =1 x=r1 I/.z*——i
200. lim l;LS.. 202. umﬁﬂ'}ﬂ,
x—64 ]5’;....4 a1 (x—1)*

Otro procedimiento para hallar el limite de una expresién irracional
es el de trasladar la parte irracional del numerador al denominador o,
al contrario, del denominador al numerador.

Ejemplo 5.
1 Vz—Va = lim = _c.
e P8z E—aVa+Va)
z i 1
= e - U -
1im Ve " i {a >0)
. 2 z—3 . V22 26— )2+ 2z—B
203. iLﬂ;.W. 210. k{ral .."..'9—4.2-}-3 .
204. lim—2=8_. 211. lim (VzFa—V7).
x28 Vw2 %~ 00
205, Tim- V2=t 212, lim [V z@Fa)—a].
x-+1 17-x——1 Aprf-20
lim 3= V5+¢ i o e
206. lim —— Vi 213. ,E?m (V22 —55+6—=z).
207, lim VAFe-VIss = o4 G0 5 (Vzr+1—z).
x=0 2 x~rf00
208. lim YETA=VE 945 i (54 §/T—23).
h-0 o0

209. lim Y EtrzVE
fi=0) k
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Al hacer el célculo de los limites, en muchos casos ze emplea la

férmula

lim

sen z
2O

x=0

y se supone que se sabe que, lim sen z=sena y lim cos z=cos a,

Ejemplo 6. lim
x=0

216,

217.
218,
219.
920.
221.
222,
223.
224.

225.

226.

227.

X-+a

. Senz

a) lim———;

a2 &

5 son @

b) lim——.
b ]

. sen dx
lim——.
a—+0 z
: sen Sx
I

ey SOD 2z

. sen nx
llm.,,_.g?t-.-
wrq S€0 3%z

lim (nsen-%) :

=r 00

. l—cos2z
lim 5 !
e o+

. Sen r—Sen a
lim—————,

i Y,

. COSxr—cosSa
lim ———.
x—+G i

lim tganz
x-—2 22

. sen{x--h)—senx
153 { +h)
h=+0

5 SN T - CO08 &
1im SenE—t03 2

n 1—tgz

x-rT

a) limz sen — -
x=+0 »

b) lim ..«:sen%.

X=¥00

s60 0F

w=kdd

i sen ox e
alcgza( = .5)=1-5=d.
228. Lifi(i—-x)tg%.
229, I B mal
il_fr;ctg 2wctg( > a:)
1—sen—:c-
230. lim .
X=eTT T
5 1—2cosz
231. ].11'!:11 W.
x->—3-
232 liln. oS mzr—Ccos ne
) _'2—""'_‘- 0
x40
933, limlEZ-RT
220 3 :
234- 1im arcsen r
x-+0 T
. arcig 2z
235. lim ===
236, lim——%.,
wpy B0 AL
., r—sen 2z
2317. Ll_{% zsendz
238, lim ———.
239, lim 1—=Veosz
x=0 2
240, 1im1/1+senxm"|/1—aenxv

x=+0 E
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Al hallar log limites de Ia forma

% ) ¢,
Jo [p(z}] @

debe temerss en cuenta que:
1) si existen los limites finitos
lingp{(z)=4 y limy (@)=
=+ v 20
se tiene que C= A
2) si lim lp(m)quﬁi y llmtp(x) + oo, ef problema de hallar el
limite (3)%;9 resuelve dlrectamente'
3) si lim p(z)=1 y lim P (z)=0c0, sS¢ supone que @ (z)=i+twx (z),
donde a(ﬁ".lo cuando xx—-;aa ¥, por consiguients,
Lim efayp(a) 1im [@{=)}—119(x)
= ]lm {1 +o @) cc(x) }cc(szl:(x)__exﬂa =g X0 .
siendo e——“2,718... el ndmero de Neper.
Ejemplo 7. Hallar

i sen 2z 1+*
lim ( ) 2
x=0 =
Solucidn. Aqui
sen 2z
lim (—)=2 lim (1 4-2)=1;
x—0 z o x—rl]( + )
por consiguiente,

1+
{ii (3""2”) gt

x—0 z

Ejemplo 8 Hallar

z4-1 yxt
. llm(‘% +1) e
Solueidn. Tenemos: 4
14—
. z4- 3 T 1
ATl apea A B
T
y
lim 2= 4-co.
X=00
Por lo cual,

< 41 ya?
by =
Ejemplo 9. Hallar

lim _{:_1-)1
x-»o0 & T--1 g
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Solucidn Tenemos:

=1
i T fflnte B
e
1+

Haciendo las transformacioncs que se indicaron més arriba, obtandremos

tim (29) <mm [ 14 (3 -1) )=

2x

e
_,l1m {[1+ z+i ]_2} . me-{-i-—g—ﬂ.

En este caso concreto, puede hallarse el limite con mas facilidad, sin
recutrir al procedimiento general:

(-2) m[(-2)7]

lim (z_"..)”=1im = 5.
xeyoo V1 x—+oo 1y* - 13y e ;
(1+3) Bim (14)
En todo caso, es conveniente recordar que:
2 kyx
Al ==
242z T \*
241, i‘.’f&(?» 2)". 248. lim (z+1)'
- z—1 yx4+1 T x42
i A
242, :1311(172_1) ; 249. hm(z_’_ I
243, hm( )x+1 250. hm(i—}-—i—)“.
Hew x 1
< 22—2r43y = b
244, _1:_,“[1] m) . 2561. ].lm (1+Seﬂ$)
. 2242 y&? 3 L
245. alcgg 2::2—_’_1) ! 252**. a) alcir'[]l(cos:c)j
246, lim (1——)". b) lim (cosz)*.
neroo n x=0

247. lim (1 +~§-)’°

Al caleular los limites que se dan a continuacidn, es conveniente saber
que, si existe y es positivo el !lm {(x), se Liene:

lim [In f(x}]—ln [lim f (2)]-
a—=ra X=a
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Ejemplo 10. Demostrar que
lim 2U+2) _

x=+0 z

()
Solucidén, Tenemos:

lim UL i [In (44 2)17%) = n [lim (14 2)1 /5] I g w1,
x>0 x x=+{) x=0

La férmula (+) se emplea, frecuentemente, en la resolucién de probleﬁms.

253. lim [ln 2z 4 1) —1n (z + 2)].

254. lim m B A+100) 260*. limn (¥ 2—1) (a>0).
=y f—og
255. lim (—ln 1+“’) ] b6l Jumdis et
wxsd VT 1—=z a0
956. lim z[In(z+1)—Inz] 262. lim 1=
-.‘:t*b+00 F - x-3(p SEDZ 5
D7, Tim ALU0EE) 263. a) lim SB2;
a0 & a0
258, lim &= by Tim et
a0 b0

259*, hmo (a>0) (Véanse™ los ejercicios 103 y 104).
Hallar los mgmentes limites laterales:

264. a) lim 267. a) lim 2U+ed),

xr—00 ],/::3—{— e
i L
1 = b) lim B0+e9
b) x:ﬂ_nw Vari )x_'fi
265. a) lim th z; 268. a) lim fsenz| :
A x—=+—0 z
b) lim thuz, b) lim |senz]
x—>+too x—++0 x
er g™ E -
TR T 69. 1 x .
donde thz P 2 a)x-}fio sk
. - - &8
) xl:ilo =R b)x-ljﬂn [z—1] °
1+4e*™
270. a) lim
b) lim ok xr 80 T— 2
T eE B} Tim

x2+0 2"
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Construir las grdficas de las funciones:
271**, y=Llim (cos®" z).

2728, y=limoZe (e3>0)
273. y=lim ) z® +ot.
Cherb-oxy

274, y=1lim (arcig nz).

N+

275, y=limy1+z" (z30).
Ti=» 00

276. Convertir en ordinaria la siguiente fraccién periddica
mixta

o =0,13555. . .,

considerdndola como el limite de la correspondiente fraccién finita.

277, ¢Qué ocurrird con las raices de la ecuacién cuadrada

az? - bx 4-c=0,

si el coeficiente @ fiende a cero, y los coeficientes b y ¢ son
constanies, siendo bs%0?

278. Hallar el limito del angulo interno de un poligono regu-
lar de n lados si n—o00.

279. Hallar el limite de los perimetros de les poligonos regu-
lares de n lados inscritos en una circunferencia de radio £ vy de
los circunscritos a su alrededor, si n—s> oo,

280. Hallar el limite de la suma de las longitudes de las
ordenadas de la curva

y=e"*cosnz,
trazadas en los puntos z=0, 1, 2, ..., n, si n-— co.

281. Hallar el limite de las dreas de los cuadrados construnidos
sobre las ordenadas de la curva

y=21"
como bases, donde z=1, 2, 3, ..., n, con la condicién de que
n= 00,
282. Hallar el limite, cuando n—s 0o, del perimetro de la
linea quebrada M M, ... M,, inscrita en la espiral logaritmica
ra=g—®,

si los vértices de esta quebrada tienen, respectivamente, los
dngulos polares

[pD:O, q91='{f':‘l vy Pr=5
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283. El segmento AB=a (fig. 7) estd dividido en n partes
ignales. Sobre cada una de ellas, tomémndola como base, se ha
construido un tridngulo isésceles, cuyos é&ngulos en la base son
iguales a «=45° Demostrar, que ol limite del perimetro de la
linea quebrada asi formada es diferente de la longitud del seg-
mento AB, a pesar de que, pasando a limites, la linea quebrada
«se confunde geométricamente con el segmento AB».

Fig7

284. El pupto €, divide al segmento AB=1 en dos partes
iguales; el punto C, divide al segmento AC, en dos partes tam-
bién iguales; el punto C, divide, a su vez, al segmento CpC, en
dos partes iguales; e! C, hace lo propio con el segmento CoCy
y asi sucesivamente. Determinar la posicién limite del punto Cy,
cuando n - 00,

285. Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de
un tridngulo rectdngulo en n partes iguales, sc han construido
rectdngulos inscritos (fig. 8). Determinar el limile del area de la
figura escalonada asi constituida, si n— oco.

286. Hallar las constantes & y & de la ecuacidn

> 3 41
i (345 $550) =0 o

Esclarecer el sentido geométrico de la igualdad (1).

287*, Un proceso quimico se desarrolla de tal forma, que el incre-
mento de Ia capntidad de substancia en cada intervalo de tiempo T, de
una sucesién infinita de intervalos (it, (i -#4)T) (i=0,1,2, ...), es
proporcional a la cantidad de substancia existente al comienzo del
intervalo v a la duracién de dicho intervalo. Suponiendo que on
el momento inicial la cantidad de substancia era @, determinar

la cantidad Q?‘) que habrd de la misma después de transcurrir un
intervalo de tiempo ¢, si el incremento do la cantidad de subs-
tancia se realiza cada eneava parte del intervalo de tiempo

T==—"

n
Hallar Q; = lim @{™.

TN—rod
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§ 4. Infinitésimos e infinltos
{1°, Infinitésimos Si

lim & (£) =0,
e 2
es decir, si |a (z)| <&, cuando 0<Cjz—a|< 8(e), la funcién « (z) so llama
infinitésima (infinitamente pequesia) cuando z—»a. Andlogamente so deter-
mina la funcién infinitésima (infinitamente poqueiia) & (z), cuando z—-co.
La suma y el producto de un nimero limitado de infinitésimos, cuando
#—a, €3 también un infinitésimo cuando z —-a.
Si @ (z) ¥y P(x) son infinitésimos cuando z—-a ¥

o (x)

lim =C

x-ra B (z) :
donde C es un ndmero distinto do cero, las funciones a{z) y B (x) reciben
el nombre do infinitésimas de un mismo orden; 8i € =90, se dice quo la funcién

@ {z) es una infinitésima de orden superior respecto a f(z). La funcién e(z)
se denomina irfinitésima de orden n respecto a la funcién f (z), si

. o () -
lim Fr O
dondse.0<|C|<-{—oo.
i

lim gﬂ= s
x-a P (%)
las funciones ¢ () ¥ P (x} se llaman equivalentes cuando z - a:
a () ~ f (z)-
Por ejemplo, si —0 tendremos:
senz ~z; tgz~2z In(4z)~uz,
ete.
La suma de dos infinitésimos de orden distinto, equivale al sumando
cuyo orden es inferior.
El limite de Ja razdn de dos infinitésimos no se altera, si los términos

do la misma se sustituyen por otros cuyes valores respectivos sean equiva-
lentes. Do acuerdo conm este tecrema, al hallar ¢l limite de la fraccidm

lim 237

xsa Pz}’
donde @ (z) >0 y B({z)—~0, cuwande z—~@, al numerador y denominador
de la fraccién pueden restarscle (o sumdrsele) infinitésimos de orden supe-
rior, cieridos de tal forma, que las cantidades resultantes sean equivalentes
a las anteriores.

Ejemplo 1,
e Y za
fpd et A

=0 In (1 +23J x- 0 2x pA

2°, Infinitos. Si para un ndmero cualquiera N, tan grande como se
deseo, oxiste tal O (), que para 0 < |z—a|<8(N) se verifica la desi-

gualdad
[f) >N,
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la funcidén f(z) recibe el nombre de infirita (infinitemente grande)} cuando
X =-ra. X

Anilogamente, f(z} se determina como infinita (infinitamente grande)
cuando z-—-oo0, El concepto de infinitos de diversas drdenes se establece
de manera semejante a como se hizo para los infinitésimos.

288. Demostrar que la funcién

H@) ==

es infinitamente pequefia cuando z—> co. dPara qué valores de z
se cumple la desigualdad

If (@) <<e,
si & es un nimero arbitrario?
Hacer los cdlculos para: a) e=0,1; b) e=0,01; ¢) e=0,001.
289. Demostrar que la funcién
f@)y=1—a7
es inflinitamente pequefia cuando z— 1. ¢Para qué valoreg de z se
cumple la desigualdad

[f(2) | <<e,

si & es un niimero cntero arbitrario? Hacer log calculos numéricos para:
a) e=0,1; b) e=0,01; ¢) £e=0,001.
290. Demostrar que la funcién

f @)=

es infinitamente grande cuando z—> 2. ¢En qué entornos |z —2| <8
se verifica la desigualdad

{f()| >N,

si N es un nimero positivo arbitrario?

Hallar 8, si: a) N=10; b) N =1400; ¢} N=1000.

291. Determinar el orden infinitesimal: a) de la superficie de
una esfera, vy b) del volumen de la misma, si su radio r es un
infinitésimo de 1° orden. ¢Cual sera el orden infinitesimal del
radio v del volumen respecto al 4rea de esta esfera?

292. Sea o ol Angulo central de un sector circular ABO
(fig. 9), cuyo radio R tionde a cero. Determinar el orden infini-
tesimal: a) do la cuerda AB; b) de la flecha del arco CD; c¢) del
area dol AADD, respecto al infinitésimo o.

293. Determinar el orden infinitesimal respecto a , cuando
z—>0, de las funciones siguientes:

a) T%; d) 1 —cos z;
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h) Va: - V-E 5 o) tg x —sen z.
o) V@V

294, Demostrar que la longitud de un arco infinitésimo de una

circunferencia de radio constante, es equivalente a la longitud
de la cuerda que tensa.

295, ¢Son equivalentes, un segmento infinitésimo y la semicir-
cunferencia infinitésima construida sobre €1, como didmetro?

Aplicando el teorema sobre la razén de dos infinitésimos, hallar:

. sen 3z-scn 52 Inz
296. 1]_11&W— 298. lnili-—
arcsen
1/ e . C0SZ—COS 2z

300. Demostrar que cuando £ — (0, las magnitudes % vy ViFz—1
son equivalentes entre si. Empleando este resultado, mostrar que,
cuando |z| es pequeiio, se verifica la igualdad aproximada

Vitzai —5— 1)

Aplicando la férmula (1), hallar aprox1madamente;

a) ¥V1,06; b) 1/0,97; ¢) V'10; d) /120

y comparar los valores asi obtenidos con los que se dan en las
tablas.

301. Demostrar que, cuando x— 0, se verifican las igualdades

aproximadas siguientes, con precisién hasta los términos de
orden z2%

-ﬁ.) Wﬁ.«i—:ﬂ

b) Vaitzmatq (a>0);

3—1C16
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¢) (142)" ~1+4-nz (n, es un nimero natural);
d) 1g (14-z) =~ Mz,

donde M ==lge=0,43429...
Partiendo de estas férmulas, calcular aproximadamente:

1 2 g - TE.
B) 1,04% 6) 0,93¢ 7) Ig 1.1.

Comparar los valores asi obtenidos con los que se dan en las
tablas.
302. Demostrar que, cuando x— oo, la funcién racional entera

P@)=ax"+az" 4 ... +an (ag==0)
es una magnitud infinitésima, equivalente al término superior
agx”.
303. Supongamos que £ —>oo. Tomando a z como magnitud
infinita de 1° orden, determinar el orden de crecimienfo de Jas
funciones:

a) 22— 100z—1000; o) VetVz
z9 Y S
b) 05 dy /z—2a°

§ 5. Contlnuldad de las funclones

4°. Definicién de continuidad. La [uncion f(x) so llama con-
tinug para z=§ (0 ¢cn el punto B»), sit 1) dicha funcién estd determinada
en el punto &, es decir, existe el nimero f(§); 2) existo y es finito el
limite lim f (z): 3) este limite es igual al valor de Ia fancién on el punto E.

x=E
¢s decir, )
lim  (#)=1 (8- &)
X=rg
Hacivndo la sustitucién
‘ z=§+ AL,
donde AE -0, se puedo escribir la condicién (1) de la forma:
lim Af (&)= lim [f (§+AE—F(E}=0, (2
AE—=0 AE=D

¢s docir, la funcidn f(z) es continua en el punto , cuando, y sole cuando,
en oste punto, a un incremento infinitésimo del argumento corresponde un
incremento infinitésimo do la funeidn.

8i la funcién o8 continua en cada uno do los puantos de wn campu
determinado (intervalo, segmento, etc.), se dice que os continua en este
campo.

ijempio 1. Demostrar que la funcién

y=senzr
es continua para cualquier valor del argumento ». -



Continuidad de las funciones 35

Solucidn. Se ticne:

Az
sen —5-
Ay=sen (a:+az)-—senz=2sené2£cns(:c+-A-2f)= iz o0 (z-i—-é;)-dx
2
Como
.‘:HE"IIE
Al;-rfu = =1‘y|cos(x+e§) <1,

para. eualguier valor de x, tendremos:

dim Ay =0.
Ax=0
Por consiguiente, la funcién sen « es continua para —oo<z < 400
2°. Puntos de discentinuidad de una funciOp. Seé dice
gue una funcién f(x) es diseontinua en el punto x4, que perteneca al campo
e existencia de la funcién o que ¢s punto frontera de dicho campo, si en
este punto ne se verifica la condicién de continuidad de la funcidm.

Ejemploe 2, La funcién f .z}:i— fig. 10, a) es discontinua en el
(—ap &

punto x=1. Esta funcién no estd definida en ol punto z=1 y como quiera

que se elija el nvimero f(1), la funcién complotada f(z) no serd continua
en ¢l punto x=1.

§i la funcién f(x) ticne limites finp itos:
lim f(z)=f(2g—0)} y lim f{(z)={(x9}0),
x—ricg—0 x=rxp~0

pero los tres nidmeros f(zp), f(xg—0} ¥ f(zp-+0) no son iguales entre si,
entonces, xp recibe el nombre de punto de discontinuidad de ' especie. Tn
particular, si

F(zp—0)={{zy+0),

g 50 llama punte de disceniinuidad evitable,
Para que la funcién f(x) sea continua en el punto x;, o¢ mecesario
y suficiente que
1 (o) = f (g —0) = f (x5-+ O).

sen xr

Ejemplo 2. La funcidn f(z)= Ell tiene discontinuidad de 1t espe-

cie en el punto z=0.
Efectivamente, aguf

F(-+0)= lim 22— 41
x40 X

sen i
= ], :

f(—0)= lim
Xy )

Ejemplo 4 La funcién y=EF (), donde E (z) Topresenta Ia parte entera
del ndmero z (es decir, £ (z) es un namero entero quo satisface & la igualdad:

ik
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z=k(x)4q, donde 0. q< 1), es discontinua (fig. 10; &) en cada punto
ontero: =0, +1, 42,..., y todos los puntos de discontinuidad .son de
ira pspacie.

Iifectivamente, si » es un nimero entoro, E{(n—0)=n—1y E(n+0)=n.
Bs evidente, que ¢n todos los demds puntos esta funcién s continua.

| Y
7 y=E(x)

I"G-2) 2 =~

i,
1
|
JL

, "’
- h '
al 1 2 % """'"'Lf
(a) (b)

(¢)

Fig. 10

Los puntos de discontinuidad d¢ la funcién que no son de 1 especie,
se flaman puntes de discontinuidad de 23 especie.

Son lambién puntos de discontinuidad de 22 cspecie los punios de dis-
continuidad infinita, es decir, aquellos puntos x4, para los que, por lo menos,
ano do los limites laterales f{zp—0) 0 f(zp40) es igual a co (véase el ej. 2).

Ejemple 5 La funcién y=GOS—:— (fig. 10, ¢), en ¢l punto z=0

tione una discontinuidad de 22 especie, ya que aqui no oxiste ninguno de
los dos limites laterales

= n " e

lim cos=— y lim cos— .
x->—0 * =p-0 z

3°, Propiedades de las funciones continuas. Al analizar

las funcionos para determinar si son continuas, hay que tener presentes

los signientos teoremas: . b ) .
1) La suma y e} producto de un nimero limitado do funciones conti-

nuas en un campo determinado es, a su vez, una funcién comtinua en este
mismo campo;
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2) o] cociente da la divisién de dos funciones continuas en un campo
determinado, es también una funcién continua, para todos los valores del
argumento de este mismo campo, gque no anulan el denominador;

3) si la funcién j(z) es continua en un intervalo (e, &), estando ¢l con-
junto de sus valores comprendido en ¢l intervalo (4, By y la funcidn o (z)
0g coentinua en este intervalo (4, B), la funcién compuesta g[f{z)] también
es continua en ¢l intervalo (a, d).

Toda funcién f{x), continua en el segmento [a, &], posee las propiedades
siguientes;

1) f(x) estéd acotada en [a, b], es decir, existe cierto mimero M tal, que
| { (2} | = M para ¢ < x < b; .

2) { (=) alcanza en [a, b] su valor miximo y mfnimo; )

3) j(x) toma todos los valores intermedios entre dos dados, es decir,
si flay=A4y [(P)=F (a L a<pLb) v 4= B, entonces, cualquiera que sea
el mimero €, comprendido emire 4 ¥ B, cxiste por lo meaos ua valor de

=y (o< y< ?) tal, que f(v&:c- _
En particular, si 7 (@) §(B) < 0, la ecnacién

f{z}=0
tiene en ol intervalo (z, B), por lo menas, una raiz reai.

304. Demostrar, que la funcién y==z? es continua para cual-
quier valor del argumento z.
305. Demostrar, que la funcion racional entera

P(z)=aex"+a,x" 14 ... 4a,

es continua para cualquier valer de z.
306. Demostrar, que la funcién racional fraccionaria

gprt a1l | Jan
bo.‘l’.‘m +l€'1$m'—1+ S +bm

¢S continua para todos los valores de z, a excepcién de aquellos
que anulan el denominador.

307*. Demostrar, que la funcién y=7V 'z es conlinua para
= 0.

308. Demostrar que, si la funcién f(x) es continua y no mnega-
tiva en el intervalo (e, d) la funcién

F(z)=V7 ()

también es continua en cste intervalo,

309*, Demostrar, que Ja funcién y=cosz es continua para
cualquier valor de z.

310. ¢Para qué valores de 2z serdn continuas las funciones:
a) tgz y b) cltga?

311*. Demostrar, que la funcién y=|z] es continua. Cons-
truir la grdafica de esta funcion.

312, Demostrar, que la magnilud absoluta de una funcién
continua es también una funcién continua.

R(z)=
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313. Una funcién estéd dada por las férmulas

#{ifns f:: cuando z=&2,
A cuando z=2.

- €Como debe elegirse el valor de la funcién A= f(2), para gue
la funcién f(z), completada de esta forma, sea continua cuando
z=2? Construir la grifica de la funcién y=f(z).

314. El segundo miembro de la ignaldad

1
f(z)=1-~zsen —

carece de sentido cuando #=0. ¢Cémo elegir el valor de f(0)
para que la funcién f(z) sea continua en este punto?
315. La funcién

1
f(z) =arctg =t

carece de sentido cuando z=2. ¢Pucde elegirse el valor de f(2)
de tal forma, que la funcién completada sea continua cuando
z=2?

316. La funcién f(z) es indeterminada en el punto z=0.
Determinar f(0) de tal forma, que f{(z) sea continua en este
punto, si:

a) f(:c)zg-—t?n—_i- (n es un ndmero natural);

b) f(x):ﬂ;

x3

¢) f(z)= 1n(i+z)jln(‘l"z) .

g% — g=%

d) f(z):-—x-—;
e) f(x):x"’son—i—-;

fy flz)=zciga.

Averiguar si son continuas las funciones:

M7 y=—2—. 320. y=15; .
318, y=§*_:f . 321. a) y=sen -
319. y:lf{%ﬁlﬁ, b) y=xsen%
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322. y=—rv - 326, y=(1+=) arcthi—ﬁ ;
i
323. y=In(cosx). 327. g™t
Jewhe
324. yzln‘tg-‘;i-|. 328, y=e >
325, y—arcig o . BB i s
1_|_£[_-—§

ecuando z <3,

x‘i’.
330. y'=
‘ 2z +1 cuando z > 3.
Construir la grdfica de esta funcidn.

331. Demostrar, que la funcién de Dirichlet ¥ (z), que es
igual a cero cuando z es irracional e igual a 1 cuando z es racio-
nal, s discontinua para cada uno de los valores de z.

Averiguar si son continuas y construir la grafica de las
siguientes funciones:

332. y:iﬁiﬁ; (> 0).

333. y=1im (z arctg nzx).

o2
334, a) y=sgnz, b) y=zsgnx, c) y==sgn(senz), donde
la funcién sgnz se determina por Ias férmnulas:

+1, si >0,
sgnz = 0, 6 el
k ey si omel (.

335. a) y=x—E(z), b) y=zE(z}, donde E(z} es la parte
entera del namere z.

336. Dar un ejemplo quo demuestre que la suma de dos fun-
ciones discontinuas puedc ser una funcidén continua.

337*. Sea « una fraccion propia positiva que tiende a cero
(0<< o< 1). éSe puede poner en la igualdad

Ed4a)=E{i—a)+1,

que se verifica para todos los valores de =, el Iimite de la can-
tidad o?
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338. Demostrar, que la ecuacién
22—3z4+1=0

tiene una raiz real en el intervalo (1, 2). Calcular aproximada-
mente esla raiz.

339. Demostrar, que cualguier polinomio P (z) de grado impar
liene por lo menos una raiz real.
340. Demostrar, que la ecuacién

tgx=x

Liene una infinidad de raices reales.



Capitulo 17
DIFERENCIACION DE FUNCIONES

1. Gilewlo directo de derivadas

1°. Incremento del argumento ¢ jincremento de la
funcién. Si z ¥ x; son valores del argumento z, mienfras que y=f(z)
e y; =1 (zg) son log correspondientes valores de la funcién y=f (z},

Ar=x,—z
se llama ineremento del argunento z ¢n e¢f segmento [z, 4], ¥
Ay=y;—y,
o sea,
Ady=flz)—] (@) =] (z+Az)—] () 1

recibe el nombre de increments de la funcion y en este mismo sogmenio |z, @]
(fig- 11, donde Az=MA4 y Ay=AN}. La razén

Ay
s =8

representa ¢l coeficiente angular de la secante MN de la grifica de la

4 |

N(xs Y

y=fe] f
el .
T g 7 z Iy X

Fig 11

funci6bn y=7(z} (fig. 11) v sc Mlama velocidad medie de variacién de la fun-
cién y en el scgmento (z, z-4+Ax).
Ejemple 1. Para la funcién

y=a2—Jx-6,
calcular A v Ay, correspondientes a las siguientes variacionos del argnmento:
a) desde z=1 hasta z=1,1;
b) desde z=3 hasta x=2.
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Solucidn, Tenemos:
8) Az=1,1—1=0,1,
Ay=(1,12—5.1,1 +6) = (12 —~5-14+86) = —0,29;
b) Az=2=3= —1,
Ay =(22—5.246)— (82— 5.3-6) =0.

BEjemplo 2. Hallar, para la hipérbola y=~;—, el coeficiente angular
de la secanlc que pasa por los puntos, cuyas abscisas son z=3 y z;=10.

S i { Ar= el g sy Rypen S AL
Solucidn, Aqui Az=10—3=T7; y= T =g Ay = TR

T S Ay 1
G Por consiguiente, A_H..— ~%0
2°. Derivada. Derivade y’ =% de la funcidén y =/ (x) con respecto

al argumento z se llama al limite de la razém %, cuando Az tiende
a cero, ¢8 decir

’ 1 Ay
y' = lim — =~ |
Axs0 A%

si dicho limite existe,
El valor de la derivada nos lo da ek coeficiente angular de la tangente
M7 a la gréfica do la funcién y=f(z) en el punto z (fig. 14):

y' =tg .
La operacién de hallar la derivada y* recibe el pombre de derivacién
de la funeidn,
La derivada y’==f'(z) ropresenta la velvcidad de variacién de la funcién
en ¢l punto z.
Ejemplo 3. Hallar la derivada de ia funcién
y=uz2
Solucidén, Aplicande la férmula (1) tendremos:
Ay =(r+Az)*—22=2zAz }-{Az)2

Y
Ay g
H_Z::-}-A.r.
Por consiguiente,
g lim AL im (@224 Az)=2x.
Ax-0 AT Axs0
3°. Derivadas laterales. Las oxpresiones
; o e+ A —](2)
Z(z)= lim —————
- @) Ax=r—0 Ax
y

e T L@ A2) = (@)
prip g B
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se llaman respectivamente derivadas a la izquierda o a la derecha de la fun-
<ién f(z) en el punto z. Para que exista f' (z) es nocesario y suficiente que

fL(z)={5(2).
Ejemplo 4 Hallar f2(0) y fi(0) para la funcidn

f@y=|z|.
Solucidn. Por definicidn, tenemos que
| Az}

(0= Pt
fL(0)= x_'_o =

. Az |
0= lim Rzl _g
‘ol A:c1++0 Az

4°. Derivada infinita. Si en un punto determinado tenemos que
1 AZ)—
lim [EtA)—=1@) _
Ax-—G Az

se dice, que la funcidn continua { (z) tiene doerivada infinita on el punto z.
En este caso, la tangente a la grifica de la funcidn y=f{{2) serd perpendi-
cular al eje OX.

Ejemplo § Hallar §’(0) para la-funcién
y=3"z.
Soluecidn Tenemos:
V Az 1
{0 ll].'[l = lim ——=00.
i Az Ax0 Y At

341. Hallar el incremento de la funcién y=a?, correspondiente
al paso del argumento:

a) de z=1 a x;=2;
b)de =1 a z,=1,1;
c) de z=1 a =z, =1+ 4.

342. Hallar Ay para la funcibén y=17y/ 7z, si:
a) z=0, Az=0,001;

b) =8, Aa = —9;

c) z=a, Ax=h.

343. {Por qué, para la funcién y=2x4-3 se puede determinar
el"incremento Ay, conociondo solamente que el incremento corres-
pondiente es Az =39, mientras que para la funcién y==z* no puede
hacerse lo mismo?

344. Hallar el incremento Ay y la razén %—E— para las funciones:

a) 9=Ei‘~1—_2)‘-’-' cnando =1 y Az=0,4%;
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b) y=V 7 cuando z=0 y Az=0,0001;
¢) y=Ilgax euando 2=100.000 y Az= —90.000.

345. Hallar Ay ¥ %— correspendientes a la variacién del argu-

mento desde z hasta z-- Az, para las siguientes funciones:

a) y=az+b; d) y=V'=;

b) y=2% e) y=2%
c) y=%; f) y=1nz.

346. Hallar el coeficiente angular de la secante a la pardabola
y=2r—uzx*,
si las abscisas de los puntos de interseccion son:
a) zy =1, r,=2;
b) .‘L'i:'.l, x2=0,9:
¢) gy=1, zy=1-+h.

¢Hacia qué lmite tieude el coeficiente angular de la secante
en el ultimo caso, si A — 0F

347. dCndl es la velocidad media de variacién de la {funcion
y==x" en el segmento 1< x<4?

348. La ley del movimiento de un punto es s=2724 3145,
donde la distancia s se da en centimetros y el tiempo #, en segun-
dos. ¢A qué serd igual la velocidad media de esle punto durante
el intervalo de tiempo comprendido catre t =1 y ¢ =5?

349. Fallar la pendiente media de la curva y=2% en el seg-
mento 1 <2 < 5.

350. Hallar la pendiente media de la curva y= f(z) cn el seg-
mento [z, z4-Az].

351. {Qué se entiende por pendiente de la curva y=f(z) en un
punto dado z?

352. Definir: a) la volocidad media de rotacidén; b) la velocidad
instantiénea de rolacidn,

353. Un cuerpo calentado e introducido en un medio cuya
temperatura sea menor, se eafria. {Qué debe entenderse por: a) ve-
locidad media de enfriamicnto; b) velocidad de enfriamiento en un
momento dado?

354. <Qué debe entenderse por welecidad de reaccién de una
substancia en una reaecidon quimica?

355. Sea m=f{x) la masa de uwna barra heterogénea en el
segmento [0, z]. éQué debo entenderse por: a) densidad lineal media
de la barra en el segmento [x, x+ Azx]; b) densidad lineal de Ila
barra en el punto z?
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356. Hallar la razdn %, para la funcion y=-;—, en el punto

=2, si: a) Az=1; b) Ar=0,1; ¢) Az=0,01. A qué sera igual
la derivada y’ cuando z =27
357**, Hallar la derivada de la funcién y=tgzx.

358. Hallar y’' = lim AL para las funciones:
Ax-»

0 AI
a) y=a% i w=V2;
b) y=—§§—; d) y=ctgx.

359. Calcular /' (8), si f(x)=1V =

360. Hallar 7 (0), #/ (1) v f(2), si f{e)=x(c—1)* (x—2)2.

361. {En qué puntos la derivada de la funcién jf(x)=2? coin-
cide numéricamente con el valor de la propia funcién, es decir,

f@)=f ()?

362. La ley del movimiento de un punto es s=105¢2, donde la
distancia s viene dada en metros y el tiempo f, en segundos. Ha-
llar la velocidad del movimiento en ¢l instante ¢=3.

363. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva
y=0,12% trazada en el punito cuya abscisa es x=2.

364. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva
y=senz en el punto (m; 0).

365. Hallar el valor de Ia derivada de la funcitn f(:c)=—'1;-
en el punto z=1x, (xo3=0).

366*%. <A qué son iguales los coeficientes angulares de las tan-

1 . . s
gentes a las curvas =i 8 y =% en el punto de su interseccién?

Hallar el angulo entre estas tangenies.
367**, Demostrar que las siguientes funciones no tienen deri-
vadas finitas en los puntos gue se indican:

a) y=17/7° en el punto z=0;
b) y=1z—1 en el punto z=1;
¢) y=|cosz| en los puntos _,E:%_"f_g‘_ln (k=0, £1, 2, ...}

2. Derlvaclon por medio de tablas

1°. Reglas prinecipales para hallar la derivada. 8i ¢
es una conslante y u=q(z) y v=1p(x) sop funciones derivables, se tione:

1) (c) =0; 8) (uckv) =u' & v';
2}. (z)=1; 4) (ou) =cu’:
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3) (uu}a:u’u_jr_ v"u; 6} (%)’: H,"I}'—‘L!(u (E’ Se 0);

e
Y 8 pAC IR,

2°. Tabla de las devrivadas de las funciones princi-
pales

I. (z") = nan~l, XIL. (e%) ==e¥.
I, (1/5)’:2_:/:r (@ > 0). XITL (Ine) =1 (.7:>0},l
, . 1
ILL. (sen z)’ =cos z, X1V. (logg %) =x_m?=_‘%ﬂi
(x>0, e >0}
IV, {cos z)' = —zaen z. XV. (sh2) =ch z.

¥. {tgx)’:-a)—i-—- XVI. {chz) =sh«z.

sz’

- 1 i
VL (elgz) =— i XVIL (thx) =
. 1 Tl 1
VII. (arcscn x) um XVIIL {cth 2} = p = pl
(lz}<1).
1 1
VILL. {arccos z)’ == — ——nu— XIX. (Arshz)’ = ;
¢ ' Vi S
Czl<.
lx (arctg 2') mi_-i-'.;—z i XX> (Arch .‘E) = 'Vxﬂ._.-l
; = (zi> 0.
X. (arcctg z) = —oEy XXI. (Arth x)’:m
1{l:l:|< 1).
XL (@) =% In a. XXM, (Arcth z) = -
{lz|> 1.

3*. Regla para derivar tas funciones compuestas.

8i y=f(u) ¥ u=0¢{z}, es decir, y={[g(z)], donde las funciones ¥ v »
tienen derivada, so tione

Y=Y b (13
o en otras notaciones

Esta regla puede aplicarse a cadenas de cualquier namero finito de funciones
dlerivables.

Bjomplo 1, Hallar la derivada do la funcién
y == (22 =2z 3)8,

Solucidn., Haciendo yp=ub, donde u=z%—2213, de acuerdo con
ln formula (1) tendremos: -

¥’ = (48], (22— 22 4-8)/, = 5ul (2 —2) =10 (w —1) (22 — 2ar4}- 3)?
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Ejemplo 2. Hallar la derivada de la funcién

S50lucidn. Haciendo

hallamos

368.
369.
370.
371.
372.
373. 1

374,

390.
JN.

392,

393.

39%4. f
395.

y==ud;

y = send 4r,

L=8onv; v=4r,

y =3u?.cosv-4=12 sen? 4z cos 4=.

Hallar las derivadas de las siguientes funciones (em log N°® 368—408,
no se emplea la regla do derivacidén de funciones compuostas):

A, Funciones algebraicas

y:zs_._

y=az?4bz-c.
. Sa?
=T e
y=at™ -+ bt

_az81b
V7
¥= -’-5- +1In2.

4t 2x—3.
Y= 7:— — % ztzt—

milo
L-oir.r-

375, y=3xd
376*. yzx‘/?z.

2y AT .

3 xE r?/z

378, y— “1‘3: .
283
379. y:mq_—ﬁ'.
380. y=p2o—1 .
381. y-_}i_:’:j.

B. Funciones trigonomélricas y circilares inversas

. y=>5osenx-3cosz.

y=1igz—cigx.
_ senzr--cosz
T sepz—cosT

. y=2tsent—{f*—2)cost.

386. y=arctg x4 arcctg x
387, y+xctpa.

388, y=axarcsenz.

389. y— {1+« arctg z—=x .

2

C. Funciones exponenciales y logaritmicas

y=2z7:e"
y={(z—1)¢".
%
¥y===
x5
y=—
(x)._we cos .
y=(z*—2r2)e .

396. y=e* arcsen x.
; 22
397. y=1—

398. y=2%1n :r——;—‘.

399, y=—+2lnz 107
400. y=Inzlgzr—lnalog, z
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D. Funciones hiperbolicas e hiperbolicas inversas

M. y==zxshz. 405, y=arcig x— Arth z.
402, y:ni;;. 406, y=arcsenz Arsh z.
403. y—thz—z. Q0 RS,
avs, y=30hz, 408, y— Axthz

E. Funciones compuestas

Hallar las derivadas de las siguientes funciones (en los N™
409 — 466, es necesario aplicar la regla para derivar funciones
compuostas de un argumento intermedio):

409%*, y=(1 4 32— 5z%)%.

Solucidén. Designemos 1+ 3z—>5z2=u; entonces y=u3 Tendremos:

¥y, =30u, w =3—10z;
¥/, =30u29. (3 — 10z) =30 {1 -+ 3z — 52%)20. (3 — 102).
__ {ax-tby3

410. y—-(T) .

1. f(y)=(2a-- 3by)*.

412, y= (34 2z,

3 1 1
M3. y=-g @z—1) 2 (2z—1)% 40 (2z—1)% *

i y=VI—2.
415. y=v"a ¥ bz®.
416, y=(a¥s —a¥3)'"2.
47, y=(3—2senx)5.

Solucidn. y'=5(3~2scnz)-(8 —2senz)'=5(3 —2sen x)*(—2cosz)=
= —10cos z (3—2 sen ).

418. y=tgz—étg3x+-;—tg5x.
9. y=Vctgz—) ctga.

420, y =224 5cos’ z.

421*%. z =cogec? { 1-sec?i.

422. f(z)= 1

T G(1—3cosz)?
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1 1
423. y= 3cosez  cosz

524, y= l / 3 8en z-5—-2cos:c "
425, y=y/ sen’m-}-c—os-ﬁ—:-c .
426, y==711+ arcsen z.

427, y=7 arctg «— (arcsen x)3.
@8 V~snis arctg:: *

429. y=V ze* Fx.
430, y=1/2¢ —2° +14Insz.
431. y:sen:ﬁx—{-cos%—[-tg]/-x-.

: B ) xr fxy _
Solucién. y'=cos3z-(3z)' —sen = ( ) cos?»l/x (Vz) =3 cos 3z
_lseni.{____-—!__—
5 5 "2 Vzcos? Yz
432, y=sen(x“—-5x+1)—§-tg-§-.
433, f{z)=cos (az+p).
434, f(t)=sentsen ({4 @).
1+4co32z
438 y=
£
436. f(z)=actg <.
437, y= —-—-%cos (527) —% cos 2%,
438. y=arcsen 2z.
Sl WO P, T
’ VIZ(2)2 VIi—4=2
439. yzarcsen%. 446, f(f)=tsen2'.
440. f(z)=arccos )/ =. 447. y=arccose®.
441, y=arctg1. 48, y=In(2z+ 7).
442, y—arcotg 12 . 449. y=Ilgsenz.
443, y=>5e—*, 450, y=1In (1 —2z%).
bk, Y=z . 451, y=1In*z—In(lnz).
J

445, y=z10>
&-1016
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452. y=In{e"+ 5senz—4arcsenz).
453. y=arctg (Inz) +1n (arctg z).

454, y=VTnz+1+n(Vz4 1)
E. Funciones diversas

£
455**, y=sen® bz cos® & .

. - 11 F4
456. y= —3 " z—2"
15 10 1
A57. y= — i@—3¢ 3@—233 Z(z— 3P’
8
458, Y=g~
459. y=_\&_.zii'_1_ 8
x

460- y:—“—azvm -

ll xa
O V=T

462. y= 2 sr.i-}—-——xfx—{——z]/—--{—ﬁz’]/m.

463. y=5 VAP —5V T+

4 Y =1

465, y= 2t (a— 22"
a_l__bxﬂ. n

466. y=(7Z5w) -

9 3 2 1
W1 y= s rap —ror T @A 2t
468. y={a+2)Va—z.
469. y="V (z+a)(z+b) (@+0):
£70. z=y+Vy.
471. f(;)ﬁ(zwr 1) (3t-+2) v/ 3t + 2.

472, 2=

V2%y —:ﬁ
473, y=ln(ViFE—1) -V T+ 1)
474. y:_:—ﬁcorﬁ:s (3 cos? £ —5).
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475. y
476. y

477.

478. y=sen? (1¥).
479. y=3senzcos® x4 sendz.
480. y=%—tg3x——tgx-{-

cos x
482. y=V ascn?z+ Pcostz.
483. y = arcsen a? -- arccos z2.
484, y= é— (arcsen z)? arccos z.

z8—1
485. y=arcsen ——
e
486. ¥ =arcsen m .
4 ey Arceos x
487. y hVT—_x‘J .
1 b
488. 1 zﬁarcsen (:': ]/T) $
489. y=1 a*—2% + a arcsen i
490. y=z)/a* =27 4 at arcsen —
491. y=arcsen (1 —z) + [/2.:::—:::“.
492, y— (.’c ——2—) arcsen V:..—-"—i——ziTVx—x"‘.
1
493. y=In (arcsen 5z).
494. y=arcson (In z).
495. y=arctg '1&%:'_(; :
9 Slg = —}—-—i

496, y= 5 arctg
497, y= 3b*arctg ]/ —(3b422) V bz — %,
498.

_ (tg?z—1) (tg4 x--10 t.g”a:—l—:l}
Jigd e

=1g%5z.

1 g
y =~ sen (z%).

= — 7/ 2 arcct -—_——J:.
y=—7 Zarcctg %
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499. y=J *.

500, y=esen?=,

501, F(z)=(2ma™" - b)®.
502, F (1) =e*tcospt.

o . (asen pe—p cos fiz) ¢7*
503. AP .
504, y= i L= (3 sen 3z — cos 3z).
505. y==z a—ﬁ.

506. y=1 coszaVeos=,

ctgd

507. y=3

508. y—ln(ax*-}-b:c—{-c).

509. y=In(z+ V@ +27).

510, y=z—2)Vz+21n(14+V z).

511. y=In(a+z-+ ) Zaz+ 2).
1

‘i‘..'

512, V=17
513. y=lncosf-§—1.
o (z—2)
bl4*, y--lnw
516. y= — 239nax-|—1nisg..'~:
517. yz—l, g — m—-ln(x-{—V:cg—a’)

518. y=1nlIn (3 —22%).
519, y=51n?®(az+ ).

'V’xz,Jr_az.{_z
520. y=In Lot

521. y=~2—ln(a:”—-a3)-|—-2—';-lnﬁ—z.

522. y=ux-sén (lnx—%) i

1 x 1 cos=z
523. ym?lntg-z——?m-
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524. f( x):Vx‘z_“+1“1n1_’Ll/;c“”_+1 .
Dz 1

S

526. y= 2009 4 (1 _ arccos 3x)2.

EeNaX

527, y=3costx

825, y= -,——1

1 sendax
+3 3 cosd bz

A tg-2-+2—1/3
VB g Ziatys

529. y=arctgInz.

528, y=

530. y=1Inarcsenz+} -;- In? z -+ aresen In z.

531. y=arctg ln% >

2 1 —1
232. y=v—3arctg %-I-?IHZT.
533. y= In ﬂfﬂ‘f_ + 2 arcig Vsen .
1—Vsenz
n® +1
534. 4 _;_-_ 1+ 4 w+1 -+~-—~arctgx

535.}‘(:5):?111{1—5—2:)—?111( —m-{—1)+v_arctg 1.

536 Fix)= TI;T““”_ In )/ 1—at.
537. y=sh?®2z.
538. y=e*=ch fz.
539, y=1th?2z.
540. y=I1nsh 2z.

2
541. y=Arsh = .

942, y=Archlnz.
943, y=Arth (ig x).
D44, y= Arcth (sec %)

545. y=Arth —>

1+2
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546. y :% (2 — 1) Arthz - »1—-55.

547. y= (%xz—L )Arsh;c——:cVi + z®,
548. Hallar y’, si:

a) y=|zf;

b) y==z|=z|.
Construir la graflica de las funciones y ¢ y'.
549. Hallar y', si

y=In|z| (z5:0).

550. Hallar §’ (z}, si
=]
551. Calcular f" (0), si

{ (x)=¢€"" cos 3z.
Solucidn. ' {(x)=¢>(—3sen 3z)—e* cos da;
f' (@) ==e?(—3sen0)—eP cos 0= —1.

852, f(x)=In{1l+ .1)-+—arc§,en-— Hallar f ().

{—2z ecuando z<C 0,
e  cuando x>0,

d.
554. Hallar £, (0) v f.(0) para las funciones:
W) £ =V o)

553, y=tg? J{Ti Hallar (——) o

b) f(z)= arcsen — 2-1 z: 5
¢) flz)= , x==0; §(0)=0;

1
'i—i—e;
d) f(x)=x“sen—z—, z0; 7(0)=0;

e) f(x)=:csen-i—, z=60; F(0)=0.
555. Dada lIa funcién f(z)=e"*, hallar f(0)-+ zf’ (0).
556. Dada la funcién f(z)=V1+z, hallar § (3)+ (z—3) 7' (3).

557. Dadas las funciones f(zx)=tgz y @@ =In(l—aza),

1 (0)
hallar ——. O
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558. Dadas las funciones f(zx)=1—z y @(z)=1-—sen-—-,

2

hallar T, ((11)) ;

559, Demostrar que la derivada de una funcién par es una
funcién impar y la de una funcién impar, es par.

560. Demostrar que la derivada de una funcién periddica es
una funcion tapabién periddica.

561. Demostrar que la funcién y—= ze™™ satisface a la ecuacién
' ={1—x)y.

x2
562. Demostrar que la funcién y=ze ¢ satisfacea la ecuacién
ay’ = (1 —a%) y.

563. Demostrar que la funcién y= i

m_lﬂ_x gatislace a la

ecuacion zy' =y (y lnz-—1).

F, Derivada logaritmica

Se llama derivade logaritmica de uma funcidn ¥ ={(z), a la dorivada del
logaritmo de dicha funcién, es decir,

S A )

La logaritmacidn previa de las funciomes facilita en algunos casos el
chileulo de sus derivadas.

Ejemptlo. Hallar ia derivada de la funeidn exponencial compuesta

y=uv!

donde u=gp () v v=1 ().
Solucidn. Tomando logaritmos, tendremos:
Ing=rlnu.
Derivando los dos micmbros de csla igualdad con respecto a z
{(Iny)' =v'loutv(lnuy,

4}
.o 1
—!-;-y = lnu—fvv?u’,
de donde
y’:y(v’ lnu~{—~%—u’) s
O gea,

g'=u" (v’ In u-}-—z— we’ ) :
964, Hallar y', si

13— 11—z
y:1/3:‘3ms@rﬁ’xco&;2 x.
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Solucién. In y:%lnz-}-ln{i-—-x}—ln (1+2%)+3 In sen 2+2 In cos z;

L '_.%..i {—1) 22 1 _?.sena:
y V=3 :c+ 1—z 1+xﬂ+3 sonz 0 F T Cosz
de donde
2 1 2
y’=y(§;——m—m§-+3ctgm—2tg:c) :

965. Hallar y', si y = (senx)".
Solucidn. lny=+zln sen z; —;-y’=lnsenx+zctgm;

y' =(sen z)* (In sen =}z cig z).

Hallar »’, tomando previamente logaritmos para la funcién

y=f(x):
566. y= (x4 1) (2x+1) Bz 41). 574. y="Y=.
567, =it 575. y=z V¥,

Y EF e

568. y=1/ %3_5-1-)- : 576, y=az*".

3/t

569. y==2z =T 577, y= zsenx,

e (x—2)9 - senx
570. y B ey i 578. y={(cos z)**"%.

. Vz—1 _ 1\=
5L, Y= T 579. y={1++)" .
572, y=12% 580. y = (arctg z)*.
573, y=z"".

§ 3. Derivadas de funclanes que no estan dadas explicitamente

1.°Dorivada de la fung¢idn inversa. Si la derivada
de la fancién y = f{x) esjy.+=0, la derivada de la funcién inversa

z=f=3(y) serd

e

&) = -
) 7
o sea,
dz 1
EaTh
dx
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Ejemplo 1. Hallar la derivada T 8

y=z-+4Inz.
z--1
x

Solucid6n. Tenemos y, =14 -—i-:—.. ; por consiguiente,
2 e
v oz41 "

2°. Derivadas de funciones dadas en forma paramsé-
trica. Si la dependencia entre la funcién y vy el argumento = viene dada
por medio del pardmetro ¢

3=q3(‘):
y=1y(2),
so tiene,
y.= v
x :r; s
0 con otras motaciones,
LR
dy _ @
de ~ dz
dt
Ejemplo 2. Hallar 4y si
) dz 7 °©
{ r=acost,
y=asent.
e dx dy %
Solucidn., Hallamos —Gp=—esenty —-=acost De aqui que,
dy acost
_..—-'--—'-—"‘_"‘= S— t tu
dz -a sen t g

3°. Derivada de la funcién implicita, Si la dependencia
entre z e y viene dada de forma implicita

F iz, 5)=0 (1)

para hallar la derivada y_==y’, en los cases mas simples, bastard: 1) calcular

la derivada con respecto a x del primer miembro de la ecuacién (1), consi-
derando y funcibn de #: 2) igualar esta derivada a cero, es decir, suponer que

d
—E.;-F (.‘r, y)={), (2)
y 3) resolver la ecuacién obtenida con respecto a y'.
Ejemplo 3. Hallar la derivada yZ, si
28-S m3azy =0, (3

Solucién, Calecnlando la derivada del primer micmbro de la igual-
dad (3) e igualéndola a cero, tendremos:

322+ 3y%’ —3a (y+ay')=0,
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de donde
y’u—-%-
981. Hallar la derivada =z, si
a) y=3z+} =%
h) ymx—-%senx;
¢) y=0,1z + e¥/2,
Calcular la derivada y’:j—i do las funciones y siguientes,

dadas en forma paramétrica:

582, {.T-—"——zl—i,
y=13.
1
T =i
t+1"°
583. ,f 8
(v = ()
"x_ 2af
" A
384. a(1—12)
L= 15
» dat
14682
585 [ ,_.;2
¥y=1xrw:
2=Vt
586. 1 V
L=yt
r=V1+1,
587, I !
VY =Ver
588. z=a(cost4isent),
y=ua(sent—=zcosi).
— P
589. ‘x—acos t,
y="Dbsen?t.
. 3
590. _[x_acos {5

| y = bsend:.
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§ cos? ¢
T
cod
4
591. s sen? ¢
L Veos2t
1
I = Aarccos ——— ,
11+
592, N
= arcsen :
L y Vi

s gyt
gt

593.

{

{ xza(]ntg%—l—cost—senz) s

y=e*

994,
y=a{sent--cosi).
595. Caleular —%« para ¢=-, si

[z=a(t—seni},
y==a{l—cost).

T
sen —
S dy  @sent  seni dy 2
Selerion. dx ~ a{l—cost) ~ 1—cost ¥ (dz) 7t n‘i
t=— f{—cos5
2 2
3 r=11nt,
586. Hallar ?‘1— para t=1, si __Int
=R
% o z=r¢c'cos ¢,
597. Hallap —— para {=--, si i
dz 4 y¥=e¢ senti,

598. Demostrar que la funcién y, dada por

paramétricas
z = 2t 1 317,
y — tz —-!— 2;3,
satisface a la ecuacidn

599. Para =2 se cumple la igualdad

F2—2%:
<Se deduce de éslo que

(%) = (2z)’
para =27

las ecuaciones

() +2 ()
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600. Sea y=1V a*—2* ¢Se puede derivar miembro a miembro
la igualdad

Hallar la derivada ¥ =—L de las siguientes funciones impli-

d
dx
citas y:

601, 2z 5y 10 =0. 612. arctg (z-y)==.

N s 613, eV =z +y.
602, Zp 2 =1, ‘ny
603, z®-+y®=4qd. 614. lnz+e T=¢,
60%; @ty =0 615. Iny+—=c.
605. Vz+Vy=Ve. o
606. _lga/-—x—z_t_“.s/‘;;é:_'s/-&—z 616. arctg;=?1n ($2+y2),
607. P=24 617. V¥ ¥ yE=carctg L .

4y x
608. y—0,3sen y==x. 618. 2¥=y~.
609. @ cos? (- y)=b. 619. Hallar y’ en el punto
610, tgy=zy. AR Bt
2y =1z’

611, :cy-i-arctg—:- .

Solucidn. Derivando, tenemos: 2y’ =y3-32y%’'. IHaciendo z=1 e
y=1, obtonemos 2y’ =1-43y’, de donde y’' = —1.

620. Hallar las derivadas y* de las funciones y, que se dan a conti-
nuacién, en las puntos que se indican:

a) (z4y)? =27 (x—y) cuando z=2 e y=1;

b) ye¥ =" cuando =0 ¢ y=1,

¢) Y¥*=z4In -g—cuando =1 8 y=1.

§ 4. Aplicaclones geomeétricas y mecanlcas de la derlvada

1?, Ecuaciones de latangenteyde lanormal. De la inter-
pretacion geométrica de la derivada se deduce, que la ecuacion de la langente
& la curva y=1/(z) o F(r, y)=0 on el punto M (xy, yg) es:

¥—Yo=1Yyq (x—xp),

donde y; es el valor de la derivada y’ en el punto M (zp, yo). La recta,
orpendicular a la tangento, quo pasa por el punto de contacto gle ésta cow
a curva, recibe el nombre de rormal o dicha curva, Para la normal tendre-
mos la siguiente ecuacidn:

2—xy~+ Yo (¥ —¥o)=0.
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2°. Angulo entre curvas. Por 4ngulo formado por las curvas
y=fi{x)

y=fa(z)
¢ su punto comin My (%g, ¥o) (fig. 12) se ontiende el éngulo @ que forman

<ontre si las tangentes a estas curvas Mod y MyB en el punto M.
Por la conocida férmula de Geometrfa Anaf[t.ica obtenemos:

— fi(zo) —fi(zo)

111 (xg) + f3 (2o)
3°. Segmentos, relacionadoscon Ja tangente y la nor-
mal, parael caso de un sistema de coordenadas rectan-

gulares. La tangente y la normal determinan los cuatro segmentos
siguientes (fig. 13):

©

tgw

t=TM, llamado segmento tangenie,
Sy=TK, subtangente,
n=NM, segmento normal,
Sp=KN, subrormal.
Como KM=|yy| y tgp=1yg, se tiene

t=TM=

HO s |,
oV ITwR|;
n=NM=|y, VI+{y5)Zl;

Yo ,
5‘=TK=|KJ; Sn=| yolfo |-

4°. Segmentos, ralacionados con la tangente y la
normal, para el caso de un sistema de coordenadas po-
lares. Si la curva viene dada en coordenadas polares por la ecuacidn

i

¥Fig. 12

r={f(p), o] dngulo pn, formado por la tangente M7 y el radio polar r=0M
(fig. 14), se determina por la fgrmula sigﬁiento: d : :

dep r
L e
La tangente M7 y la normal MN en el punto M, junto con el radio polar
del panto de contacto y la perpendicular a dicho radio trazada por el
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polo O, determinan los euatro segmentos siguientos (véase la fig. 14):
t=MT, segmento de la tangenic polar,
n=MN, segmento de la normal polar,
Sy=07, sublangente polar,
Sy == 0N, subnormal palar.
Estos scgmentos se expresan con las siguientes férmulaS'

.izﬂffT:ﬁVr?—}—(r’)‘z; Sy = 02_; i
n=MN=VYr"4 ()% Sp=ON=|r|.

621, ¢Qué angulos @ forman con ¢l eje OX las tangentes a la
curva y==x—z% en los puntos cuyas abscisas son: a) x=0;

h) 2=1/2: ¢) z=1?

Solucidn. Tenemos y'=1—2z. Do donde a) tgg=1, =45°;
b) tgp=0, p=0° ¢) tgp=—1; p=135° (fig. 15), e ¥

Fig 14

622. éQué dngulos forman con ol eje de abscisas, al cortarse
con éste on el origen de coordenadas, las sinusoides y=senz
e y=—senlx?

623. éQué angulo forma con el eje de abscisas, al cortarse
con éste en el origen de coordenadas, la tangentoidoe y = tgz?

624. ¢Qué 4ngulo forma la curva y=e%% con la recta z=2
al cortarse con ella?

625. Hallar los puatos en que las tangentes a la curva y=
= Jzt +42%—12z° 420 sean paralelas al eje de abscisas.

be ¢fin qué punto la tangente a la pardbola

y=a*—T7x43

es paralela a la recta 53:-{—y 3=0?
627. Hallar la ecuacion de la pardbola y=2?-+bz+4c¢, que es
tangente a la recta x==y en el punto (1; 1).
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628. Determinar el cocficiente angular de la tangente a la
curva 2%+ yd—ay—T=0 en el punto (1; 2).
629. ¢Bn qué punto de la curva y®=22% la tangente es per-
pendicular a la recla 4z—3y+2=0?
630, Escribir las ecuaciones de la tangente v de la normal a
la pardbola
y=V=z

en el punlo cuya abscisa os z=4.

1
Solucidn. Tenemos y'=W; de aqui que, el coeficiente sngular
&

1
de Ia langento serd !c:[y’]m=4=*—4- . Como el punto de¢ contacto licne las

1
coordenadas z=4 e y=2, la ecuacién de Ja tangenle os y—! = {e—4),

o bien, s—4y+4=0,

Iin virtud de la condicién de perpendicularidad, el coeficiente angular
de la normal es:

kl = ""4,
de donde la ecuacidén de la normul es
Yy—2=—4(z—4), o bicn, do4y—18=0,

631. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la
curva y=a® 4222 — 4z~ 3 en el punto (—2; 3).

632. Hallar las ecnaciones de la tangente y de la normal a la

curva
Y= '|3/ 1
en el punto (1; 0).

633. Hallar las ccuaciones de las tangentes y de las normales
a las siguientes curvas en los puntos que se indican:

a} y=1tg2x en el origen de coordenadas;
b} y=arcsen xgi en el punto de interseccién con el oje OX;

¢) y=arccos 3z en el punto de interseccidon con el eje QY

d) y=Inz en el punto de interscccién con el eje OX:

e) y=el~** en los puntos de interseccién con la recla y=1.
634. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a

la curva
ECY
[‘r_"—sﬁ_

3 1
\ Y=z +3

en el punto {2; 2).
635. Escribir la ccuacién de la tangentc a la curva
T=tcost, y=—Isent
en el origen de coordenadas y en el punto ;:;ll_
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636. Escribir las ecuaciones de la tangente y de Ja normal a
la curva a*-+ y*+22~06=0 en el punto cuya ordenada es y=3.

637. Escribir la ecuacién de la tangente a la curva z5-+y5—
—22y=0 en el punto (1; 1).

638. Escribir las ecuaciones de las tangentes y de las normales
a la curva y=(z—1)(z—2)(z—3) en sus puntos de interseccién
con el eje de abscisas. )

639. Escribir las ecuaciones de la tangente v de la normal a
la curva y*=4z*+- 6zy en el punto (1; 2).

640*. Demostrar que el segmento de tangente a la hipérbola
zy=a®, comprendido entre los ¢jes de coordenadas, estd dividido en
dos partes iguales por el punto de contacto.

641. Demostrar que cn la astroide z¥24y*/a=g%: el segmento
tangente, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene magni-
tud constante e igual a a.

642, Demostrar que las normales a la envolvente de la eircun-
ferencia

z=gqa(cost-+isent), y=a(sent—tcosi)

son tangentes a la circunferencia z®--y%*=a?.

643. Hallar el dngulo de interseccién de las pardbolas

y=(x—2)" e y=—4+4br—2z

644. iQué angulo forman entre si las pardbolas y=2% e y=2a®
al cortarse?

645. Demostrar que las curvas y=42*422—8 e y =23 — 2410
son tangentes entre si en el punto (3; 34). ¢Ocurrird lo mismo en
el punto (~2; 4)?

646. Demostrar que las hipérbolas

zy=a®y 2t —yf =b*
se cortan entre si formando un angulo recto.

647, Se da la pardbola y®=4z. Calcular la longitud de los
segmentos tangente, normal, subtangente y subnormal en el punfo
1: 23
( 638. Hallar la longitud del segmento subtangente de la curva
y=2" en cualgquier punto de la misma.

649, Demosirar que la longitud del segmento normal! a cual-
quier punto de la hipérhola equilatera z?—y*>=a? es igual al radio
polar de dicho punto.

650, Demostrar que la longitud del segmento subnormal de la
hipérbola 2? —y?=—=a% en un punto cualquiera de la misma, es
igual a la abscisa do dicho punto.

651. Demostrar que los segmentos subtangentes de la elipse

2 2 ¥
:T+-¥‘§-=1 y de la circunferencia z?+y?=a®, en los puntos de
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abscisas iguales, son iguales entre si. ¢{Qué procedimiento de cons-
truccién de la tangente a la elipse se desprende de lo antedicho?

652. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal,
subtangente y subnormal a la cicloide

r==a (t—sent}
y=a({l—cost)
en un punto cualquiera #=1#,.
653. Hallar el dngulo que forman entre si la tangente a la
espiral logaritmica
r=aeho

v el radio polar del punto de contacto.

654. Hallar el dngulo entre la tangente y el radio polar del
punto de contacto para la lemniscata r®=a®cos2¢.

655. Hallar las longitudes de los segmentos polares: tangente,
normal, subtangente y subnormal y el dngulo que forman entre
st la tangente y el radio polar del punto de contacto para la espi-
ral de Arquimedes

r=agp
en ¢l punto de dngulo polar 9 =2m.

656. Hallar las longitudes de los segmentos polares: subtan-
gente, subnormal, tangente y normal, y el angulo que forman
entre si la tangente y el radio polar para la espiral hiperbdlica

r=-> cn un punto arbitrario Q=G T="ry.
657. La ley del movimiento de un punto sobre el eje OX es
z=23i—17%
Hallar la velocidad del movimiento de dicho punto para los instan-
tes £,=0; £4,=1 y £,=2 (z se da en centimetros; #, en segundos).
658. Por el eje OX se mueven dos puntos que tienen respecti-
vamente las leyes de movimiento
=100+ 5¢
¥

x:%-t’,

donde £>>0. {Con qué velocidad se alejarin estos puntos, el uno
del otro, en el momento de su encuentro (z se da en centimetros;
¢, en segundos)?

659. Los extremos de un segmento AB=D5 m. se deslizan por
las rectas perpendiculares entre sf OX y OY (fig. 16). La veloci-
dad de desplazamiento del extremo A es igual a 2 m/seg. <Cual
sera la velocidad de desplazamiento del extremo B en el instante

51016
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en que el extremo A se encuentre a una distancia O4=3 m. del
origen de coordenadas?

660. La ley del movimiento de un punto material, lanzado en
el plano vertical XOY (fig. 17), formando un dngulo o respecto
al horizonte, con una velocidad inicial v,, viene dada por las fér-
mulas (sin tomar en consideracién la resistencia del aire)

gt?

T = V4t COSU, Y ==vgl senco———z,

donde 7 es el tiempo y g la aceleracién de la fuerza de gravedad.
Hallar 1a trayectoria del movimiento y su alcance. Determinar

ri
B i
5 %
/,\
o 3 X 0 A X

Fig. 16 Fig 17

también la magnitud de la velocidad del movimiento y su direc-
cién.

661, Un punto se mueve sobre la hipérbola y:lz—ode tal modo,
que su abscisa z aumenta uniformemente con la velocidad de una
unidad por segundo. ¢éCon qué velocidad variard su ordenada, cuando
el punto pase por la posicidn (5; 2)?

662. ¢lin qué punto de la pardbola y?=18z la ordenada crece
dos veces mis de prisa que la abscisa?

663. Uno de los lados de un rectingule tiene una magnitud
constante ¢ =10 cm, mientras que el otro, b, es variable y aumenta
a la velocidad constante de 4 cm/seg. ¢A qué velocidad crecerdan
la diagonal del rectdngulo y su drea en el instante en que b=30 cm?

664. Bl radio de una esfera crece uniformemente con una velo-
cidad de 5 cm/seg. ¢A qué velocidad crecerdn ol drea de la super-
ficie de dicha esfera y el volumen de la misma, cuando el radio

sea igual a 50 cm? . ’
665. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquimedes

r=ag
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(¢ =10 em) de modo que la velocidad angular de rotacion de su
radio polar es constante e igual a 6° por segundo. Determinar la
velocidad con que se alarga dicho radio polar r en el iustante en
que r=25 cm.

666. Una barra heterogénca AB tiene 12 cm. de longitud. La
masa de la parte de AM de la misma crece proporcionalmente al
cuadrado de la distancia del punto mévil M respecto al extremo A
y es igual a 10 g cuando AM =2 cm. Hallar Ia masa de toda
la barra AB y la densidad lineal en cualquier punto A de la
misma. ¢A qué es igual la densidad lineal de la barra en los
puntos A y B?

§ 5. Derlvadas de ordenes superlores

1°. Definicidén de las derivadas de dérdenes superio-
res. Derivada de segundo orden o derivade segunda de sumna funcién y=7f(z}
se 1lama a la derivada de su derivada, es decir, a

yﬂ___‘{yl)f.
i.a dorivada segunda se designa asi:
. g By »
¥ 0 T.cﬂ v 0 j' {.‘l‘}.

“ P Gl i d2z
8i z=j(t) es la ley del movimiento rectilinco de un punto, aE s la ace-
teracidon de dicho movimiento.
En general, la derivade de orden enésimo de la funcién y=j(z) os la
derivada de Ia derivada de orden (r—1). La derivada enésima se designa asi:

an
¥™, 0 ==, o [ ().

Ejomplo 4. Hallar la derivada de segundo orden de la funcién
y=In{1—z).

S l A f—-—.::L " p_( —"1 ’_ l
olucidn., y==—"; ¥y’ = i—z) =T—ar "

2°. Férmula do Leibniz. Si las funciones u=ip(z) y v=1p (2}
ticnen derivadas hasta de orden emésimo imclusive, para calcular la derivada
enésbima del producto de estas funciones puede emplearse la férmula de
Leibniz .

(uv)(n} = u iy -~ npift=1 ! -]_.%_‘1).

w2t b, et
3°. Derivadas de é6rdenes superiores de funciones
dadas er forma paramétrica. Si '
{$=@(£}.
y=9(),
e
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sus derivadas ¢, =

&y . pueden caleularse sucegivamente por

y
dz' Vexr™ g’

las formulas:

ki . Wxi

y;:—,, yxx‘—'(yx) '_"“5:‘_! xxx T z; » etc.
Ty

Para la derivada de 2° ordon se cumple la férmula

r N w -
v _ TV Tl
*2 [EAN .

Ejemplo 2. Hallar y”, si

{x=acos£,
y==Ubsent.
Solucidén. Tenemos:
- (539'13}: b-cost b
y= =——ucigt
(a cos t); = Tasent a
b b —~14
—— Ol ¢ — — ———
,,_( @ e )E_ a sen?t b
e (scost); =~ —asent  atgendt

A. Derivadas de drdenes superiores de funciones explicitas.

Hallar las derivadas de segundo grado de las funciones siguientes:

667, y=2%4- 72— 0z -4,

668, y=e*.

669. y=sen®w.

670. y=1ny 1-F 2"

671. y=1In{z 4V EF+2%).

672. f(z)={(1- %) arctg z.

673. y = (arcsen ).

674. y=ach »Eg- g

675, Demostrar, que la funcién y =-‘i"-'—§-“~t§ satisface a la
ecuacién diferencial 1+ y'?=2yy". "

676.

Demostrar, que la funcién y= :c ¢* satisface a la ecua-

cion diferencial y"— 2y 4y =¢%,

677.

Demostrar, que la funcién y=Ce~*-}-Cre”? para cual-

quier valor de las constantes C; y C, satisface a la ecuacién

y'+ 3y + 2y =0.
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678. Demostrar, que la funcién y= ¢*"sen Sa satisface a la
ecuacién y” —4y' 429y =0.
679. Hallar y”, si y=2%—52%472—2,
680. Hallar f”(3), si f (x)=(2z—3)°.
681. Hallar yV para la funcién y=In(1+-2).
682. Hallar yY! para la funcién y=sen 2z.
683. Demostrar, que la funcién y =e " cosx satisface a la ecua-
cién diferencial yVi--4y=0.
684. Hallar f(0), £ (0)s 7(0) y 7" (0}, si
f(z)=¢"senz.
685. La ecuacion de]l movimiento de un punto sobre el eje OX, es
2 =100 52 —0,001 ¢35,

Hallar la velocidad y la aceleracién de dicho punto para los
instantes
f0=0; £5=i; t2=10.
686. Por la circunferencia 2?4 y®>=4a? se mueve un punto M

con una velocidad angular constante ®. Hallar la ley del movi~
miento de su proyeccién M, sobre el eje OX, si en el momento

Fig. 18

t=0 el punto ocupaba la posicién My{a, 0) (fig. 18). Hallar la
velocidad y la aceleracién del movimiento del punto M.

¢A qué es igual la velocidad y la aceleracién del punto A, en
el momento inicial y en el momento en que pasa por el origen de
coordenadas?

éCudles son los valores absolutos méximos de la velocidad
y de la aceleracién del punto M,?

687. Hallar la derivada de orden n-ésimo de la funcién
y =(az+b)", donde » es un nimero entero.

688, Hallar las derivadas de orden n-ésimo de las funciones:
L) y=Vz

1—=z

a) y=
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689. Hallar la derivada n-ésima de las funciones:
a) y=sena;

b) y==cos2z;

¢} y=¢7%

d) y=In(1+4=z);

1 _.

h y:-%f—z;

g) y=sen’z;

hy y=In(az+ D).

680. Empleando la férmula de Leibniz, hallar g™, si;

a) y==x-£%
b) y=a.e?,
) y=(1—=z¥cosz

14-=

d = —_—

] Ve ?

e) y=231nz.

691. Hallar £ (0), si f(z)=In - .

B. Derivadas de drdenes superiorés, de funciones dadas en forma
paraméirica y de funciones iniplicitas.

dg . e —
Hallar <~ para las funciones siguientes:

dat
x=Int, x=urctg 1, xr=arcsen i,
692, ¢ : mELi—
2) | =ijds lyzln(i—i—t”); [gz]/'i-—-z“.
693. a) l T=acos, z=a ({—senli),
y=asent, y=a(l—cost);
b) ‘ x =a cos3t, r=a{sent{—1cost),
y=asen®i; y=a (cost-tsent).
=c0s 2L, z=arclg,
694. a) I F=O08 5 695, a) [ )
y=sen?t; y=-zﬂlz:
z=e, z=1Int,
bJ ot b) 1
Yy=¢e", y=-i-:—t-.
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— ! ,'t‘
696. Hallar ——-, si [I efcos
d!f y=-¢e'sent.
= 2
697. Hallar —i- para £ =0, si { e
=13,

698. Demostrar que y, determinada como funcién de 2z por

las ecuaciones z=gent e y=aet V2 i be—t V2, satisface a la ecua-
¢idn diferencial

cualesquiera que sean las constantes a y &

d? i 7
Hallar y"’=-dTﬁ para las siguientes funciones:

699. [xzse”’
y=1tgt.
z=¢e"cost,
700.
[y—— e‘sent.
7 — et
01. 3
; [v=t"'-
702, Hallar ZL , o1 { 2= 104
dat Y=t

703. Conociendo la funcién y= f(z), hallar las derivadas z"

z” de la funcién inversa z=f"1(y).

704. Hallar y”, si 2* 4+ y2=1.

Solucidn. Aplicande la regla do derivacién de funciones compuestas
tepemos 2z-4-2yy’ =0; de donde ¥ = w% e

o z\ _  y—zy
o e
Poniendo cn lugar de y* su valor, obtendremos en definitiva:
o HAead 4
= 7

Determinar las derivadas y” de las siguientes funciones y = f (),
dadas de forma implicita:

705. y*=2pz.
706. —Eé-+—§,‘%= 1.
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707. y =z 4 arctg y.

. 42 a2
708. Dada la ecuacién y==z+4lny, hallar d—x’; ¥ 'Bfﬁ' i

709. Hallar " en el punto (1; 1), si
22 4-Szy 4yt —2z+y—6=0.
710. Hallar " en el punto (0; 1), si
22—y +yi=1.
711. a) La funcién y estd dada implicitamente por la ecuacién
2 ey yP—de 2y —2=0.
Hallar % en el punto (1; 1).

3
b) Hallar 2%, si 284 y2=at.

§ 6. Diferenciales de primer orden y de ordenes superlores

1°. Diferencial de primer orden. Se llama diferencial (de
primer orden) de una funcién y=/f(z) a la parte principal do su incremento,

ri

0 P g - X
¥ig. 19
lineal con respecto al incremento Az=dz de la variable independiente z.

La diferenciul de una funcidn es igual al producto de su derivada por la
diferencial de la variable independionto

dy=y" dz.
De aqui, que
' 9y
V=g

Si MN cg ol arco de la gréfica de la funeidn y=f (2} (fig. 19), M7 la
tanpgente en el punto Mz, ¥) ¥

PQ:A:.—-dz,
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tendremos que el incremento do la ordenada de la tangente
AT =dy
y el segmento AV =Ay. .
Ejemplo 1. Hallar sl incremento ¥ la diferencial de la funcién
y=3x"‘—-z.

Soluciodn., 17 procedimiento:

Ay=3{z+Ax)*—(z--Azr)—3z2} =z
¢ bien,
Ay = (62 —1) Az 3 (Az)2.
Por comsiguiente,

dy= (6z — 1) Az= (Bz— 1) dz.
2° procedimiento:

¥y =6z—1: dy=y dr=(6z—1)dz.
Ejemplo 2. Calecular Ay y dy de la funcidn y=3z2—z, para z=1
y Az=0,01.
Soluecidn. Ay=(Bz—1).Az4-3 (Ax)2=5.0,014-3.(0,01)2=0,0503
¥y
dy = (67 — 1) Az =5-0,01 = 0,0500.

2°, Propicdades fundamentales de las diferenciales:
1) de=0, donde ¢=constante,
2) dz= Az, donde z es la variable independiente.
3} d{eu)=rcdu.
4) @ {u = vy=du - duv.
5} 4 (ur)=udv4rvdu.
u vdu-—udo

6) @ (=) =225

T df =1 (Wduw. _

3°. Aplicacién dela diforencial para los c¢dlculoes
aproximados. Cuando el valor absoluto del incremento Ax de la varia-
ble independiente = es pequefio, la diferencial dy de la funeidn y=f (=)
v el incremento Ay de dicha funcién son aproximadamente iguales entre st

Ay ~4dy,

(v == 0).

es decir,
flz+Az)—f (2) =~ ' () Az,
do donde
f(z+Az) ~ | (=) () A=. (1) -
Ejemple 3. ¢En cuninto aumentard aproximadamente el lado de un

cuadrade, si su drea anmenta de 9 m2 a 8,1 m2?
Solucidn. Si r es el drea del ceadrade e v el lado del mismeo, ten-

dremoes que
y=Vz.

Por las condiciones del problema: z=9; Az=0,1,
Caleulamos aproximadamente el incremento Ay del lado del cuadrade

1
2 V9

Ay = dy=yAr= «+0,4=0,016 m,
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4°. Diferenciales de 6rdones superiores. Se llama diferen-
cial de segundo orden a la diferencial de la diferencial de primer orden:

d2y=d (dy).

Ile forma analoga se determinan las diferenciales de tercer orden y de érde-
1nes Sucesivos.
Si y=F{(z) ¥y = es la variable independiente, se tienc

d2y =y” {dx)?,

a3y =y" (dz*),

dhy =y (dx)t
Cuando y=f (u}, donde u=w (z), se tiene:

iy =y" (du)+y’ d?u,
d2y=y” (du)®+3y" du-d?u+y' ddu,

etc. (En este caso, las apésirofes designan derivacién con respecto a la
variable u).

712. Hallar el incremento Ay y la diferencial dy de la funcién
y=>5z+2% para =2 y Az=0,001.
713. Sin caleular la derivada, hallar

d(1—2)

para z=1 y Az= —%.

714. El 4rea S de un cuadrado, cuyo lado es igual a z, vicne
dada por la férmula § =22 Hallar el incromento y la diferencial
de esta funcién y determinar el valor geométrico de esta ultima.

715. Dar la interpretacién geométrica del incremento y de la
diferencial de las siguientes funciones:

a) del drea del circulo S =mnz?% b) del volumen del cubo v==z°.

716. Demostrar, que cualquiera que sea z, el incremento de la
funcién y = 2%, correspondiente al incremento de x en una magni-
tud Az, es equivalente a la expresion 2*AzIn2, cuando Az— 0.

717. éPara qué valor de z, la diferencial de la funcién y=a?®
no equivale al incremento de esta misma funcién cuando Az - 0?

718. (Tiene diferencial la funcién y=|z| para z=0?

719. Empleando la derivada, hallar la diferencial de la funcién

7 n
y=00sZ, para =<z y Ar=—o.

720. Hallar la diferencial de la funcién

— 2
=N
para z=9 y Az= —0,01.
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791. Calcular la diferencial de la funcién
y=1gzx
b n
para Z=-= ¥ Dz =—m .

Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, para cual-
quier valor de la variable independiente ¥ de su incremento:

o S
&
728, Y=o

724, y= arcsen% ;

725. y——*arctg% ;

126, y=—e—%,

727. y=zlnz—=x.

728. yzlnii-;—;".

729, r—=—ctg @ cosec Q.

730. s=arctge'.

734. Hallar dy, si 2%+ 2zy—y*=a’.

Solucién. Teniendo en cuenta la imvariabilidad de la forma de la
diferencial, tenemos:
2rdr+2(ydz - rdy)—2ydy=0. De donde
= BT
dy = e dz.
Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, dadas de
forma implicita:

732. (x4+y)* 2z +y)=1.
733, y=e V.
734, ln Y 22+t = arctg-% .

735. Hallar dy en el punto (i; 2), si y3— y = b
736. Hallar el valor aproximado del sen 31°.

Solucidén. Tomando z=arc 30°:%‘- y Az=are 1°:% , por la fér-
mula (1) (véase 2°) tendremos que, sen 31° & sen 30° +T§F c¢os 30° = 0,500 4

10,017 .l{;‘—=0,515.
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737. Sustituyendo el incremento de la funcién por la diferen-
cial, calcular aproximadamente:

a) cos61°% d) 1g0,9;
b) tg 445 o) arcig 1,05.
¢) e%2;

738, ¢En cuinto aumenta, aproximadamente, ol volumen de una
esfera, si su radio R=15 cm se alarga en 2 mm?

739. Deducir la férmula aproximada (para valores de |Az|,
pequeiios en comparacién con z)

y con ella, hallar los valores aproximados de }/'5; V'17; V70 ;
V640.
740, Deducir la férmula aproximada

z+t.&.r~1/—+ r’—-

y hallar los valores aproximados de V10, v70, Vﬁﬁﬁ
741. Hallar los valores aproximados de las funciones:

a} i J—xs—éx“+5x+3 para z=1,03;
b)  (2)=V1Fz para £==0,2;

¢) f(z):]/ 1—31-_"—-2- para z=0,1;

d) y=el=** para z=1,05.

742. Hallar el valor aproximado de tg45°3°20".

743. Hallar aproximadamente arcsem 0,54.

744. Hallar aprozimadamente f/ 175

745 Demostrar, basindose en la férmula de la ley de Ohm
I=“}T’ que una pequeila variacién de la intensidad de la corriente,

debida a una pequefia variacién de la resistencia, puede hallarse
de manera aproximada por la formula

I
Al = —FAR.

746, Demostrar, que un error relativo dn 1%, cometido al
doterminar la longitud del radio, da lugar a un crror relative
aproximado de un 2%, al calcular el area del circulo y la super-
ficie de Ia esfera.

747. Calcular d%, si y=rcosbdz.
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Solucidn, d%=y" (dz)¥= —25 cos 5z (dz)2.
748. u=71—=%, hallar d%.

749. y==arccosz, hallar d%.

750, y=senzlnz, hallar dy.

750, 2=J2L  hallar d%.

2 ]
752, z=a%—*, hallar dz.

753. z:%, hallar dz.

754, u=3sen (224 5), hallar d™u.
765, y=e*c%s%gen (xsen ), hallar d%y.

§ 7. Teoremas del valor medio

t, Teoroma de Rolle. Si una funcién f(z) es continua en el seg-
mento &< %< b, tiene una derivada ' (z) en cada uno de los puntos inte-
viores de éste ¥

f(a)"—"f (b)!

para su variable independiente =z, existe por lo menos un valor §, donde

a< E< b es tal, que
< f (8)=0.

2. Teorema de Lagrange. Siuna funcidn j{z) ¢s continua en ol
segmento o < z<( b y tiene derivada en cada punto interior de éste, se tiene

b)) - =(b—a) ] (E),
Soiie g b, f@)=—1(a)=(b—a)[" (E)

3, Teorema de Cauchy, Si dos funciones f(z) y F(z) son conti-
nuas en el segmento a < z<Cb y tienen en ol intervalo a < x < b derivadas
que no se anulan simultdncamente, siendo F () == F (a), se tiene,

1) —f(a) _ {'(8) £
FO) —F (@~ F (5’ donde a < & <b.

756, Verificar que la funcidn f(z)=x—2z3 satisface a las condiciones
del teorema de Rolle en los segmenfos —1 «Cz<{0 y 0Lz < 1. Hallar los
valores correspondientes de §.

Solucidén. La funcién f(z) es continua y derivable para todos los
valores de z; ademiés de esto, f(—1)=f(0)=f(1)=0. Por consiguiente,
ol teorema de Rolle puede aplicarso on los segmentos —1 L2 {0y 0Lz 1.
Para hallar el nimero § formamos la ecuacidn:

f (#)=1—322=0. De donde bi=—}/ % : L=/ 5.
siendo —1<CE; <0 0 <8< 1.
757. La funcién f(z)= /' (z—2)? en los extremos del segmento
{0, 4] toma valores iguales

1O)=1@=v4.
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éEs vilido para esta funcién el teorema de Rolle en el segmento
{0, 42
7H8. (8o cumplen las condiciones del teorema de Rolle para la
funcion
fl@)=tgx
en el segmento {0, mi?

799, Sea
floy=z(@-+-(z+2) (x4 3).
Demostrar que la ecuacién
[ {z)="0
tiene tres raices reales.
760. La ccuacién

ef=1+4u,

evidentemente, tiene una raiz, £=0. Demostrar que esta ecnacion
no puede tener otra raiz real.
761, Comprobar si se cumplen las condiciones del teorerna de
Lagrange para la funcidn
j@)=z—a°

en el segmonto [—2, 1] y hallar el correspondiente valor inter-
medio de E.
Solucidn. La funcidén {{z)=x—a% es continua y derivable para Lodos

los valores de x, ¥ ' (z)=1—3z2. D¢ dondo, por la férmula de Lagrange,

Lepemos f{i)—f(—2) 0 G=[1~—(—2)]1 (E), ¢s decir, /()= —2. Por
consiguiente, t—3§2=—2 y E==1; sirve solamente el valor E== .1,

para ¢l que se cumple la dL‘;lgunldll(l —2< B
762. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de

Lagrange y hallar el correspondiente punto intermedio § para la

funeibn
f ()= 2%
en el segmento [—1, 1].
763. En el segmonto de la pardbola y = x* comprendido entre los
puntos A (1; 1) v B (3; 9) hallar un punto cuya tangente sea paralela

a la cuerda AB.
764. Aplicando €l tcorema de Lagrange, demostrar la férmula

sen (- h)—senxr=~heosk,

donde z<<E<Cx+h.

765. a) Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema
de Cauchy para las funciomes f{z)=2"-+2 ¥ F(:.c)—:ca—i en el
segmento [1, 2] ¥ hallar §;

b) idem para f(z)=senx y F(x)=cosz, en el segmento

[o, %]
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8. Formelz de Taylor

8t una funcién f{x) es continua y tiene dcrivadas continuas hasta de
grado (n--1} inclusive, en el segmento e<lz<d (0 bL < a), ¥ para
cada punto interior del mismo existe uaa derwuda finita ff’”(a:) en este
segmento se verifica la férmula de Taylor

@)= @+—a 1 @+EFE L4 )rw@+

&

‘¢E:ﬂrm%hu+‘ L jou

donde E=a0(z—a) v 0B <1,
En el caso particular, cn que a==0 tenemos (j‘érm.ula de Maclaurm)'

Fe)=F (04 =f (0)- i f 8 R T 1), e (0)+-—f"" {5

donde E=0zx, 0 <70 < 1.
766. Desarrollar el polinomio f(z}=2®— 22?432+ 5 en poten-
cias enteras y positivas del binomio x—2.
Solucidon. f(z)=322—4z33; " (r)=6xr—4; ["(@)=0; [0 (2=
para n > 4. De donde:
F@=11 (@ =7 {" (2)=8; [~ (2)=6

Par counsiguiente:

(

—Y2 — 3
B B gy 2,2) L =it

o bien
#8224 Be 451147 (2—2) 4 4{z — 2)2 4 (z — 2%
767. Desarrollar la funcién f(z)==¢" en potencias del hinomio
z -1, hasta el término que countenga (z--1)°.
Solucidn. f(z)=e* para lodas las », f“’”(—'l)m%. Por consi-
guiente:

-H) RS ok Vi

+(r+1)2 1

(o 1) = Ll

donde §==—1 10 (z+1); 0< B 1.

768. Desarrollar la funcidn f(:c)—lnx en potencias de x—1,
hasta el términoe coun(z—1)=%

769. Desarrollar la funcién f(zr)=senz on potencias de z,
hasta el término de x® v hasta el término de 5.

770. Desarrolar la funcidn f(z)=e€" en potencias de z hasta
el término de z™1.

771. Demostrar que la diferencia entre sen (a--4) y

sena--fcosa

no es mayor de %h’.



80 Diferenciacién de funciones

772. Determinar el origen de las férmulas aproximadas: -
a) Yli4z= 1+—~12—~!x——--é-:c‘, lz| <1,
b) Vifza 1+-%—:r—%x”, |z|<<1

y valorar el error de las mismas.
773. Valorar el error de la férmula

e 2+-2?T+§1[-+—41-!- .

774. Un hilo pesado, bajo la accién de la gravedad, se comba
formando la catenaria y=ach%. Demostrar que para valores
pequefios de |z| la forma gue toma el hilo puede representarse
aproximadamente por la pardbola

y=ato.

775*. Demostrar que cuando |z|< @, con una precisién hasta

de (—E—-)S, se verifica la igualdad aproximada

x

= a4z

e°~]/ s
. a—z

§19. Regla de L'Kopltal-Bernoul!l para el caiculo
de limltes Indeterminados

" 1. Céleulo de limites indeterminados de las formas
o]
Y >
0 < |z—a| <k, sin que la dorivada 9 () se reduzca a cero.
Si f(z) ¥ @(z) son infinitamente pequefios o infinitamente grandes

Sean las funciones uniformes f{z} y @(z) dorivables para

cuando = —-4a, es deeir, si la fraccién ;((';)) representa en el punio z=ea
una expresién indeterzainada de la forma -g- o %, tendremos que

i@ @
im o @)

a condicion de que oxista el limite de esta fraccién de las derivadas
(regla de L'Hépital-Bernoulli). Esta regla es aplicable también cn el caso
en que a~=coo.

Si la fraccién f,(zz) vuelve a dar una oxpresién indetermimada ecn el

punto z==a, de una de las dos formas antes indicadas y f'(2) ¥ ¢'(2)
satisfacen a todas las condiciones que se formularon para f(z) ¥y (),
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so aplica de nuevo la misma regla, con lo que temdremos la fraccién de las
segundas derivadas y asf sucesivamente, ) )
No obstante, debe recordarse que puede existir el limite do la fraccidn

é{%| sin que la fraccién de las derivadas tienda a limite alguno (véase el
b 809).
2, Otras formas indeterminadas, Para caleular los limites

de expresiones indeterminadas de la forma 0-co, hay que transformar los
correspondientes productos fy (z):fy (), donde

lim f, @)=07y lim fs(@)=c0, en la fraccién JL{%) ‘
=2 el ’ 1
12(z)

(forma %) o bien i&i(i) (forma “2%) ;
1 (@)

En caso de exprosiones indeterminadas de la forma oo—co debe trans-
formarse la correspondiente diferencia f;(#)—/fa(z) en el producto

f1{®) I:i—m] vy calcular, en primer lugar, e} limite de la fraccidn

11 (2)

%ﬁ%- si o] lim fzg":;=1, reducimos esta expresién a la forma
1 Xer [ 4
@)
—%-L'?—) (forma %) .
J1(®)

Los limites de las expresioncs indcterminadas do las formas 1%, 0° y oo®
se determinan buscando previamentt sus logaritmos y hallando el limite

del logaritmo de la expresidn exponencial [fi{m)]fz = {para Io 4que sera
necesario calcular limites indeterminadog de la forma 0.co).

En cierlos ¢asos, es conveniente combinar la regla de L’Hopital-Ber-
poulli con el cilculo de limites por medios elementales.

Ejemplo 1 Calcular

Lim }n_a:_ (forma indeterminada Ei) .
ap OIE 2 o0

Solucidn. Aplicando la rogla de L'Hopital-Bernoulli, teneros:

.o lnz .. {InaY . son? z
lim = lim — = — |im ——
x>0 8 Z aop (Ctgz) x=p) &

Gy ; 0 /
Resulta una expresién indeterminada de la forma T PeTO MO €5 necesario

volver a aplicar la regla de L'Hérital-Bernoulli, puesto quo
sen® & lim sen

lim L senz=1.0=0.

A x=+0

E—1016
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Con lo que en definitiva, encontramos:

T o e
xmpOlg

Ejemplo 2. QCalcular

lirrb (m—%) (forma indeterminada co—co).
o=

Reduciendo la fraccién a un comin denominador, tomemos:

. i 1 . z2—gen?r ’ p 0
im | = ——p | = lim —geers— forma indeterminada — | .
wap \BeR22x 2 w ¥sen?z o

Antes de aplicar la regla de L'Hépital-Bernoulli, sustituimos el denominador
de 1a dltima fraccién por el infinitésimo equivalente {Cap. [, §4) 2% sen?z ~ 24,
Tenemos:

. 1 1 . r®—sendx
llm i i — ) ] lll'ﬂ i
&£

5 : 0
( e —— (forma indeterminada w) i
x=p \Sen=x & =G 0

Por Ja regla de L’Hdpital-Bernoulli

l'm( 1 —L)—limzstenh—l' 2—2c¢os2z
o \Senzz 2 )T pmp dad = T 1227

Después, por medios elementales, hallamos:

lim( 1 —--1»—)—1im1_'°°5’2“"—l'm 2sen?z 1
aap vSenfz 22 ) g 622 -xl_,,g Bz T 3 °

Ejemple 3. Caleular
3

lins (cos2z)™ (forma indeterminada 1%},
=

Hallandoe el logaritmo y aplicando la regla de L°Hopital-Bernoulli, tonemos:

.. 3incos2z . tglzx
5= lim S — b lim = —0,
)xz x=+0 z8 xaD 2T

fim In (cos 2z
x—+0

2

Por consiguiente, lim {cos 2z)™ = ¢~8.
=+

HMallar los limites que se indican de las funciones siguientes:

28— 222 — x| 2

776- 11]11 W.

x—+1
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Regla de L'Hépital-Bernoulli para el cdloulo de limites indeterminados
o o 23— 2t — g2 L — 4 —1 i
solucin limESE b o SRR
97l Bl g0 E 783. lim 2
x-+0 ad K=boo b .
778. lim —1—=2% 784. lim B2
a1 ‘l—sen%{ F—poo ]Vx
._"'[._
; : hrx—1 Ll
9. lim ———— . 785. lim ’
qu xso 1—cO8Z x—hﬂctgiuzﬁ.
780. lim tg x—sen & 786. lim In {senmz)
Y g t—senx " anp Insenz
.. Sec?z-—2tiga :
781, hni T 787. Ll‘:f% (1 —cos x) ctg x.
x>
tg
782. hr?;_tEg;
X
Solucidén llm(i-—-cosz)ctgs:“hm (totz) Sy gy U B084)
i sen z x>0 Senz
xllmcosz_hm”anx 1=0.
20 () CO8 2
788, lmzit(:l-x)tg—u-. 792. lim 2" sen—, n>0.
=y oo
789. lim arcsenx ctgz. 793. lim In z1n{z—1).
a0 x—+1
e o
790. lim (s"¢), 23>0, 794, ii”i‘( = IM).
791. lim :csen-g- s
i z 1 lnez—z4-1
Solucién. m (;2y—r) =lim g~
1 1
; z--;—{»lnx—:l i Inz T 1
=lm:11 =1nri =1im-—-1——-{--=-§~.
X gy A = atat Ml L0
Inx—}-x {(z—1) Inz - +1 ke
s 1 5
795. :]);-ifg- (.r—3—a:2-x—{i) $
z 1 1
796. lim —— = :I
a1 L2(1=V2)  3(1=V2)
n "
797 lim (rr—gags): 798 lima®.
x—?-'z—

6#
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Solucién. Tenemos: 2*=y; Iny==zInaz; limlny=limzlnz=
x-»0 x=+0
1
. In=z x = " "
=lim =lim =0, de donde lim y=1, o sea, lim z*=1.
x=+0 __j_ =0 x-+0 x>0
T x2
1 =L
799. lim z™ 804. lim z'™*.
Krpf-00 a1
tgﬁ
800. lim =t =, 805. lim (tg ’f,t_*) %,
x—0 e
1
801. lim zsen=, 806. lim (ctgz)'™~.
K x>0
x
o8 —— " t
802. lim (1—z) °. 807. 1lim (i) gx
x-+1 a—0 x

803. lim (4 +m“)E. 808. lim (ctg z)sev=,

x-»0) x=0
809. Demostrar que los limites:

1
z2sen —

sen &
T~—~SONE
r--senzx

a) lim
X0
b) lim

X—C0

no pueden hallarse por la regla de L’Hépital —Bernoulli.

estos limites directamente.
Dy

Fig. 20

Hallar

810*. Demostirar que el drea de un segmento circular con un
angulo central o pequefio, que tieno la cuerda AB8=10) y la sagita

CD =h (tig. 20), es aproximadamente igual a

2
SNE-bh

con un error relativo tan pequefio como se desee, cuando o —s 0.



Capitulo 111

EXTREMOS DE LAS FUNCIONES Y APLICACIONES
GEOMETRICAS DE LA DERIVADA

§ 1. Extremos de Jas funclones de un argumento.

1. Crecimiento y decrecimiento de las funciones.
La funcién y=/{(z) se llama creciente {decreciente) en un intervalo determi-
nado {segmento), cuando para unos puntos cualesquiera z; y z, de dicho
intervale (segmento), de la desigualdad z;<z,; se deduce la ?lasigualdad
flz) < flzp) (fig. 21,a) (f(z) >f(xs) (fig. 24, 8)). Si la funcién f(z) es
continua en el segmento [e, 5] ¥ f'(z) >0 {f (:cg,< 0) para a<z<d, la
funcién f () crece giu;crece) en dicho segmento {a, &].

En los casos mds simples, el campo de existencia de la funcidn f(z) se
puede dividir en un nimero finito de intervalos de crecimiemfo y decreci-
miento de la funcidn (intervalos de monoionia). Tistos intervales estdn limi-
tados por los puntos criticos de = (donde f’' (z})=0 o no existe {’ (z)).

Fyomplo 1. Investigar ol crecimiento y decrecimiente de la funcién

y=2z2—22-45.
Solucidén. Hallamos la derivada
y'=22—2=2(z—1). 1

Do donde y'=0 para x={1. En &l eje numérico obtencmos dos intervaloa
do monotonfa: {-~co, 1) ¥ (1, 4-00). De la férmula (1), tenemos: 1) si —oo <C
< z<1, s¢ tiene y' <0 y, por consiguiente, la funcidn f(z) decrece en el
intervalo (—oo, 1); 2) si 1<z <40, se tiene y’ >0 y, por consiguiente,
la funcién f{z) crece en el intervalo (1, -+oo) (fig. 22).

Ejemplo 2. Detorminar los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién

1

—_—m,

Solucién. En este caso, z= —2 es ¢l punto do discontinuidad de Ia

¥

funcién e y’'= -m< 0 cuando z = —2. Por consiguiente, la funcién ¥

decrece on los intervalos —o <l s <{—2y —2 < x< +-co.
Ejemplo 3. Envestigar el ¢crecimiento y decrecimiento do la funcién

yz-% 3:5—-;—.@3
Solucidn. Aqui,
¥y =zt—22 (2
Resolviendo la ecuacién z?—22=0, hallamos los puntos =z=—1,

z5=0 y. 23=1, en los que la derivada y* so anula. Como quiera que y’ puede
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cambiar do signo solamente al pasar por puntos en que ésta se hace igual
a cero o se produce una discontinuidad (en el caso dado no hay puntos de
discontinuidad para y’), tendremos que, en cada unoe de los intervalos
(—oo, —1), (~1, %), 0, 1) y (1, +o0) la derivada conserva un mismo signo,
por 1o cual, en cada uno cza estos intervalos la funcién que investigamos

Y\ ri
yeft)
flx,)
ﬁ’ [ —
a x X g
(a}
Fig 21

seri mondiona. Para determinar en cusles de estos intervalos crece la fun-
cidén y en cudles decrece, hay que saber qué signo tieno la derivada en cada
uno . de ellos. Para averiguar el signo de ¥’ en el intervalo (—co, =1),
basta saber el signo de y’ en cualquier punto de este intervalo. Tomando, por
ejemplo, z= -2 de la ecuacién (2), obtenemos y’ =12 >0, por consiguiente,

Y
5 ' ¥ &
4 F y=fiz)
: ()
|
l flx,)
o7 o 3 0 z, X
Fig 22 Fig 23

y" >0 on el intervalo (—oco, —1) y la funeidn en ¢l es creciente. De forma
andloga hallamos que y'<C 0 en el intervalo {(—1, 0) (para comprobarlo se

puedo tomar, por ejemplo, z= ---%-) i ¥ <0 en el intervalo (0, 1) (aqui

ge puode tomar z=%) y, finalmente, y* >0 on el intervalo (1, 4 c0).

De esta forma, la funcién estudiada crece en ol intervale {—oo0, —1),
decrece en el (-1, 1) v vuelve a crecer en el intervalo (1, 4-co). _

Fxtremos de las funciones. Si existo un entorno bilateral

del punto z, tal, que para cualquier otro punto « == z; de este entorno se
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verifica la desigualdad f {2} >> f(zg), el punto z, recibe el nombre de punto
minimo de la funcion y=/(z) y el ndmero f{zy) ¢l de minime de dicha fun-
¢ién y=f(z). Anilogamente, si para cualguier punto z == z; de un eatorno
doterminado del punto z, se cumple la desigualdad f(z)<Cf(zy), #; recibe
el nombre de punio mdzime de la funcién f(z), y f(2y), el de mdzimo de
dicha funcién (fig. 23.) El punto minimo o maximo de una funcién se llama
tambien purto extreine do la misma y el minimo o méximo de esta funcién,
ol de extremo de ella. Si ry es un punto extremo de la funcitn f(z), se
tiene, que f'(zp)=0 (punto estacionario), o no existo {‘(zy) (condiciones
necesarias para la existencia de extromo). La proposicién reciproca no es
cierta, puesto que los puntos en que f'{z)=0, 0 no existe [’ (z) (puntos
eriticos), no son obligatoriamente puntos extremos de la funcidn f{(z). Las
condiciones suficientes de existencia o ausencia de extremo de una funcidn
continua f{z) se dan en las reglas siguientes:

1. Si existe tal entorno (zq— 0, z-}96) del punto critico z;, en que
f(2)>0 para zp—b <z <xp ¥ [ (z) <0 para zp < x < 55+ 6, el punto z;
serd un punto maximo de la funcién f(z); si por el contrario, f* (z) <0 para
zg—8<ax<<z y F(x) >0 para zo<z < zp+8, el punto z5 serd un punte
minimo de la funcidn f{x).

Si finalmente, se encuentra un ndmero positivo & tal, que f’ (z) conserva
invariable su signo cuando 0<|z—zy|<(d, el punto z; no serd punto
extremo de la funcidn f ().

2. Si f (x9)=0 ¥ " {zg) <<, 7y €5 un punto méxime de la funcién f (z);
si [ (zg)=0 ¥y " (xp)>>0, zp es un punto minimo do la funcién f(z);
si J' (zg)=0, " (x) =0, " (zy) 5= 0, el punto z; no es puato extremo de la
funcion f (z).

En forma mdas general: Supongamos que la primera do las funciones
derivadas de f{(z), qlue no se anula en el punto 2z, es de orden k. En este
caso, si % es par, el punto zo serd un puuto extremo, que serd maiximo
si f8 (2g) < 0 y minimo, si f% (z) > 0. Si k& es impar, #g no es un punto
extremo.

Ejemplo 4 Hallar los oxtremos de Ja funcin

y=2z437 2%
Solucién. Hallamos la derivada
. 2 2 —— .
v =2+4——=—"0o(VzF1). ()
Vz V=
Igualando la derivada y’ a cero, tememos:
Vaz+1=0.
De donde so deduce el punto estacionario z;=~-1.
De la férmula (3), tenemos: si z=—1—%, donde h puede ser cualquicr
némero positivo suficientemente pequeiio, cntonces, y' >>0; si, por el con-
trario, z== —1--A, se tiene 2’ <0 *). Por consiguiente, xy= —1 es un punto

midximo de la funciém y, ademds y. .. =1.
Igualando a cero ¢l denominador de la expresién y’ en (3) temomos:
Va=0;
do aqui hallamos el segundo punto eritico z;=0 de la funcién, para el que
no existe derivada y’. Cuando z= —h, evidentemento, tendremos y'<0;

*) Si no es fdcil determinar el signo do In derivada y’, se pucde calcu-
lar éste por procedimiontos aritméticos, tomando como A un ndmero positivo
suficientomente pequefio.
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cuando z=h, tenemos y’ >>90. Por consiguiente, zz=0 es un punto minimo
de la funcién y, ademas y,;, =0 (fig. 24). La investigacidn del comporta-
miento de la funcién en el punto xy= —1 se puede efectuar también por
medio de la segunda derivada

L 2
Y= —
3z ]ﬁr;:
Aqui y” <0 para z;—= —1 y, por consiguiente, x;= =1 es un punto méximo
do la funcidn.

3. Valores minimo vy midximo absolutos. El valor minimo
(mé&ximo) absoluto de una funcién continua f(x) en uv segmento dado [a, ]

Y

X
Fig 24
se aleanza en los puntos criticos de la funeién o en los extremos de dicho
segmento.
Fjemplo 5 Hallar los valores minimo y méximo absolutos de la
funcién

y=2x3—3z43

en el segmento -1-:1-4;@2%.

Soluc¢idn. Como
p’ =322—3,

les puntos criticos de la funcién y son: z;= —1 y z;—1. Comparando ios
valores do la funcién en estos puntos con los valores de Ja funcion en los
extremos del intervalo dado

y(~=5 y=1, y (—t 5 )=4giv(25) =115,

llogamos a la conclusién {fig. 25), de que ol valor minimo absoluto do la
funcion m=1 se alcanza en el punto £==1 {en el punto minimo) y ¢l miximo
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absoluto M=11 %, en el punto z=2% (en el punto extremo derecho del
segmento).

Determinar los intervalos de deerccimiento y crecimiento de las
funciones:

814, y=1—dzr—2z%

812. y=(z—2)%

813. y=(xz+4)%.

814. y=2*(x—3).

815. y =

z—2"

{
8'16. y:m.

7. y=mg—m-

818. y=(z—3)V z.
819. y= = /7.
820. y==z+senz.
821. y=zln=z.

822. y=arcsen (1 4+ zx).

823, y=2e—ix,
1

824, y=2%~4,
ex
825. y= T .

Averiguar los extremos de las funciones siguientes:
826, y=2%+4x 6.

Solucidén. Hallamos la derivada de la funcidén dada y'=2z+4.
Igualamos y° a cero y obtenemos el valor critico del argnmento, z= —2.
Como v’ < 0 cuando z < —2 e ¥’ >0 cuando = >—2, tenemos que z= —2esun
punto minimo de la funcién, ademds, ¥y, =2. El mismo resultado se obtiense

recurriendo al signo do la segunda derivada en el punto critico: y"=22>0.
827. y=24z—a.
828. y=2°—3a®+ 324 2.
829, y=2x%+4+ 322 — 122+ 5.
Solucién. Hallamos la derivada
y' =622 60r—12=6 (222 —12).

Igualando a cero la derivada y’, obtenemos los puntos eriticos z;=~—2
y #p=1. Para determinar el caricter del extremo calculamos la segunda
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derivada y"=6(2z41). Como y" (—2)<(0, el punto a;=—2 es un punto
miximo de la funcion y, siendo yg,,=25. Andlogamente, tememos gque
¥ (1)>>0; por lo que zz=1 es un punto minimo de la funcién y, siéndo
Yipfn = “—2-

830, y=a®(x—12)% 840, y=2 cos-:-+3cus-§-.
831, y==a (1) (x—2)% 841. y=z—In (1 +2).
832. y=%. 842, y—2zlna.
833. y=£#. 843. y==zln?z.
834. y=§.’:':..2.i.%§:f_)_ 844. y==chaz.
835, y:‘T;E—'ﬁ; 845, yZSCt?x.

o 4 .
836. y= T i 846, y=uate™.,

= ax

838. y=1v/ (@F—1). 848, y=a—arctg x.

839. y=2sen 2%} sen4x.

Determinar los minimos y mdximos absolutos de las siguientes
funciones en los segmentos que se indican (cuando los segmentos
no se indican, los minimos y méximos absolutos de las funciones
deben determinarse en todo el campo de existencia):

849. y=i‘-ﬁ=‘

850, y—1/ 7(I0—3).

8o1. y=senz +-costz.

852, y=arccosx.

853. y=a® en el segmento [—1, 3].

854, y=22"4 2 — 1224 1:

a) en el segmento [— 1, 9i;

b) en ol segmento [—10, 12].

855. Demostrar que para los valores positivos de x se cumple
la desigualdad

:x:+1?>2.
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856. Determinar los coeficientes p y ¢ del trinomio cuadrado
y=224pz+4q, do forma que y=3 sea un minimo de este trino-
mio cuando z=1. Dar la explicacién geométrica del resultado
obtenido.

857. Demostrar la desigualdad

e*>142 para z=0.
Soluci6n. Examinamos la funcién
f(x)=e*—(1+2).

_ Por el procedimiento general hallamos que esta funcién tiene un minimo
dnico, f(0)=0. Por consiguiente,

f(z)>1(0) para z = 0,
¢ >4z para z 5= 0,
que es lo que se trataba de demostrar.
Demostrar las desigualdades:

es decir,

858. z—%{senx{x para z >0,
859. cos:c>1-—-’§- para z =0,

860. x---mz—ﬂ<1n(1+:c)<:x para z>0.

861. Dividir un nimero positivo dado a en dos sumandos, de
tal forma, que su producto sea el mayor posible.

862. Torcer un trozo de alambre de longitud dada I, de manera
que forme un rectingulo cuya &rea sea la mayor posible.

863. ¢Cu4l de los tridngulos rectingulos de perimetro dado,
igual a 2p, tiene mayor area?

864. Hay que hacer una superficie rectangular cercada por
tres de sus lados con tela metdlica y lindante por el cuarto con
una larga pared de piedra. éQué forma serd mds conveniente dar
a la superficie {para que su drea sca mayor), si se dispone en total
de ! m lineales de tela metdlica?

865. De una hoja de cartén cuadrada, de lado a, hay que hacer
una caja rectangular abierta, que tenga la mayor capacidad posible,
recortando para ello cuadrados en los angulos de la hoja y doblando
después los salientes de la figura en forma de cruz asi obtenida.

866. Un depésito abierto, de hoja de lata, con fondo cuadrado,
debe tenor capacidad para v litros. ¢Qué dimensiones debe tener
dicho depésito para que en su fabricacién se necesite la menor
cantidad de boja de lata?

867. ¢Cudl de los cilindros de volumen dado tiene menor super-
ficie total?

868. Inscribir en una esfera dada un cilindro de volumen méximo,
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869. Inscribir en una esfera dada un cilindro que tenga la
mayor superficie lateral posiblo.

870, Imscribir en una esfera dada un cono de volumen maximo.

871. Inscribir en uma esfera dada un cono circular recto que
tenga la mayor superficie lateral posible.

872. Circunseribir en torno a un cilindro dado un cono recto
que tenga el menor volumen posible (los planos v centros de sus
bases circulares coinciden).

873, iCudl de los conos circunscritos en torno a una esfera tiene
el menor volumen?

874. Una faja de hoja de lata de anchura a debe ser encorvada
longitudinalmente en forma de canalén abierto (fig. 26). ¢Qué

D I
0 N
N\ g
/\-.../\
7z P '\ .
" @z !
a A B M
Fig. %6 Fig. 27

angulo central ¢ debe tomarse para que el canalén tenga la mayor
capacidad posible?

875. De una hoja circular hay que cortar un sector tal, que
enrollado nos dé un embndo de la mayor capacidad posible.

876. Un recipiente abierto estd formado por un cilindro, termi-
nado por su parte inferior en una scmiesfera; el espesor de sus
paredes es constante. ¢Qué dimensiones deberd tener dicho recipiente
para que, sin variar su capacidad, se gaste en hacerlo la menor
cantidad de material?

877. Determinar Ia altura minima hA=OF que puede tener la
puerta de una torre vertical ABCD, para que a través de ella se
pueda introducir en la torre una barra rigida MV, de longitud I,
cuyo extremo M reshalard a lo largo de la Ifnea horizontal AB.
La anchura de la torre es d<<1 (fig. 27).

878. En un plano de coordenadas se da un puato, M, (o, yo),
situado en el primer cuadrante. Hacer pasar por este punto una
recta, de manera que el tridangulo formado entre ella v los semiejes
positivog de coordenadas tenga la menor drea posible.

879. Inscribir, en una elipse dada, un rectdngulo de mayor
area posible, que tenga los lados paralelos a los ejes de la propia
elipse.
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880. Inscribir un rectdngulo de mayor drea posible en el seg-
mento de la pardbola y?=2pz cortado por la recta z=2a.

881. Hallar el punto de la curva y“"ﬁﬁ‘ en el que la tan-

gente forme con el eje OX el angulo de mayor valor absoluto
posible.

882. Un corredor tiene que ir desde el punto A4, que se encuen-
tra en una de las orillas de un rio, al punto B, que se halla
en la otra. Sabiendo que la velocidad de movimiento por la orilla
es k veces mayor que la del movimiento por el agua, determinar

NN

7———3—-—-—-
-—a—-% B
q

Fig. 28
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bajo qué angulo deberd atravesar el rio, para llegar al punto B en
el menor tiempo posible. La anchura del rio es h; la distancia
entre los puntos A y B (por la orilla), es d.

883. En el segmento recto AB=a, que une ontre si dos focos
luminosos 4 (de intensidad p) y B (de intensidad g), hallar el
punto menos iluminado M (la iluminacién es invorsamente pro-
porcional al cuadrado de la distancia al foco luminoso).

884. Una ldmpara estd colgada sobre el centro de una mesa
redonda de radio r. ¢4 qué altura deberd estar la ldmpara, sobre
la mesa, para que la iluminacién de um objeto que se encuentre
en el borde sea la mejor posible? (La iluminacién es directamente
proporcional al coseno del angulo de incidencia de los rayos lumi-
nosos e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al
foco de luz).

885. De un tronco redondo, de didmetro ¢, hay que cortar una
viga de seccién rectangular. éQué anchura z y altura y deberd
tener esta seccion para que la viga tenga la resistencia méxima
posible: a) a la compresién y b) a la flexién?

Observacién. La resistoncia de la viga a la compresién es pro-

porcional al drea de su seccidn transversal, mientras quo a la flexidén es
al producto do la anchura de esta seccién por el cuadrado de su altura.

886. Una barra uniforme AB, que puede girar alrededor del
punto A (fig. 28), soporta una carga de @ kg a la distancia de @ cm
del punto A y se mantiene en equilibrio por medio de una fuerza
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vertical P, aplicada en su extremo libre B. Cada c¢cm de longitud
do la barra pesa ¢ kg. Delerminar la longitud x de la misma,
de tal forma, que la fuerza P sea la minima posible y hallar Ppyy.

887*, Los centros do tres esferas perfectamente eldsticas A,
B y C estdan situados en linea recta. La esfora A, de masa M,
choca a una velocidad v con la esfera B, la cual, recibiendo una
determinada velocidad, choca a su vez con la esfera C, cuya masa
es m. ¢Qué masa deberd tener la csfera B para que la velocidad
de la esfera C sea la mayor?

888. Si tenemos N pilas eléctricas idénticas, con ellas pode-
mos formar baterias por procedimientos distintos, uniendo entre
si grupos de n pilas en serie y, después, los grupos asi formados,

P N i " . . 5
(en nimero T) en derivacién. La intensidad de la corriente que
proporciona una bateria de este tipo se determina por la férmula

P Nne
T NR4 a2

donde & es la fuerza eleciromotriz de una pila, r es su resistencia
interna, y R es su resistencia externa.

Determinar para qué valor de n es mayor la intensidad de la
corriente quo proporciona la bateria.

889. Determinar qué didmetro y deberd tener la aberlura cir-
cular de una presa, para que el gasto de agua por segundo Q sea
el mayor posible, si Q=cy}) h—y, donde . es la profundidad
del punto inferior de la abertura (tanto A, como el coeficiente
empirico ¢, Son constantes).

890. Si z,, @3, ..., Zs, son los resultados de mediciones igual-
mente precisas de la magnitud @, su valor mds probable serd aquél,
para el cual la suma de los cuadrados de los errores

N

o= 2 (x—ua;)*

i=1

tenga el valor minimo (principio de los cuadrados minimos).
Demostrar que el valor mas probable de la magnitud z es la
media aritmética de los resultades de las mediciones.

§ 2. Direcclon de la concavidad. Puntos de inflexion

1°, Concavidad de la gréfica do una funcién. Se dice
gue la grifica de una funcién diferenciable y=f(x) es céncava hacie abajo
en el intervalo {(a, d) (o céncava hacia arriba en el intervalo (a4, y)), i
para a<<xz< b el arco de la curva estd situado debajo (o correspondiente-
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mente, para ay <z < by, encima) de la tangonte trazada en cualguier punto
del intervalo (a, &) (o diel intervalo (a,, b)) (fig. 29). La condicidn suficion-
te para que en la grifica y=7j(z) la concavidad esté dirigida hacia abajo
(0 hacia arriba), es que se verifiquo cn el intervale correspondiente [a
designaldad

[ (2) <O (" (z) >0).

En lugar de decir que la grafica es céncava hacia abajo, suele decirse,
que tiene su convexidad dirigida hacia arriba. De forma andloga, para la
grifica coéncava hacia arriba, se dice también que tiene su convezidad diri-
gida hacia abajo.

2°, Puntos de inflexidn. El punto (:cg,f(:co)}, en que cambia
de sentido la concavidad de la griafica de la funcion, se llama punic de
inflezién (fig. 29),

i

Para la abscisa del punto de inflexidn =z, de la grifica*de la funcién
p=1(z), la segunda derivada f” (zp)==0 o ¥ (xy) no oxiste. Los puntos en
que j"(zx)=0 o " (z) no oxiste, se llaman puntos criticos de 22 especie. El
punto critico de 2¢ especie x; os la abscisa del punto de inflexidém, si
" (x) conserva signes constantes, y contrarios eatre si, en los intervalos
zp—0 <L z<{xg ¥ xp< 2 < 29+06, donde & 65 un nimero positivo determi-
nado, ¥ no serd punto do inf?oxidn, 8i los signos de f” (x} en los intervalos
antedichos son iguales.

Ejemplo 1. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad
y los puntos de inflexién de la curva de Gauss

—xd
y=e¢ %,
Solucidn. Tenemos:
yf=_2ze—x2
y" = (4a? =) e=*"
Igualando a cero la segunda derivada y”, hallamos los puntos criticos de 2@
aspecie
&y = 1 y :
1 ey —ad -y}
Ve V2
Estos puntos dividen al ejo numérico —oo<{x<(~-co on tres intervalos:
I(—co0, 2y), 1l (%4, zp) ¥ 11l (23, --c0). Los signos de y” serdn, respectiva-
mente, -, — ¥ -+ (de lo que es facil convencerse, tomando, por ejemplo,
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un punto en cada uno de los intervalos indicados y poniendo los correspon-
dientes valores de x em y”). Por esto, la curva sora: 1) cémcava hacia arriba

para —oo<lz < w—_-&-ﬁ- y -—_l;-§-<m< - co; 2) céncava hacia abajo, para

1 i +1 1 . E
——— < 2< —— . Los puntos { ==} ——=| son los puntos de inflexién
'V2< <'V2 ¥ (m@ 've) 0

(fig. 30}

Es de advertir, que debido a la simetrfa de la curva de Gauss respecto
al eje 0Y, la investigacién del signo de la concavidad de esta curva hubicra
sido suficiente realizaria en el semieje 0 <<z < 4 co.

i
y j 4
& 1D
ol il _
VZ' V2
Fig. 30 Fig. 31

Ejemplo 2. Hallar los puntos de inflexidn de la gréfica de la funcién
y=VzF2

Soluecidn. Tenemos:

= %_ )
9V e+
Es evidente que ¥" no se anula en ningin sitio.
lIgualando a cero ol denominador del quebrado del segundo miembro
do la igualdad (1), tememos que, y" no existe para z= —2. Como y" >0
para z << —2 o y" <0 para z> —2, ¢l punto (—2, 0} es un punto de infle-
xién (tig. 31). La tangente a este punto os paralela al eje de ordenadas,
ya que la primera derivada y° es infinita para z=—2.

Ballar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexi6n
de las grilicas de las funciones:

y'=—g (2+2) )

891. y=123 - 62*4-122 1 4, 896. y=rcosz.
892, y=(z+ 1)~ 897. y=a —senz.
893. y=ziT5. 898. y=atlna.

894. :=;2—’*_"+f—1-2-. 899. y = arctg z—z.

805, y=v 4y —12z. 900. y=(1+2z% &~
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§ 3. Asinfotas

1°. Definicidén. Si un punto{z,y) se désplaza conitinnamento por una
curva y=f (z) de tal forma que, por'lo merios, una de sus coordenadas tienda
al infinito, mientras que la distancia entre este.punto y una recta determi-
nada tiende a cero, esta recta recibo el nombre de asintota de la curva.

9°, Asintotas verticales (paralelas al eje OY). Si existe un
nimero a tal, que ' :

lim f (z} =00,

la recta z=g¢ es asintota &usrtica.l)‘

3, Asintotas oblicuas (reépeeto a los cjes de coordenadas).
Si existen los limites

i 28 g

x+too T

lim {f (z)~kz] =by,
X400

la recta y=rkz{b; serd asintota-'(oblicua a la derecha o Dbien, si k=0,
horizontal derecha (paralela.al-eje OX). . :
Si existen los limites
tim L8

X=p—00

2

i {f (2) ko] =bos
iy B3 :

la recta y="Fk.z-1-b, es asintota (oblicua a la izquierda o hien, cuando k=0
horizontal izquierda, paralela al eje OX). La grifica do la funcién y=f(=
(que so supone uniforme) no puede tener mas de una asintofa dorecha

(ohlicﬂa u horizental), ni mds de una asintota izquierda (oblicua u hori-
zonial).

Ejemplo 1. Hallar las asintotas de la curva
33
b/ e e ——d
Vz2—1

Soluciédn. Igualando a cero el denominador, obtenemos dos asintotas
verticales:

z= =1 y§ z=1.

Buscamos las asiptotas oblicuas. Cuando z —»-}-co, tenemos:

Be= lim L= lim Lin
: x—roo & a:»-t-oozl/zi—i

82/ =T
By i (e T XV
o R x++oo, v.\":“—l

=1,

T=—1016
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por consiguiente, la asiniota derecha serd [a rects y=z. Anﬁ]ogament.c,
cuando x —-—co, tenemos:

ko= lim l:—i;
Xr—o0 %

b= lim (y4z)=0.
X-r—00
De¢ esta forma, la asintota izquiorda es y=-—z (fig. 32). La investigacidén
de las asinlotas de csta curva puede simplificarse si se fiene en_cuenta
su simeolria.
Ejomplo 2. Ilallar las asintotas de la curva

y=2z-1nz,
Selucién. Como
lim y= —oo,
w10

la regta z=0 seyd una asintela vertical {inferior). Investigamos la curva
para hallar solaments la asintota oblicma derecha (ya que = >0). ’
Tenemos:
k= lim ¥=1,
xrjoon F

b= lim (y—2z)= lim lnz=oo.
X400 x—+-Loo

Por consiguiente, esta curva no tiene asintotas oblicuas.
Si la curva viene dada por las ccuaciones patamétricas z =g (¢}; y =" (1),
en primer lugar se invesliga si el parimetro ¢ tieme valores para los que

Y Jl T

A

‘S'/
OO PR TR AR SRR
e
N\
N 220702, 72%

B
v/
\
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7
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N

AN

AN

|
¥

a
Fig 32
una de las [unciones @{f) o (#) se hace infinila, mientras que la otra
sigue siendo finita. Cuando @ (i)=0c0 ¥y $H({H}=¢, la curva tiene una
asintota horizontal, y=e¢. Si YP{lj)=co ¥ p({y)=¢, la curva tiene una

asintota vertical, x=c.
Cuando @ (tg) =1 {tg) ==c0, al mismo tiempo que

? tim Y s tim (v () o (1 =0
—+iQ

la curva tendrid una asintota oblicna, y=*kz -2,
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8i la curva so da en :forma de ecuacién polar r=f:(g), sus asintotas
se pueden hallar por la regla anterior, reduciendo la ecuacion de la curva
a la forma paramétrica yor las férmulas:

z=rcos ¢=[ (p) oS @; y=rson 9= () sen .
Hallar las asintotas de las curvas:

1 x2
901. y=m. 908. y—x——2+m_2=~_.*___-—§.
902. g:ﬁx—g. 909, y=e—**- 2,
z2 i
903. y:.zz_—-fs i 910. y=1_ex
i 91, g
904'-"::;2—1—9' . =g
- den x
905. y=12*—1. M2 y=——.
906. y_—_w%. 3. y=In{1+2).
907. gm.i‘—f;ﬁ-fi? 4. z=1; y L+ 2 arclg L.

915. Hallar la asintota de la espiral hiperbélica r=-:; s

§ 4. Consfrucclon de fas praficas de las funciones por sus puntos
caracteristicos :

Al construir la grifica de una funcién es necesario, ante todo, hallar
el campo de definicion de la misma y determinar su comportamionto en
ta frontera de esle campo de definicidon. Es conveniente tambidén sefialar
previamente cierlas pecuiiaridades de las funciomos (si ¢s que las ticnen},
como son: la simetria, periodicidad, permanencia del sigmo, wmonotonia, etc.

Después, hay que encontrar les puntos de discoatinuidad, los puntos
extremos de Jla finncién, los punios do inflexidn, las asinioias, elc.
Los elementos hallados permiten establecer el cardeter geaeral de la gréd-
fica de la funcién y obtenser su disefio matemitico verdadero,

Ejemplo 1. Construir la grafica de la funcién

y &
z2—1

Solucidén. a) La funcifn existe en todas partes, menos cn los pun
tos x==1.

La funcién es impar, por lo que la gréfica de la misma serd simétrica
con respecto al punto O {(.];; 0). Fsta circunstancia simplifica la construe-
¢ién_de la grifica,

b) Los puntos de discontinuidad son z=—1 y x=1, al mismo tiempe
que lim y=Fcoy lim y=7F co, por consiguiente, las rectas =1

x=+1F0 a—+—=1F0
son asintotas verticales de la grifica.

T
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¢) Buscames-~las asintotas:oblicuas. Tenemos:

k= lim =0,

a=ptoo T

by= lim y=co,
E L

por consiguiente, no existe asintota oblicua derecha. Como la grifica es
simétrica, tampoco existird asintota oblicua izquierda.

Y'Il j
[

=3, -5,

n._._.'_._......__-l....._..__...._

Fig. 33

d) MHallamos los puntos criticos do 12 y 22 especie, es decir, aqlmllc;s
puntos en que se anula o no existe la primera, o correspondientemente,
la segunda derivada do la funcidn dada.

Tenemos:
z2—3
'=-——-—___.._., 4
y V=i (1)
w__ 22(9-=37) @

T =
Las derivadas ¥ e y" dejan de existir tnicamente cuando z=42 1, es decir,
sélo en aquellos puntos en que tampoco existe la propia funciéon y, por
seto, seran puntos criticos sélo aquellos en que ¥ o y” se anulan.
De (1) y (2), se deduce:
y' =0 para ==+ V/3;
y"=0 para =0y z= 3.
De esta forma, y’ conserva constante el signo en cada uno de los
_intervalos (—oo, —V/3), (—=V38, —1), (=1, 1), (1, V3) y (V5. +o),
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e y” en cada uno de los intervalos (—oo, —3), {(—3, —1), (—1, 0) (0, 1),

Para determinar qué ° signo tiene 'y’ (¢ ' ‘correspondientemente, ")
en cada uno de los intervales senalados, basta ton' determinar el signo de y°
(o de ¥") en un _punto cualquiera de cada uno. de estos intervalos. . _

; Los resultados de ésta investigacién, para mayor ¢omodidad, 'se incluyen
en una tabla (tabla I), juntoe con lds de los éidlciilos de:las ordenadas de

Tabla I

2 | o @] t | V| VFars|(VE | 3 |G+

- . —

g | 0] — |x=| + -—})//é ~1,37 + 1,5 | +
f no
y = | = lexiste] 0 g °F +
w no
4 0 — lexiste - P R s I 0 =
Con- | Pun- | La Pui- | fa tun~ | Punto ms- ‘| La fun= [ Pon- [ Ea fun-
¢lu=- | to de | fon- to cion de- nimo clon cre- | to de |elén crece;
‘giones |'intle-| &i6n de crece; la 3 ee; la {infle= | ta grifiea
1 xién |decre~ | dis-- | gritica : . grattea |- xi6n | &8 obn-
ce; la con- cdnea- es con~ cava hacia
grafl- | thnul= | va haecia cava aba jo
ca es dad arriba hacla
con= arriba
cava
hacia
abajo

los puntos caracteristicos de la grifica de la funcién. Debe advertirse,
que gehido a que la funcién y es impar, es suficiente "hacer los céleulos
solamente para z 3> 0; la mitad izquierda de la grafica so reconstruye por
el principio de la simetria impar.

o) Con los resultados de Ia investigacién, construimos la grifica de la
funcién (fig. 33). . e g ; -

Ejemplo 2. Construir la grifica de la funcion

i . -y Inez
= -
z

Solucién. a) El campo de existencia de 1a _:iunc'ién es: 0« #<4co.
- bh) En ‘el campo de existencia no hay ‘puntes de discontinuidad,
pero .al aproximarse .al punto frontera (z=0) dol: eampo de existencia,
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tonemos:
Inz

lim y =1lim = —a,
x—+0 x-+0

Por consiguients, la recta =0 {el eje de ordenadas) es una asintota vertical.
_¢) Buscamos la asintota oblicua derecha u horizontal (ya que la asintota
oblicua a la izquierda no existe, puesto que no es posible que z-»—co):

k= lim -!-’:-=0.
x—++oo z

b= lim y=0.
X=r=-00

Por consiguiente, la asintota horizontal derccha os ol eje de abscisas; y=0.
d) Hallamos los puntos eriticos. Tencmos:

;__i—In=z
y A5 rz ¥

p_2lnz—3
-

g’ de y" existen en todos los "puntos del campe de existencia de la funcién
ada e

¥' =0, si Inz=1, os decir, cuando r=¢;

¥ =0, 81 lna:m-g—, es decir, cuando z=é&*/2.

Hacemos la tabla, on la quo incluimos los puntos caracteristicos (tabla II).
En este caso, ademas de los puntos caracteristicos encontrados, es conveniente

4 " Inz
=
I | —
7] 1 e e 72 X

Fig. 34

hallar los puntos de interseccién de la grafica con los ejes de coordenadas.
Haciendo y =0, encontramos z=1 (punto de interseccién do la curva con
el eje de abscisas): la grafica no se corta con ol eje de ordenadas.

o) Con los resultados de la investigacion, constrnimos la grafica de la

funcion (fig- 34).

Construir las graficas de las funciones que se indican mads
abajo, determinando el campo de oxistencia de cada funcién, los
puntos de discontinuidad, los puntos extremos, los intervalos de
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crééirﬁipﬁto y :-deé'rbcimieriid," Tos puntos de inflexién de sus gréaficas,
la direceidn de las concavidades y las asintotas de las graficas.

016, y = 28— da2,

017, y= Bt
8. y=(z—1)(z+2). .

919, y= (“_2)1(1+4) o A

920. y =0
921, y==Ak2
923, y=Z12
92%. y=o24 2.
1
925. y=5m .
!‘)2?- y:-x?ts__é'
' 4o
927. y::'é—m.
42 e 12
928. yz-(‘;?:“é}?.
16

T R .

zﬁ M Dl

932, y=Vz-+Vi—-z.

933, y -—.J/S +2—)8—z.

934, y=2V 7+ 3.
935. y =1 z%- 3z.
936. y=yT—2"
937, y=y1—2°.

938. y=2z-+2—3 Y FFIR.
939. y=Vz 41—V 7—1.
940. y=Y @idp-Y (z=%".
91, y=Y (z—2)+Y @=4).
942. y= —ﬁi_._—?- .

8

=4

944, y= E

943, y

IIIII ¥V ze—1
945, yo=—eZ
Ve
. 946, y=axe"%,

2 =
947. y—:-(a«}-%)ea.
948, = ¢bx—xi=14,
949, y= (24 2% e,
950. y=2|z|~a*

05 il
b

%
952. y=%“'1n%.
953. y!szx

. 984, y=(z-+1)1n%(2+1).

955. y:ln(m’—-i)-{-z—zij.
R ] e
Z
957. y=1In (1 +e~9).
i ol e A
958. y=1In(e++).

959. y=senz--cosz.
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960, y=sen z- 02 Sen2x ) " 973, y=x—2arcclg z.
961. y=cosx-—cos? z. 974, y=-;-+arctg =
962. y = sen® x4 cos® z. 975. y=Inshaz.
L 1
963. y-——m . 976. y=Arch(x+-5-) .
. 984, ym —0T 977. y=esenz,
9B, Y s |
: sen(x—i——{;) . 978. y:earcsen V-E_
965. y=senz-sen2x. 979, y=earotgx,
966. y=cosx-cos2z. ) 980. y=Insenz.

967. y=z-senz.

981, y=Intg {3~ -
968. y=arcsen (1 1/3:5) (4 )

2

i, 982, y=Inz-arcigz.
969. y:m._ ;
T Vi ! 983, y:cos:c—l:n COS Z,
970. y=2z—tgz. . 984. y=arctg (Inz).
971. y==zarctgz. 985, y:=arcsen ln (z*-+1).
972. y=zarctg%, si 20 986. y=x’:.
e y=0, si 2=0. 987, y=ax,

También se'rccomienda construir las grdlicas de las funciones
indicadas en los N9 N, 826 — 848.

Copstruir las graficas de las Iuncmnes siguientes, dadas en
forma paramétrica:

088. z=1(2—2t, y=1"4 2.

989. z=acos?t, y=asent (¢ >0).

990. z=i¢, y=tel

991, z=t+e?, y=21+e%.

992. z=a(sht—1{), y=a(cht—1) (a=>0).

§ 5. Diferenclal del arco. Curvatura

1°. Diferencial del] arco. La diferencial del arco s de una curva
plana, dada por una ecuaciéon en coordonadas cartes:anas Z 8 ¥, SO expresa

por la férmula
, -ds="Y/ [@2)F - a9)%;

si la ecuacién de la curva tiene la forma:

a) y=/(z), entonces ds= ]/1+(%-f;—)2dz;



106 Eziremos de las funciones y aplicaciones geométricas de la derivada

b) z=f;(y), entoncos ds= '/1-[—(3—:)2 dy;

¢) z=q(t), y=1p(t), entonces ds=|/ E 2_*_[0!_9)2&

VIR, VIR,
v L v .
[y | £21
Llamando « al angulo que forma la direcciém positiva de la tangente
{es decir, dirigido en ol sentido del crecimiento del arco de la curva s) con
la direccién positiva del ejo OX, tendremos:

d) F(z, y)=0, entonces ds=

cCoOs = dx
=

dy
Seﬂﬂ-——ds -

En coordenadas polares,
ds="V/ @R (rdgr= |/r2+( =) ao.

Llamando B al dngulo formado por el radio polar de un punte de la
curva ¥y la tangente a la curva en este mismo punio, tenemos:

cos]}=%,
sen ﬁ=r%’-.

2°, Curvatura de una curva. Se llama curvatura X de una
curva, en su punto M, al limite de la razén del angulo que forman |las

VY i

direcciones positivas de las tangentes a dicha curva en los puntos M y N

(ngulo de adyacencia) a la longitud del arco MN=A$, cuando N — M
(fig. 35), es decir,
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donde a os el dngulo entre la direccién positiva de la tangente en el punto
M y el eje OX.

Radio de curvatura R. Recibe el nombre de radio de curvatura R Ja
cantidad inversa al valor absoluto de la curvatura, es decir:

_HgL

Fi i
i 5 . 1
Las -circunferencias son lineas de curvatura constante (K —— donde a es

el radio de la circunferencia) , lo mismo que la linea recta {(K=0).

Las férmulas para caleular las curvaturas em coordenadas cartesianas
son las siguientes (exactas, a excepcion del signo):
1) si Ia curva viene dada por una ecuacién explicita y={ (=), la formula
serd
yﬂ
Ee=e——
(o 5
2) si la curva se da por una ecuacion implicita F (z, ¥)=0, se emplea
fa férmula

Faw Foy ¥y

K, By T
F, F, 0

(F2 +FL9)5/9 ?

3) si la curva se¢ da en forma paramétrica por las ecuaciomes z=@ ()
y =1 (¢), enlonces

r ’

z'
J:ﬂ yﬂ
T @ty
doude
dz dy d2x a3y
fom— f o o "= —
=g Ay e gmr g

Ep coordenadas polares, cuando la curva sc da por la ecuacién r==f (g},
lenemos:

r2 L 2p 2 —rp”

(r24re
donde
o dr o d4r
=de Y T
3°. Circunferencia osculatriz (o circulo osculador). Se llama
circunferencia osculatriz de una curva, en un punto M de la misma, a Ia
osicién limite de la circunferencia gue pasa por dicho punto M y por otros
03 puntos P y Q de la misma curva, cuando P-—>M y Q—> M.

El radio de la circunferencia osculatriz es igual al radio de curvatura
y su cenire {cenfro de cwrvatura) se oncuentra en la normal a Ja curva,

trazada en el punto M, hacia el lado de su concavidad.
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Las coordenadas X e¢ ¥ del centro de curvatura se' calculan con las
férmulas ; g

e I 1 I
XeaLLEAVD - yoy 10T

La evolute de una curva es el lugar geométrico de los centros de curva-
tura de dicha curva,

Si en las férmulas para la determinacién de las coordenadas del centro
do curvatura se consideran X e Y como Jas coordenadas variables de los
puntos de la evoluta, estas férmulas nos darin Jas ecuaciones paramétricas
de dicha cvoluta con pardmetro = o ¥ (o ¢, si la propia curva viene dada
por ecuaciones en forma paramétrica).

C,.

Fig. 36
Ejemplo 1. Haliar la ccuacién de lea evoluta' de la 'paraihol_a y=ai,
Solueidn, X=—4z3, 'Yﬁii;;%. Eliminande el pardmetro =z,

hallamos la ecuacién do la evoluta en forma explicita
1 X \%s
y=z+3(7)"

Evolvente de una curva. Se da este nombre a una curva tal, que con
relacién a ella, la curva dada resulta ser la evoluta, .
La normal MC a la evolvente I"; es tangente a la evoluta I'y: la longitud

del arco Ef‘: de la evoluta cs igual al incremento correspondiente del radio

de curvatura E&]:Mic,%mc, cuya razdn, la evolvente 7[5 recibe
también el nomabro de desarrolle de ia curva Iy, que se obticne desenrollando
un hilo tensoenrollado a la evoluta I'y (fig. 36). A cada evoluta le corres-
ponde una infinidad de evolventes, que responden: a {as diversas longitudes
iniciales que puede tener el hilo. _

4% Vérticos de una curva. Se llama pértice do una curva al
gunto de la misma en que Ja curvaturd. -tiene méximo o minimo. Para
eterminar los vériices de una carva se forma la expresion de la curvatura X
y se hallan sus puntos extremos. En lugar de la curvalura X se puede Lomar

ol radio de curvatura R'=—7{-—- y se busca su punto extremo, si es que en
este caso es mds fécil ol cdlculo.
Ejemplo 2. Hallar el vértico de la catenaria y=ach %(a)__‘»qj._:
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Soluc¢ién. Como y’=sh-—%, e y'=—;—ch-:—, tendremos que K=

= ¥, por consiguiente, R=a ¢h? Z . Tenemos, que JES—'!:‘P--msl‘:---:%-f--».
acht Z ) a dx a
a

Igualando a cero la derivada —%é—, obtenemos sh-—%{—-zo, de donde hallamos

2
el Gnico punte critico £=0. Calculando la segunda derivada jf

¥y ponien-

2
do en ella el valor de =0, obtenemos . —Echgf = >0.

Tdz% |x=0 @ @ |x=0 &
Por consiguiente, 2=0 es el punto minimo del radie de curvatura (o sl mé-
ximo de curvatura) de la catenaria. El vértice de la catenaria y=

=ach % , serd pues, el punto A (0, a).

Hallar la diferencial del arco, y el coseno y el seno del dngulo
que forma, con la direccién positiva del eje OX, la fangente a cada
una de las curvas siguientes:

993, z*+y*=a® (circunferencia).
2 2 s
99%. "?;T+ % =1 (elipse).
995. y®= 2px (paribola).
996. z*/s+4y*/s=a®s (astroide).
997. y=ach - (catenaria).
998. z=a(t~sent); y=a(t—cost) (cicloide).
999, z=acos’t, y=asen®t (astroide).

Hallar la diferencial del arco y el coseno, o el seno, del dngulo
que forma el radio polar con la tangente a cada una de las curvas
siguientes:

1000, r=a@ {espiral de Arquimedes).
1001. r-_—,—% (espiral hiperbdlica).

1002. r =g sec? - (pardbola).

1003, r=acos* L (cardioide).

1004, r =a® (espiral logaritmica).
1005. r2=a%cos2¢ (lemniscata).

Calcular la curvatura de las curvas 51gu19ntes en los puntos
que se indican:
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1006, y=a2*—4x3—18z* en el origen de coordenadas.
1007. 22 +2y+y* =23 en el punto (1; 1).

1008. - +-4-—1 en los vértices 4(a, 0) y B(0, b).

1009. z=1¢*, y=1% en el punto (1; 1).
1010. r®*=2a%cos2¢p en los vértices cuyos dngulos polares son
p=0y p=mr.

1011. ;En qué punto de la pardbola y*=8x su curvatura es igual
a 0,1287

{01 2. Hallar el vériice de la curva y=c¢*.
Hallar los radios de curvatura (en cualguier punto) de las lineas
siguientes:

1013. y=2a® (pardbola citbica).

1014, S+ 2o =1 (elipse).
4y Iy
1015. e R
1016. 2 =acos?i; y=asen®t (astroide).

1017. z=a(cost+isent); y=a(sent—tcost) (evolvente de la
circunferencia).

1018. r =qae*® (espiral logaritmica).
1019. r=a (1 4+cosg) (cardioide).

1020. Hallar el valor minimo del radio de curvatura de la
paribola y*=2pz.

1021. Demostrar que el radio de curvatura de la catenaria
y=ach~§- es igual a la longitud del segmento de la normal.

Calcular las coordenadas del centro de curvatura de las curvas
siguientes, en los puntos que se indican:

1022. zy=1 en el punto (1; 1).

1023. ay*=2z* en el punto (a, a).

[seribir las ecuaciones do las circunferencias osculatrices de las
curvas siguientes, en los puntos que se indican:

1024, y=2?—62+410 en el punto (3; 1).

1025. y=e¢* en el punto (0; 1).

Hallar la evoluta de las curvas:

1026. y*=2pz (parabola).
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1027, -E-:—+g—:-=1 (elipse).
1028. Demostrar que la evoluta de la cicloide
z=a(l—sent); y=a(l—cosi)
es una cicloide desplazada,
1029. Demostrar que la evoluta de la espiral logaritmica
r=aek?
también es una espiral logaritmica con el mismo polo.
1030. Demostrar que la curva (desarrollo de la circunferencia)
T=a(cost+tsent); y==a(sen{—Icost)
es la evolvente de la circunferencia z=acost; y=asent.



Capitule IV
INTEGRAL INDEFINIDA

1. Integraclon: Inmediata

las principales pai‘a la intogracidn.
i) SlF {z) =1/ (=), entonces

. W
{ 1@ d=F@+c,
donde € es una constante arbitraria.

2) E Af(x)dz=4Ad S f (z) d=, donde A4 es una constante.
3) Sm (@) % fo (@) dz=\ f, (@) dz = sz(x)dx-

4) Si S fﬂ(:.-:)jdo:=F(z)+C.’ ¥y u=gq(z), se tiene,

S flu)ydu=F (u)+C.

En particular,
(a4 dz=—tTF (a2 +B)+C (3% O).

2. Tabla de integrales inmediatas.

@ nHl "
1 Sa: dr= +1-{- s n=—1i.
1. S-%—:ln|z|+(,‘
1
IIL. S x”ifai =—a—arctg-%+6'_— —Tarcctg—-f-ci {a = 0)
dz i T—a
W S ze—a* ='§E-ln Ta +€ (o0
dx 1 a+z
S = In|2 I+c (@ £ 0).
v | 1/:: =ln|z+VFEFa|+C (@0
VL S #:arcson%—ké‘:—arccos %—}-C‘ (a >0}
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VIL Sa"dz-——.—-[-c (a>0) ngdz=e==+c.
VIII. Ssenzdz=—cosz+0

IX. gcosxdzmﬂenz-{—c

XS dz =tgz-C.

cos= &

XI. S senzx_-—ctgz-f-c

XII. S ™ =lIn|cosecz—ctg z |+ C.
XIII, S cj:z ~1n|tg(;"4_%)|+c:1n|tgx+sec=1+c.
XIV. Eshzdz—-chx—}—c

XV. Schzd.z_.sh.r—}-é'
XVI, S fr-=tha+C.
xvit | i~

Ejemplo 4. S (am5+bx+c)dz=s a:zdz+g bz d=+S cdz=
=aS z2dz+b S zdrf-c S dz=a -%?-+b%+ca:+c.

Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas
principales 1), 2) y 3) y las férmulas de integracién.

1031. S S5a2x® dz.
1032. \ (6z%+ 8z 3) dz.

1033.

1035.

1036.

S

|
1034. g a

§

Vo

8—1016
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)3 dz.

(
(Vz+1)(z—V z+1)dz.
(@2 41) (22—2) o

1038.

|
S
1039. S
|
S

1040. s
1041. (’“m;;”)” dz.
1042. { (V‘_‘_Eg;‘)* dz
1043. { ;757
1044, § %5
1045. { - fi;
1046. S v;ixz
t047. V2+1;‘,1,__—__%m dz. 1049, ) § otg?zds;
1048*. a) Stg’zd:; b) 5 cth? z dz.
b) S th z dz. 1050. | 8% da. J

3°. Integracidén mediante la introduccidn bajo el
signo de }a diferencial La regla 4) amplia considerablemente la
tabla de las integrales inmediatas. Precisamente, gracias a esta regla. la
tabla de las inlegrales es vdlida, independientcinenie de que la variable
de irétggraciéil sea una variable independiente o wuna funcién diferenciable.
jemplo

1
S?{-:t.E:%“S (Bz—2) 2d(5z—2):
1 3 4
{E T2 1 w1 (5z—=2?% 2 ——
=TS” du---5—--1—+6'—-5-—1—-——|—6’_.-5-'1/5x—-2+6,
B Z

donde se supuso u=5z—2. Se empled la regla 4) y la integral I de la tabla.
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- p e L{ 2 __ L)y VITH)4c.
Ejemplo S]/i—}-x‘ S'I/1+( =i n (z24 V1429) 4-C

De forma implicita, so considerd que u==z2 y se empled Ia regla 4) y la
integral V de la tabla.
Ejemplo 4 gmﬂe"adx -y g & d(z 3)__-—e"‘1—|-0 de acuerdo con la

regla 4) y la 1ntegral VII de Ja tahln

En los ejemplos 2, 3 31 4, antes de aplicar las integrales de la tabla,
transformamos la :ntogral ada a la forma

E g (x)) @ (%) dz= S f () du, dondo w=q(z).

Este tipo de transformacién se llama intreduceidn bajo el wgmde la
diferencial.

Es convenienfe sefialar las transformaciones do las diferenciales que so
emplean con frecuencia, como son las que se utilizaron en los ejemplos 2 y 3:

a) d.r=— d{ax+b) (e == 0); b) .-:dz:-;i- d (z2) y otras semejantes.

Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas
principales y las férmulas de integracidn.

£ o dz : 1063* z
10517, { 2% 63*. S_‘"vx s o,
2z-+3
1052>+. { 22 da. 1066 § V’"*‘I“" z.
= 1—13=z
053, | 775 de. 1065. S—_~3xji5.
rdz 0
054, § =5 1066. { 22
- b
1055. { 2=tlay, ; de
S c.:—}—iﬂ 1067. S e am
1056. S'}’;_iidx. (0 < b < a).
2
1057 {ZEIzkly, 1068. {7 ds.
3
058, {2t 1069. {5y do
2—5 6
1059. S (a -+ xb_a ? de. 1070. Szj*j_—z;'dz-
E dz
1060°, § =1 da. 071, § o
bdy 10 dx
1061. S-yiry 72. Swmm.
1062. §Ve—bzds. 1073. {2523 d.

8»
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1074. . 1093. { e-e*+0zdz.
1075. S 3;“1::4@. 1094. S 2.7 dz
X
1
1076. 243 d. 3
& S V2 vy 1095. S;—zd:r.
x dz o
077, § 3% 1096, {57F2.
1078, | o5 " e
© 2B EE 1097. S —— dz.
axr--b s
o )
Lk S prrme 1098. S eV a—be da.
1080, { -~ £ HE
V"; —= 1099, S (5 +1)3 ed da.
£
1081. \ ode. N
1100%. § 575
1082. S ool v e
Va1 o1, | 205
arcsen x o
1083. /25 e moz. {2
o —
x
arctg & pooefdt
1103,
1084. Swdx. \ i
1085. Kx_-}{;'f;__g‘ﬁdx_ 1104. Ssen (a -+ bz) dz
dx z
1086. . 11905, €08 ———dx
SV(1+xz)1n(x+ V1ta?) S Ve
1087. S ae~™ dx. 1106. S (cos ax+sen az)* dx
1088. S 428% g, 1107. S cosV 7 1‘;“’;. .
I
1089. S (g‘_e—f) dt. {108. S sen (lg x)‘% .
x ®
1090. S(e“+e °) dz. 11092 Ssenzxdx.
X pxy2
1091. S (¢ PR L dz. 1110%, S cos? z dz.
o | i
1092. S a'\/ﬁ dz. 1111, S_sec"’_(aa:—}- b) dz.
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£0s ax
J sen®az
sen 3z

1412, ctg? ax dz. 1128,

1129.

8 4- cos 3z
SenTCOST
Vcostz— Seniz

5 |
BEs s
ti14. 5'3cos 5x”_ : 1131. QV1+.5cos“:csen2zdx

g |

| &

S

{
|

1113.
1130.

1115. s ax+b) 1132. tg? --sec“ da:.
Lo cosﬂ:c?- 1133. S z;,zg:c
1117. z sen (1—3:“‘ T R 3
£134. *dx
1118. i )2dx. peaniy
sna:v' 1135. Si—+—s§1§3z
119. {tgadz SRR
$ g {cos ex-}-sen azx)?
+ 1136. 1IN do.
1420. Sctgxdz g
z 1137. S —acthz
1121. Scugmdz.
; 1138. R(2sh51-—~3ch5:c}d:r
1122. _%. .
te= 1139. Ss htz dz.
— dx o
1123. \t s
g gV z Ve 1140, S
1124. Smctg(m2+1)dx. 1141, S f;.
dr i
1125. S sen z 6O0S T 1142. S shzchx )
1126. S cosZ sen —dz. 1143. S th z dz.
a a
1127. Ssenaﬁxcosﬁ:rd:r. 1144. Scthxdz.
Hallar las siguientes integrales indefinidas:
1145. S:c-ffg__—z* dz. 1447, S%dz.

23 —1 .
1146- S mdﬁ. 1148. S xe—* dx.
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1156.

1157,
1158.
1159,
1160.
1164.

1162,

1164,
1165.

1166.

1167,

Lol
b
[+
i
|
]
S
"
ws
H
=¥

dx

(2+z7) iy -

SeN X cos 7 dx.

2]

sen (z2) '

S eArclgx oo In(1-pa2)f1 e

1-Fx2

1168.

1169,

£170.
1171.
1172,
1173.
1174.

1175.

1176,

1177.
1178.

1179.

1180.

1181.

1182,

1183.
1184.

1185.

Sen & — Ccos x
senz-fcosz

LS
( sen V2) i

&
SE1 m—

V2

a2
dz.

u
% T
) o4

Hﬂ"\-
:-—h
il ||
s
-
2,
N

Y
&
=
2
“
&
=
R
5]

dx
@rhFa—bhe
0 << b << a).

o
1/ﬁx-—2dx
dz
sen az cos az
2nt
(‘;TI——E' ‘Po)df--

dx
{(4—1In*z) °

—

n
(4]
]

[

vef &
[~
B

-
=
(2]
=
=]
71

—_2

=

e~®*gec?z dz.

Sénx cos x
V2—sent =
dzx
sen?zcos?z
arcsen z -z
-*T7I::i5—-dx.
S sec T iz
Ve £ 1

fm LR gy LTy 2D e B & Crrd By e LR D S
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1186. R . j_‘foig’h z. 1189. sz ch (2% 4-3) do.
dz 3th:l:

187, { e - t190. § S

1188. 1/1“ “f”_ﬁf“)d

§ 2, Método de sustltucion

1°. Sustituecidn o cambio de variable ea la integral
indefinida. Poniendo

z=0(th

donde £ es una nueva variable ¥y @ una funcién continua diferenciable,
tendremos: :

S fmdz——g fIp (19 (&) dt. )

La funcién ¢ se procura elogir de tal manera, que el segundo miembro de
la férmula (f) tome una forma més adecuada para ]a integraeidn,
Ejemplo 1. Hallar

S z '[/Eh—"i-d:c.

Solucién. Es natural poner t="1z—1, de donde z=t241, y de=
=2t dt. Por consiguiente:

S 2 VzAde= S (12 4-1) £-2¢ a:::zg (441 dt =
5 3
=212 ppo—t @142 @—1+C.
3 a 3
Algunas veces se emplea la sustitucién del tipo

u=mp (z).

Supongamos, que hemos conseguide transformar la expresién subinte-
gral [ (z)dz a la forma siguiente:

f (2) dx =g {u) du, donde u=¢ (z).

Sila K g (u) du es conocida, es decir,

{ g au=rut+c
tendremos
{ 1@ az=Flo@1+C

Este procedimienlo es ¢l que ya utilizamos en el § 1, 3°
Los ejemplos 2, 3 ¥ 4 (§ 1) se podrian haber resuelto de la forma siguients:
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Ejemplo 2. uﬂSx—'z; du=5dz; dz= du.

I.- c.nl.—h

[ -]

V=515

+c = -%- V5z=3%+c¢.

l\:lll—‘h

Ejemplo 3. u=g? du=2sds: xdz:d—;.

—‘;—ln -+ VIFud)+C=

=%ln (224 ViFzh+-C.

zdz i S du

S Vita 2 3 Vigad

Ejemplo 4. u=2z% du=23z%dz; :r”dx=d—

i
= .
S zﬂe"sdz=—;—s e“du=—}e“+c=%e‘s+0.

2*. Sustituciones trigonométricas.

1) Si la integral contiene el radical }/e®—2z%, peneralmente se hace
z=ua sen t; de donde

Vai—=z2=acost.

2) 8i la integral contiene el radical |/z2—a?, se hace z==qa sec ¢; de donde

Vza—aﬁ:a tgt.
3} Si la integral contiense ! radical /=% aZ, se hace z=2¢ tg £; de donde

1/::2-{-::2:4 sec t.

Hay que advertir, que las sustituciones trigonométricas no son siempre
las més convenientes,

En ciertos cases, en lugar de las sustitaciones trigonométricas, es pre-
forible emplear las sustituciones hiperbilicas, cuyo cardcter es andlogo
{véase el ej. 1209).

En el § 9 se trata més detalladamente de las sustituciones trigono-
métricas e hiperbdlicas,

Ejemplo 5 Hallar

S ———v232+1 dx.
z

Solucién, Hacemos x=tgt. Por consiguiente, dz=?ﬁﬁ- 5
S 'Vx*:tidz__ S Vig®t41 _dt  _p sentcostt dt
22 tg2t cos?t — son? ¢ cos?t
dt sen® ¢ 4 cos? ¢ dt cos ¢
_S sen?tcost _S senZt.cos ¢ dt_S cost +S senﬂt'#z'
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==lo|tg ~sect|— se.:n +C=In)tgt+)/T+tg?t|—

Viltpd: 1/ 2
——-Ki—,;"}f'—-gi'”ﬂf——k(,*:inu-;-vm |——°;—'}'-5~ +c.

1191, Haillar las siguientes integrales, utilizando para ello las
sustituciones indicadas:

z V22"’ T

d.
b) S ex_-{z-f’ z= —Int;

c) Sx(5x2—3)7dx, 522 — 3=
d)S_;mi_T_T, t=Vz+1;

) S cos zdz
ViFseniz '

t=sen r.

Hallar las integrales siguientes, empleando para ello las susti-
tuciones mas adecuadas:

1192, Sx(2x+5)1“dx 1197. S_‘.‘.‘.'-“E__‘%”-dx.
1193. g Hir“tf_ dz. 1198. \ Vex+1
1194. § - sz+ 1 1199. S:f:j; dz.
R
1196. { P,

Hallar las siguientes integrales, empleando sustituciones tri-
gonomeéfricas:

1201, g% 1205. gﬂzﬂdx.
1202. { %. 1206% | ﬁ_—;—s
1203, S J—/I—Z?“—“ dz. 1207. S V=2 dz.
1204°. S ';T/"f:?
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1208. Calcular la integral

dzx
S z(1—a)
valiéndose de la sustitucién z =sen?t.
1209. Hallar

g Vaz '+‘ z! d.'l?.
einpleando la sustitucion hiperbdlica z=ash t.

Solucidn. Tenemos, [/ a?Fz2="1/ a2 a2sh?iemachty dz=ach tdi.
Da don.da, *

S ]//aﬂ+x-d..ﬂ:——_s acht-achidt=
h 2¢-F-1 a? 1
= a2 i —as Y S O L Ces
a Sch tdt—a S 5 dat 5 (2 sh&:-}-z)-}-c
a2
g (shteht)+C.

Como
Va2t zt
cht e

Vi z2
efecht-{-shc=”++a-.

o]

sht=

tendremos en definitiva:
A e ——— 2 o ——
S VaiFzide = % Vaifz2+ _az_ In(z+ Vad++z8)+4Cy,
3
donde 6'1=C-—aT Ina os una nueva constante arbitraria.
1210. Hallar
S x¥dz
Ver—az '

haciendo z=ach?.

§ 3. Integracion por parfes

Férmula para la integracidn por partes. Si u=¢(x)
y v =19 (z) son funciones diferenciables, tendremos dque
il
\ udu=uv-«-g vdu,

t

Ejemplo 1. Hallar
S zln z dz.
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2
Poniendo u=In %} dv=x dz, tendremos du == i:- ; v=E2—. De donde,
L z2 dxr z% 23
S xlnzdz_Tlnz—S TT—TIH;E——T—{—C.

A veces, para reducir la integral dada a una inmediata, hay quo emplear
varias veces la férmula de integracién por partes. En algunos casos, valiba-
dose de la integracién por partes, se obtiene una ecuacién, de la que se
determina la integral buscada.

Ejemplo 2. Hallar

S e® cosxdr.

Tenemos

Sﬁcos::dz:S e d {(sen x) =e* sen x — S e son x de=c¢" gen x4

-+ S e* d {cos z) =e" sen x-¢® cos T— S e¥ cos x dz.
Por consiguiente, .
e® 08 2 dz = €~ 5en & - e™ cos ¥ — S e¥ cos x dx,
de donde
S &% o8 xdz=-"'; (sen #-4cos 2)-C.

Hallar las siguientes integrales, utilizando la férmula para la
integracidn por partes:

211, {nede. 19207, Smag-%dz.

1212. { arctg da. 1221. { zsenccossde.
1213. 3 arcsan:cé:c. 1222*, S(x2+5z+6)cos2xd.r.
1214. stenxdx. 1223, S 2% 1n 2 dz.

1215, chosSxdm. 1224, S In? z da.

1216. { -2 dz. 1225. { 12F da.

1217, § 2.2%da. 1226. | _‘"; dz.

1218%*, S 2% dx. 1227. Sxarctgxdx.

1219*. S (a2~ 2z +5) ¢ dz. 1228. | zarcsenz da.
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1229, S In (24 142 dz 1233. S 3°cos z dx.
1230. { 255 1234, { e**senbaan.
1231, | 202 da. 1235. { sen (Inz)dz.
1232. Se" sen z dx
Hallar las siguientes integrales, empleando diferentes proce-
dimientos:
1236, { a%-=dz 26, | rsenVE g,
v —_
1237. | ¢V¥ da 1247, S z tg? 2z dz.
1238, S (2% =2z +3) In z dz. 1248. S ST
T
1239, { zln {75 dz. 1249. { cos* (In) dz.
Inz 2
1240. | 2o de. 1250+, | CERnd
In (ln ) dz
1241, S e 1251, S e
1242, S z? arctg 3z dz. 1252*, S a*—zdde
1243. S z (arctg z)? dz. 1253%, S VA4 dx
1244. arcsen z)? dz. * 5ax
| ¢ ) (2se, | 2
arcsen &
1245. S iy

§ 4. Integrales elementales que contlenen un trinomlo cuadrado

ma-+n
et e M
rincipal de cdleulo consiste en reducir el trinomio de segundo grado a la

orma:
L

1°, Integrales del tipo S procedimiento

ea?d-brfe=a (2 kY241,

donde & y [ son constanies, Para efectuar la transformacién (1), lo mas
comodo es completar cuadrados en el trinomio de segundo grado. También se
puede emplear la sustitucién

2ar-t-b=t.
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8i m=0, reduciendo el trinomio de segundo grado a la forma (1), obte-
nemos lasg inte%rales inmediatas III o IV (véase § 1, 2°, tabla de las inte-

grales elemontales).
Ejemplo 1.
S dz _ 1 S dx
28 —5z+17 2 5 25 T_25
(ﬂ"z'Z”"' 16)"‘('2‘ 15)
5 5 Co
t d(”_'ci") 1 1 %
=3 = ——arctg ——-}C=
(3_3_)2+ﬂ 2 Y3 /51
4 1 4 4
2 4r—5
= ~———arch — -}-C.
. /31 £V +

8i m=£0, del numerador se separa la dorivada 2ez-}b del trinomio
de segunde grado

%(2ax+b}+(n—’;‘—§)

mz--n i
S azd-bx ¢ a2 S ax?bz+c
m mb dz
=g lnl @t betof+ (n =TT ) S - e el

da =

y de esta forma nos encontramos con una integral como la que analizamos
mas acriba,

Ejemplo 2.
1 1
5 (2—1)—=s
jv:cﬂ_x_i d$=S i d‘t:?]n{zg“‘-‘l’-‘liﬂ
d(z 1)
1 i 1 ¢ 21— VE
=_.]nlza—..",'—1}—'" _ln _I+c.
2 (,,__1_)2_5,_ 2 S s
2 4
2°, Integrales del tipo S mz-n .
Vﬂs-i-bx-.-c

Los métodos de cdlcufo son andlogos a los examinados mas arriba. En defi-
njtiva Ola integral se reduce.a la V iniegral inmediata, si a >0, y a la VI,
8ia<0,

Ejemplo 3°

dz 1 dx s dz—3
S VEire— VI faﬁ_—(z..i)z" - A
; 16 4
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Ejomplo 4°.
43 1 2z 42 dx
\ v et v et e
=V@F2+2 +2In (e 14 VaiF2z+2)+C.
3. Integrales del tipo
dz
(ma+-n) ]/m ’

Utilizande J]a sustitncidn inversa

1
mx4-n

estas intograles se reduceu al tipo 2°,
Ejemplo 5. Hallar

- dx
S (z+1) V21

Solucidén. Ponemos

-'I:-'{"i =_}{‘|
de donde
dt
d:c=—t—s-
Tenemos:
dt
dz m T S dt -
(@+1) VTt “}, ]/(%_",)EM Vit tae
L dt 1 1 1
TR e = — e I [ — 2 — |+
l/fjl 12, 1 % | 2 2
V{(-3)+1
o 1-—x+1/2(z2+1)l &
+C= V5 ln| s +-C.

4°. Integrales del tipo S'\/az‘3+bz+c dz. Completando cua-

drados en el trinomio de segundo grado, esta integral so reduce & una de
las dos integrales principales siguientes (véanse los Nos, Nos 1252y 1253):

. s I PR Lo e a2 x
1) S '\/a —z*dz—f VeE==z2 +~—2-arcson ?+C'.

2) S VAT Ade=5 VAT A+5 |zt VFTFA|+C.
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Ejemplo 6.
SVI—Ex :cﬁd:c—S VI=ATaRd (1 +42)=

ﬂ+” VI=Zz 2% +arcsen % I/ H—C-

Hallar las integrales:

dx 26
1255. Sm . 1268, S xV1—~32
da
1256. S z2 2z ° 1269. S x]/r3+z—1
dx
1257, \ ",
SSzﬁ_z—!-1 1270. S (z—1) l/zz 3
1958, g e HAE p
Y Z 3 1271. ‘ = ;
1259. S s s Vz .
ETETE 1272. SVx2+zx+5 de.
5 (‘7"_1)
1260. { G da 1273. \ Vz—a7da.
x2dx g
1261, § 5 274 {Ve—z—eaz.
dx
12 . e ———————
BE g Vo 82— 228 1275. S — mﬁj
1263. S—-i‘?""‘;_ 3 cos z
]/'.1-:—;:z 1276. S son® z—Gsenx 412 dz.
1264, S —'_......-i-_:....._-‘-—* ; e dx
Verfpatg 1277. R ViseFrow
3z —6
i % —_— .
265 S Vel—iats 1278. S Vcos~ie—[fl—: fj” =
1266. Sﬁg_d_g In zdz
Vi—z—2z% 1279, g P s e
1267. { 2 i
¥ 1V 52T =8z--1

§ 5. Integracion de funclomes raclonales

f°. Métodode os coeficientes indeterminados. La inte-
gracion de una funcion racional, después de separar la parte entera, se
reduce a la integracién de una fraccwn racional propia

P (z)

Tt =
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donde P(z) y Q(x) son polinomios enteros y el grado del numerador P (z)
03 msepor que el del denominador Q (z).
i

A
Q) =(c—a)* ... (z—0"
donde 4, .... I son las diferentos raices reales del polinomio Q(z} ¥y &, ..., A4
son ndmeros naturales (grados de multiplicidad de las raices), la fraceidn (1)
podra descomponerse en fracciones simples:

P (=) — Ay Ay Ay 3
Q@ = F—a TE—ap ot

L L
R G s

Ly
(z—0"
Para calcular los cooficientes indeterminados Ay, 4y, ... L, ambas partes
de la identidad (2) se reducen a la forma entera y, %iuspués, se ignalan los
coeficienies de cada una de las potencias ipuales de la variable z (primer
frocedimiento). También se pueden calcular estos cocficionies igoa-
ando la #, en la igualdad (2) o en su equivalente, a ciertos nfimeros debi-
damente elegidos (segundo procedimionto)

Ejemplo 4. Fallar
zdr
| iz

T—1) @+

2

Solucidén Tenemos:
T A Bl Bz
(z-—1) (x4-1)2 ::—1+:c-f-1 +(:c—{~1}‘3 k

de donde
o= A{z+1)2+4 By (z—1) (z4-1)4- By (z—1). (3)

a) Primer procedimiento para la determinacidn de los coeficientes. Copiamos
la identidad (3} dandole la forma

z = (A By) 224- (244 By) {4 — B — By).
Igualando los coeficiontos de cada una de las potencias iguales de z, tenemos
UﬁA—‘-Bi: 1=’2A+B2; OﬂA—Bi—Bg.

De¢ donde

1 1 1
A_T' Bi—--—"'4—, Bg=?.

b) Segundo procedimiento para la determinacién de los coeficientes. Haciendo
z=1 en la identidad (3), tendremos:

1=24.4, es decir, 4 ——-% 5
Haciondo z= —1, tendremos:
—4=—B;-2, es decir, Bg——-—%.
Haciendo después z=0, tendremos:
Q=A4—B,—B8B,,

es decir, By=A—By= -—-}.
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Por consiguiente,
1 ¢ dx 1 iz 1 dz
e Ve Vortr |

1 1 i o
=Tln |z—1 |—zln|z+1 !-—-m-{-(« =

1 1 r—1
e ——— .
N i T e 1 i
Ejemplo 2. Hallar
dx 2
S Bt
Solucidén. Tenemos,
1 i A B C
223 1z z(zx—1)2 _?—1' z—1 £y (x—1)2
¥
i=A{(z— 12+ Bz (x~-1)-4-Cz. {4)

Al resolver este ejemplo, se vecomionda combinar los dos procedimientos
para la determimacion de los coelicientes. Utilizando el segundo procedi-
miento, hacemos r=0 en la identidad (4) y obtenemos 1= 4. Luoego, haciendo
z=1, tendremos quo 4=C. Después, empleando ¢! primer procedimiento,
jguiatamos en la identidad (4) los coeficicatos de 22 Tendremos:

0=A1L5, os docir, 5= —1.
De esta forma,
A=l, B=—1y C=t.

Por consiguiente,

d dz da 1
I=S _’”,ﬁs i +S (I_"i)s —lnjz[—In|2z—1]|— +-C.

& x—1

3i el polinomio @ {z) tiene raices complejas ¢ < ib de multipticidad &,
en la descomposicion (2} entran ademds fracciones simples de fa forma

Myx-4-Ny Mpzt Ny (5)
e el A RN S e o Mol
z2-f-pr—i-¢ (22 pz-|- g}

donde
224 pr 4 g =[2—(a+ )] [z — (e — iB)]

v M, Ny ..., My, Nj son cocficientes indoterminados gue se calculan por
los procodimientos indicados méas arriba, Cuando #&=1, la fraccién (5)
ge integra directamente; cuando k >>1, se emplea el procedimienio de reduc-
cién, recomendindose que previamenie se le dé al trinomio de segundo grado

2 2
22+ pz—+¢q la forma (a:+f—£) b (qﬁ—%«) y s haga la suslitucion x+%=z.
Ejemplo 3. Hallar

x+1 L
\ w g et

Solucidén. Como
a24-bdz 5= (r42)2L11,

9—1016
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poniendo z+4-2=2z, tenemos:

I=S z—1 dz=§ zdz S (14-22)—z2 5

[CES (@12 ) (F1)2 :
4 dz 1 1
=_2W+U"Szu4+sm[*2w+n]=_2@+n_

z 1 . z-4+1 _
—E!.I'Ct.g z—-m—l-? B.I'Gt.g 1= —--—-'—-2 (22+ 1)

1 - z+3 1
g arctg z+C=— m—w?arctg {(z4+2)+C.

2°. Método de Ostrogradski. 8i Q (s} ticno raices multiples,
se tiens,

P . X(=z) Yz} .
Voo e=aat) e -
donde @, (z} es el miximo comin divisor del polinomie Q{z} y de su deri-
vada Q' (z);
Qa(z)=0Q (2} : Q¢ (=)

X (z) ¢ Y(z) gon polinomios con coeficientes indeterminados, cuyos grados

son menores en una unidad que los de Q; (z) ¥ Q5 (=}, respectivamente.
Los coeficientes indeterminades de los pelinomios X (x) ¢ ¥ {z} se calculan

derivando la identidad (6).
Ejemplo 4. Hallaz

dx
S {z8-1)2 °
Solucidn.

dr  Aa*4-Bx{-C | Dzz—}—Ex+Fd
S @—1x 51 "'S T—1 a

Derivande esta identidad, tendremos:
1 _ (2424B)(z8—1)—3:2 (4524 B2 +-C) | Dr?+4Es+F
(w3 —1)2 (B—1)2 [
o bien,
1=(24z+ B) (z3 — 1) — 322 (422 }- Bz} C) - (Da2 - Ez -+ F) {23 —1).
Igualando los coeficientes de las correspoadiontes potoncias de z, tendremos
D=0; E—A=0, F=2F=0; DH4-3C=0; E$+24=0;
B+ F=—1;

do donde
i 2

¥, por consiguicate,
S(d:: 1 x ___is tlx ) ™

B=1r T8 @—1 3 7 —1
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Para calcular la intogral del segundo miembro de la ignaldad (7), des-
en fracciones elementales:

componemos la fraceidn
P 3 —1

5 Mzt N

x3—1 ..":—1 2o z¥z 41’

es decir,
1=1 (@2 4z 1)+ Mz (z=1) 4N {z—1). (8)
Poniendo z=1, tendremos que Ln%.

Igualnudo los coeficientes de las potencias iguales de z en ambos miem-
bros de Ja igualdad (8), hallamos:

L4-M=0, L—N=1;
es decir,

Por lo tanto,
S dx “"LS dx __‘_l_g 242 p—
Z8 =1 3 z—1 3 z2 -1
1 2z--1

=—;—1nlx—1|—?ln(:c2+ﬂ=+i)— 75 e+ 6
¥y
S (xati_mnz 17 +gin x::-fi-;i ] 3*?/5 = 2?\/21 Flere
Hallar las integrales:
1280. { . 1288, { s dn.
1281, { Z=F 8 as. 1289. { 5 11))2 o
1282. § e—netreTy 1290. § 2oy de
1283. S(z_fj’;‘f;ﬁ;}—(gi_ 702 1201. S “_f(‘:,f{_*‘i; de.
1284, { 2 —dz. 1292. Srdx
1285. § - b S(zz T CTRETS
1286. S%‘;—Zd:g. 1294 S x-’—i—i
1287. { =T t0 4 1205. {

o%
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dx dz
1296. | ST 1299, § perreree
3.4
1297. R (H - 1300. S e de
. 3x-F0
1208. { ooy i

Hallar las integrales siguientes, utilizando el método de Ostro-
gradski:

dz da
B0l § - 908 { e
d al— 22242
1302. { == 1304. \ = da.

Hallar las integrales siguientes, ocmpleando diversos procedi-
mientos:

dz
1305. § e ¢ BEi ST@TIT
. 74-73
1306. S xm”;erl 2. 311, { - %H)ﬂ
—x4-14 ;
1307. S"(?_T)a(x—:gdm- 1312, S (xs+zm+z)(r2+zx+a)
d z2dzx
1308. SWZW 1313. { " 1)10'
i i
1309. { e 1314, { =
§ 6. Infegracion de algunas funciones Irracionales
1. Integrales dcl tipo
£z, ?’z
ol az+b U ax+b .
SHi_x'(cz-}-a') it (e.r—|—r£ Jafx, )

donde R c¢s unu funcidn racional y py G P2 g -..50N0
numeros enteros.
Las integrales del tipo (1) se ballan valiéndose de la sustilucién

ax—-b -

cx--d

L]

donde n es el minimo cominmiltiplo de los niimeros g,, ¢, -+ -

Ejemplo 1. Hallar

S dz
Viz—1—y3z—1
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Solucidén La sustitucion 2o—1=24 reduce la intogral a la forma

S dx _S 2:3dz_28 zédz
Vot Vet B ) =1

=2 S (z+1+:i—i) dz=(z4+1)2421In|z—114C=
=15 =1+ (} Te—1 —1)*+C.

Hallar las integrales:

1315. szdi d. 1321. S;lﬁzd:c.
1316. S ]?%fﬁ];' 1322 S (2__xf§/1__$.
1317, S Vx-+-1fvx+1 . 1823 Sx 1/5—}@.
1318. S VET- e 1324, Sf/ ;_ﬁd:c
1319. { %:: da: 1325 S;%dx
1320. S _K*’““ini i
2°. Integrales del tipo
|
donstznsui:gn(:)qﬁes un polinomio de grado n
\ %fz@ () VaTFoaTe+h | TJI—TT" . B

donde Qn_, (x) es un polinomio de grado {(n—1) con coeficientes indetermi-
nados y A e3 un namero.

Los coeficientos del polinomio Qn_y (¥) ¥ ¢l nimero A se hallan deri-
vando la identidad (3).

Ejemplo 2.
2V PrAde= wdf-4at
S o Yl A de S Vi dr=
j——t— dx
= (Az3 - Bz - Cx - D) [V 224+ M S m_ﬁ—__ﬁ .
De donde
ot dad — (3423 4-2Bz - C) V——x2+4+(Az3+]3x2+Cx+D)x+ A .

Val+d Vet VP +4
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Multiplicando por |/2+4 e igualando los coeficiontes de las potencias
iguales de z, obtenemos: '
1 LT T
A=-{?‘ B=0; C—-z-, D=0; A=—2.
Por consiguiente,
e T o p— D
S @ VAT ade="0Z VITh—21n (e V FFD +C.

3°. Integrales del tipo

dz
= 4
) oo Vet g
Se reducen al tipo de integrales (2) valiéndose de la sustitucién
1 =1
z—g
Hallar 1as integrales;
x% dx da
1326. ST/W 1329. § v
1897, — i N U S
S VY1—==at = 10 S (z-1)3 Y222z
19\ iy . T
{ i 1331 S e d2
4° Integrales de las diferenciales binomias
S ™ (a-Fbz™)P dx, {5)

donde m,ny p son nimeros racionales.

Condiciones de Chébichev. La integral (5) puede expresarse
por medio de una combinacién finita de funciones elementales tdnicamente
on los tres casos que siguen:

1) cuando p es nimero entoro;

2) cuando Z

- es nimero entero. Aqui se emplea la sustitucién
a~-bxt=z%, donde f es el divisor de la fraceién p;
m 5
3) cuando a5 -+p es nimero entero. En este caso se empler la sus-

titucion az=nb =19,
Ejemplo 3. Hallar

3“—“4—"‘:
Vaz
]
il
i Sy o B 1 mg1 —Tt
Solucidn. Aquf m==i R p=-; T=—I_=2'

Por consiguients, tenemos ol 2) caso de integrabilidad.
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La sustitucidn
'l+3%==zs
nos da: z=(s3—1)% dz =122 (z3—1)*dz, Por lo quo
=t 1L
I=S z 2 (1+x"‘)3dz=123 ‘_E%%idz:
— 12§ (@i =3 85040,

donde
e=V 11z
Hallar las integrales:
g .
1332. Sx3(1+2x2) ? de. 1335. S - ﬁ:’f:‘“ﬁ
1333, S‘,}]ET 1836, | —=— .
M -
* 2? (24-29)°
1334. 1337.

S -'——'—"'i;"xm .
V&V 1+yw

S dx
RVEEw-
§ 7. Infegracton de funclones trigonométricas

1°, Integrales del tipo
S sen™ x co8" zde=Jm,n, {1)

donde myr son nimeros entoros.
1) Cuando m=2%-1 es un ntmero impar y positivo, se supone

Iman=— S sen®* r cos® z d (cos z) = — S (1—cos? x)* cos™ z d (cos z).

De forma anéloga se procede cuando 7z es un pimerp impar positivo.

Ejemplo 1,

senil z senld z
i1 13 +&

g senlVz cosd zdr = S senl? z {1 —sen? z) d (sen z)=

2) Cuando m y n son miimeros pares y positivos, la expresion subinte-
gral (1) se transforma valiéndose de las f6rmulas:

son? z==-;— (1—cos 27), cos? z=% (1-}~cos 2z),

sen « COS z=-‘:- sen 2z.
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Ejemplo 2.

S cos? 3z send Bz dz == S {cos 3z seu 3z)2 sen® 3z de =

sen?6x 1 —cosb 1
= r £ A = tiog e g == — S (sen? 6z — sen? 6z cos 6x) de =
3 4 2 8
:l (Lﬂ—saﬂ‘%mt}ﬂsﬁz)dx:
8 2
1 ¢z sent2r 1
— s i i e 3R %
8 ( 3 oE - Ao m)“H'
3) Cuando m=-—p y n=—v som nlmeros enteros, negativos y paros
del mismo orden, tenemos
Imon= S —-m--dx—--z S cosect z s6c¥ "2z d (tgx)=
sen™ z cos¥ x
n ol ety
1 iy _— P (11g2 2) 2
= ) [ 2 2 e e R S 1 x).
V (14s) T 0+e e g o= o d (g
A este caso se reducen, en particular, las integrales
s x n
S dz 1 d(?) S dz d(“""?)
sontz 2*—1 SR | B e TV cos¥ z v( _{‘_) '
sen 5 cos 5 sen” | 24 5

Ejemplo 3.
de 7 » . o ._1.
S m’cosix_s seczxd(tgz)—s (14-1g2 x) d (tg ) =1tg =+ 3 1g® z4-C.

Ejemplo 4.

dz 1 dzx 1 e
S MSEH:’J-‘:E S —— ="8' S tg 3-55908—2-633::
send -« cos? —
2 2
2
(1+tg9 -f’-)
i 2 9 %
= sec? —dr=
8 o = 2
2
_ 2 -3 2 z zY _
=z ) [ gr—stus]e(eg)=
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4) Las integrales de la forma \ tg™zdz[o \ clgMzdz], donde m es
un nimero entero y positivo, se calculan valiéndose de la férmula
tg? z =sec? 2 —1
(0 de la correspondiente ctg? x = cosec?z—1).
Ljemplo 5.

,3
S tgladz= S tg? x (sec? :.x'—fl)c;i':!!:“'3 x—S tg2rdr=

3 3 g
= g E_E_'gf_s (sec2x—1)dx_~tg_; —tg z4-z+C.

5) En el caso general, las intograles Im,n de la forma (f) se calculan
por medio de férmulas de reduccion (formulas de recurrencia), que se deducen,
opdinariamente, empleando la integracién por partes.

Ejemplo 6.
S dﬁ _Ssunax—f;cosﬂ.xdxz S — sm:]a: d..z—}-g i F
CosY & COs+ & COosS* & coOs
1 1 cos z
=S oty 2 S P Fod S cosz
Sen T 1
=m+ilnltgm+%cxi+c.
Hallar Ias integrales:
1338. { costwda. 347, § 25
1339. S sen’® z dz. 1348. S .
1340. S sen® 7 ¢os? z d. 1349. S g.r:d
o x «
1341. S sen® - cos’ - dir. 1350. S AT 6054 = .
c0sb x
1342. S 208 dr. 1351. K max S —
1343. Ssen“:cd:c 1352. S .
a6n — COS &
1344. S sen® zcos? z dzx. K
son (z-{--—i—) .
1345. S sen?z cos' z dz. 1353, ————rtdu.
1346. S cos® 3z dz. 1354. S P
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do

de

1355. S sec® 4z da. 1360.
1356. S tg? 5z dz. 1361.
1357. Sctg"’xda:. 1362.
1358. S ctgt x dz. 1363.
1359. S (tg“%»-}«tg‘%) dz. 1364.

2°. Integrales de las formas:

g genmzsennr dz ¥ g COS mz COs hx dz.

En estos casos so smplean las férmulas:

z sen?z2 dzx,

S
sen®z / cos z dz.

dz
Vserzcos¥

S
)
|
|

S sen mx Cos nx dz,

1) sen mz cos nz:% [sen (m+4-n} z+4 sen (m —n) z];

4) sen mzx sen nx =% [cos {m—n) z—cos (m--n) z];

3) cos ma cos nx -_—.-% [cos (i —n) & 4-cos (m+-n) z].

Ejemple 7.

S sen Bz sen z dr = S -12-[1:058::—003 10.1:]&3:_Esen8m——-

Hallar las infegrales:

1365. S sen 3z cos 5z dz. 1369,
1366. S sen 10z sen 15z dz. 1370.
1367. S cos3-cos ¢ dz. 1371.
1368. S sen -;— coS —235 dz. 1372.

8°, Integrales de la forma

S R (sen z, cos z) dz,

nde R es una funcién racieonal
1) Valiéndose de la sustitucién

donde
Sen ¥ =

35 Sen 10z-}-C.

coszcos? 3rdzx.

|
|
)
)

cos{az{-b)cos{ez—b)dz.

sen ot sen (! 4 @) dt.

sen z sen 2z sen 3z dz.

@
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las integrales de la forma (2} se reducen a integrales de funciones racioma-
les de la nueva variable i.

Ejemplo 8. Hallar

dz =7
1+tsenz-fcosz
Solucidén. Supeniendo tg -g—-= ¢, tendremos:

2dit
1422 d:

‘I—t3=S 1+¢

= " Py
tirEtire

=ln|1+t}+c=lnli+tg%}+0.

2) Si se verifica la identidad
R{—senz, --cosz)= H({senz, cosz),
para reducir la integral (2) a la forma raciomal se puede emplear la susti-

tucidn tg z=t.
En este caso,

t 1
sen L= oSz =
ViFe '’ TyTia
1 di
Z=R].'Ctgt, dx:ﬂ——'t_"'
Ejomplo 9. Hallar
o BE sy 3)
{{-sen2zx _
Solucidn. Poniendo
2
tgz=1, senﬂz-———t—, tix—*d—t,
1 ¢2 1+ 2
tendremos:
I"S dt _S dt _1S d{t/2)
= z = T35 Y Ta(:1/9)¢
(402 (14 r ) 142 Y2 d 14(V2)

1 1 =
=—arctg (t V2}+C=—=arctg (V2 tg z}-+-C.
e Va4 VR Vi
Dehe advertirse que la integral (3) se calcula mas de prisa si el nume-
rador y ol denominador de la fraccién se dividenm previamente por cos?z,

En algunos casos concretos es conveniente ¢l empleo de procedimientes
artificiales (véase el ejemplo N° 1379).

Hallar las integrales:

dz oS T
1373. S e - 1375. S T dz.

1374. S e AE 1376. S _Sens g

sen x-4-cos z 1—senx
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1377, S 8-—4send:-|-'?con : 15847 S scnax—;f:;n zeosz '
1378, S €05 x+;§cn 243 ° 1580 S (1"8‘0'::’:@ -
1379++, { Jrensdiooss 1886. { ey do-

1380. ;t:gxdx- Lo8z. S cossiofszndz

1381, { 1388. | ot da.
1382%, S Sscn‘-!zjfE e 1389%. S {2—sen xt)iz’-}-sen )
1383*. Ssen2x+3sen1xcmx—coszx' 1390~ S ﬁ%mdi

§ 8. Integracion de funclones hiperhollcas
La integracién de las funciones hiperbdlicas es completamente andloga

a la inlegracion do las funcioncs trigonométricas.
Deben rocordarse las siguientes férmulas principales:

1) ch?z—sh2z=1;

2 shﬂxa--g)—(ch 2r—1);
3) chzz— % (ch 2z+1);

4} shxchz:-%‘- sh 2z,
Ejemplo 1. Hallar
5 ch? zdz.

Solucidén. Tenemos:

S ch?zdzr = S %(ch 2e+4-1) d.x=%— sh2x+%x+€.

Ejemplo 2. Hallar
S chd z dz.

Solucién Tenomos:

S Py 1Y . S ¢h? 2 d (sh z) = S (1+sh® z) 4 (sh z) = sh x-;-m-}-c.
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Hallar las integrales:

1391. Sshsxdx 1397. Sth"xd:c
1392. gc ht z dz. 1398, Scth4xdx
1393. Ss Sxchedz. 1399, Ss ch%.
1394, Sshsmhsmdx. 1400. sthwschz
1395. Sbhmh 1401, § 25
1396. Ssmmhz 1402. Si‘/“;i‘; ;

§ 9. Empleo de sustituclones trigonométricas e hiperbolicas para el calculo
de integrales de la forma

Rz, Vazii{bz+ec)dz, 1)

donde R es una funcidn racional.

'«i  Transformando c¢l trinomie de segundo grado ez?4-bz-c¢ en una suma
o resta de cuadrados, reducimos la integral (1) a una de las integrales de
las formas siguientes:

1) S E(z, VmE—z?) dz;
2) S R (z, Vm2+22) dz;
S R(z, V8—m?) dz.

Estas tdltimas infegrales se resuclvon valiéndose, respectivamente, de
las sustituciones:

i) s=msent 0 z=mtht,
2y z=mtgt o z=mshi,
3) z=msect 0 z=mchi.
Ljemplo 1. Tallar
S dz 8
(@+12 Vaf2zt2
Solucidéa. Tonemos:
222242 = (x| 1)2-1.

Pongamos z4 f=tgt, en cuyo caso dr==sec2tdt v

- S dz _S sec? ¢ dt S cost e
(z4-1)2 VzF 1B lg? tscc £ sen?t T
1/ 22 -L 2% L2
p— | o 1/ 2 —}-2::—1—2_'_0'

sen i

z41
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Ejemplo 2. Hallar
SxVx“+x+1da:=I.

Solucidén. Tenemos:

24zt 1= (x-}-%)g-}-% .

Peniendo
+_2..=¥ sht y dz_.l/é ch tdt,
obtendremos:
I=S(V53h‘ _'-1_)_1_/__3 V3chtd!
2 2
3 3
% Sshzch tdt——= Sch tdt=
a 3
=§._g_é.°h3‘_.g.(_shzch:+—r)+c
Como

® 1 __. :
shs—‘/g(m-lra) cht= ‘l/z-+-z+-i

t=In (x+%+1/£2“_+x+1)+1n?§,
definitivamente, tendremos:

3
I= 5 @+e )T —7 (obg ) VEFeFI-

— o (e Hg+ VAETEET) 4.
Hallar las integrales:

1403. \ V3—=2z—a%dz. 1409. \ Va2 —6az—1 dz.

1404. Vz+x~dx 1410. (m2+x+1)3dm

1405.

|
|
\ 7%
1406. S
|
|

S
|
Vs $411. S
VE=3z 12 d. 14125‘
Ve \ i ==
|

I£

(x—1) V:c2 3z 2

(= —*2:«"4—0)

1407, —4 dz. 1413.

’]_..Lxﬂ) |/ —3'2

1408. \ Y@tz dz. 1414.

VIS
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§ 10. Integraclon de diversas funciones transcendentes

Hallar las integrales:

1445, S(x’-}-i)"’e”‘dx.
1416. { 2* cos? 3 da.
1417. stenzcoszzdx.
1418. S ¥ sen® x dz.
1419, Se"senxsen?:xd:r.
1420. Sxe"cosxd:c.

1421. Sm
taz. § =22 Ve*“+ex+1
1423. Sxﬂu’”““’dx
1424. Slnﬂ(x+m)dz
1425. Sxarccos(Sx 2) dz.
1426. Ssen:c.&.hxdx

§ 11, Empleo de las fo?mulas de redeceion

hallar I, e I3,

1427, I= { (x2+ 7
1428, I, = S sen"z dz; hallar 7, e Is.
1429, In = o s

; hallar 75 e 1.

1[{30- fn:S xnehx dﬂ:; hallal‘ fw.

§ 12. Integracion de distintas funclones

t431. j;;‘“‘—

4z4-9 °
z—5

1432, S 2x+z
1433.

xﬂ.‘.x.{,..——
1434 § g
1485 | GrapteTer -
1436 § i@y

d
1437. | — =8
dz
1438, \ =y
dz
1439, \ 2.
3—4x
1aa. | (LA
dzx
taaz. Yoz



144

Integral indefinida

1443. S 11/‘7;;“‘
1444, S "”‘2+ TR T
29:-} 1
1445. S (4t — {(dat — 2z 4-1)8
1446. %/5_33-4-1/,_;:‘
1647, | =y (xg_i)s
z dx
1448, Siﬂg =
xdx
1449, S'l/i——».!ﬂ—-’c“*
tap0; 2L,
..":2+'1)"‘
1451, Q(__xu_é___._z =
1452, SVxﬂ 9 dz.
1453. SVx_aix'wx.
dx
4 ———
1454, § e
1459. ix]/x2+2x—|—2dx.
i dx
145{). UM/H—EE_E__1'
1457. V‘j” —
- dx
1458, { T
1459.7 %5;‘ dz.
1460. E costx dx

1461.

1462,

1463,

1464,
1465.

1466,

1467.
1468,

1469,
1470.

1471.

1472.

1473.

1474.

1475,

1476.
1477,
1478.

CO8 & sen5 z "

2ﬂ0nx+ico:a z—5"

cos2 L2 senzcosx+
-{-2 sen® x

aen . son Sen « SO 2%

(2-+- cos a:) (d +cosz}’
2
sec? x dr
Vigiz4-4tg 241
__cosar
Verd- sel:t2 as:

Mcﬂmmm -y fw Bd
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1479.
1480.
1481.
1482
1483.

1484.
1485.
1486.
1487.
1488,
1489.

£0—1018

|
|
|
) ot e
| T e
S
¥ e
|
) s
| ===
S

z%In 1 -z da.
xrarc g
V
z 31:
sen -2- 55 da.

{sen z - cos )% ~{- cos )2 °

(tg z+1 ysenz °
shzch z dz.

shzrchz
shez rch? z .z

1490, j = da.
(1)

101, | 25 do.
1492. S(a,—e—i) 10°2% dz.

1493. S Ve o 1da.

1494. ““’tg"’ dz.

1:495. arcsen = d:c

1496. \ cos(Ilnz)daz.

1498. \ zarctg (2z + 3) da.

1499. \ arcsen 'z dz.

g
)
1497. S — 3z) sen 5z dz.
|
|
|

1500. { |z|da.



Capitulo V

INTEGRAL DEFINIDA

§ 1. La Integral definida como limite de una suma

1°. Suma integral. Sea f(z) una funcidn definida en ol segmento
aLeLb ¥y a=ap<C < ... < xy=0 una division arbitraria de este seg-
mento en » puries (fig. 37). La suma do la forma

-1

Sp= 2 f(ED Az, )

i
donde z; < &y < #igy; A2i= 2y — 24
i=0,1, 2, ... (n~1),
recibe el nombre de suma integral de la funcion f(zx) en [a, . S, Topre-

senta geométricamente ja swmna algébrica de las dreas de los correspondien-
tes paralelogramos (véase la fig. 37).

i

%,

7] a=g,Ep 3 Y /.r,., E T~

Fig. 37

22, Integral dofinida., EI iimite do la suma Sp, cuando el
nimero n de divisiones tiende al infinito y la mayor de las diferencias Ax;
tiende a cero, so llama integral definide de la funcion f(x) entre los limites
z=a y =0, ovs deeir,

n—1i b
i M ; = dz. ¢
m_gﬁoéﬂ f (8 Az S f () de ©

Si la funcién f(z) es conlinua en [a, #], también serd integrable cn [a, &],
os decir, ol Hmite (2) existe, independientemente del método gue se emplee
para dividir el segmento de integracion [a, b] en segmenlos parciales y de
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la oleccidon de los puntos E; dentre de dichos segmentos. La integral (2),
dofinida geométricamente, es de por si la suma algébrica de ias dreas de
las figuras quo forman el trapecio mixtilinco adBb, on ¢l que las droas
do Jas partes situadas sobre el eje OX se toman con signo positivo, mieniras
que las areas de las partes que se encuentran bajo el eje OX s¢ toman con
signo negativo (véase la [ig. 37).

ri
Yy
4
y=a
2
% O ot
[
Fig. 38 Fig. 39

La definicién de la suma intogral y de la integral definida se genera-
lJizan, paturalmente, a) caso cuando a > b,
Ejemplo £, Formar la suma integral &, para la funcién

[{e)=1+=

en el segmento [1, 10], dividiendo este intervalo cn n partes iguales y
eligiendo los puntes E; de forma quo ceincidan con los extromos izquierdos
de los segmentos parciales [zy, x;.¢]. ¢A qué cs igual el lin}}Sn?

Ti=r

Solucidén. Aquf Ax;=10n;1=% ¥ §l=$£=¢o+iﬁzi=1+%-
De donde ,f(’éf)=1—}-1-}-%:2-{-—1i . Por consiguiente {fig. 38},
o iy %9 18 81
F .
San f(%i)A$i=2 (2+T) -;=—ﬁ—-ﬂ+;§-(0+1+..,+n——-1\=
i=0 i=0
ooy BLnln—1)_ ., . Bi 1y o1 8
=184 5 g o (1) =88 2~ o,
. lim S,,zss—;-.
TL=—oo

Ejemplo 2. Hallar el firca del tridngulo mixtilince, limitado por el
arco de la paribola y==z2, cl e¢je OX y la vertical z=a (e >0).

Solucidén. Dividimos la base 2 en n partes iguales A:c=%‘ Eligien-
do ¢} valor de la funcidn en el comienzo de cada segmonto, tendremos:

vy =0 n=(5) 1 n=[2(£)*]; .- m=[~n 21",
10+
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El drea de los rectingulos inscritos se caleula multiplicando cada ya por

la base &x—_——% (fig. 39). Sumando, obtenemos el drea de la figura esca-
‘lonada

Sp=2 (-:-)z [1+22+3ﬂ+...+(n—1}%].

Utilizando Ia férmula de la suma do los cuadrados de los niimeros enteros

i et @r 1)
G 1
=1
hailamos
_a¥(p—1n(2rn—1)

L 6n? !

de donde, pasando al limite, obtenemos:.’

£ i s =1 (2n—1) a3
e isy= oy Gro T

Caleular ‘las integrales definidas siguientes, considerandolas como
limites de las correspondientes sumas intograles,

b i
1501. de. 1503. | o*da.
a ]

a 10
1502. { (vo-+gt) dt, 1504, Szxdx.
b .

v, ¥ g son constantes.

1505*, \ z%dzx.

Ll I 3

1506*. Hallar el area del trapecio mixtilineo, limitado por la
hipérbola
] s

1
y=“x_s

el eje OX y las dos ordenadas: z=a y z=b (0<Ta<<bd).
1507, Hallar

sen ¢ dt.

/()=

ot——91
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§ 2. Calculo de 1as Integrales definidas por medio de Indeflnidas

1°. Integral definida con e] limite superior varia-
ble. Si la funcién f(f} es continua en el segmento (a, d[, la lunecidn

x

F(2)= S flyat

P a
es una funcién primitiva de f (), es decir,
F'(z)=f(z) para a L z b,

2°. Férmula de Newton-Leibniz. Si F'{x)=f(x); se tiene,
b

S {{z)dz=F (z) I:: =F (})—F (a).
La funcién primitiva F(z) se calcula hallando la integral indofinida
S f(z)dz=F (2)4C.

Ejemplo 1. Hallar la integral

3
S z1ldz,
e
3
5 ia LA QR {—A
Solucidn. Stzﬁldz...-g- T T_eia z
1508. Sea
b
I={ s ®>a>1).
Hallar:

df dr

Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

x x3
1509. 7 (z)= Slntdz (20). 1511, F(&)=\ eat.
i x
g vz
1540. F{z)= S Vis#d. 1512 I= Scos(t")dt (z>0).
a i
&



150 Integral definida

1513. Hallar los puntos extremos de la funcién

= i Snt 4t en ol campo x >=0.

Utilizando la {6rmula do Newien-Leibniz, hallar las siguientes
integrales:

i X
dz "" t
1514. \ et 1516. | ¢'dr.
0 —_
= x
1515, | 5. 1517. { costat.
" 3

|
(]

Valiéndose de las integrales definidas, hallar los !limites de
las sumas:

1518**, lim ( o + T+ - ’{"%ﬁfi‘) :

n—+oo

* 1
1519%*. lim (“?L'T+n_+?z'+"'+m)-

1P 4271

1520. ,}:E”L—ntﬁ— (p=>0).

Calcular las integrales:

2 i

1521, { (%224 3)da. 1527. éxzﬁsz%
i
- i yb dy

1522. \ (V22 z)dz. 1528. Sﬁ
o 1

i
4 — < dx

1528. {Liligy tac. §a:2+4=:+5

i 4
dz
¢ 1530.

1524, \ Vi—Zda Eﬁ“?’”“
2 -
=N 1531, S s e

1525. b
¢ Vo432 L
i : 2

1526, | o8, 1532. lsec a da
=2 T
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Vi s
2
5 dz .
; | _ 1540. { tgzde.
1533 S} e — _81 i
4
1534. 3'§5—-—~__‘ii-—_.._. ¥
} PeEes t541. { ctgtoa
1535. §'17§ﬁ "
e:\:
= 1542. S; 3o 4o
1536. \cosﬂada !
3 1543, S chzdz
i
ki 0
1537 ( sen® @ d ¥ g
37. E 9 dg. 1544, | o2
z In2
. dz a
1538. § . 1545. { sh*zdz.
G
t539. { 20003 g
1

§ 3. Integrales improplas

1°. Integrales de las funciones no acotadas. Si una
funcidn f(z) no estd acotada en ningin eniormo del punto e, del segmenlo
fa. bJ, ¥ es continua cuando a<{zx<{c ¥y ¢<Cz<{b, de acuerdo con 1a defi-
nicion se supone:

b c—g b
§ f (2) dz =lim S f (2)dz+ Jim ch (2) da. (1)

Si existen y son finitos los limites del segundo miembro de la igualdad (1),
la integral impropia recibe el nombre de convergente. en ¢l caso contrario
seri divergente. Cuando c=a o c¢=2>5, la determinacién se simplifica de la
forma correspondicnte.
Si existe una funcién F(z), continua en el sogmento {a, ] tal, que
F' (x)=1 (z) para z == ¢ (primitiva generalizada), se tiene,
)

\ 1@ a=ro)—r@. @

n
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[
Si|f(x)| < F(x) pare a2l Yy g F(2)dz converge, la intégral (1)

a
también converge (criterio de comparacién).

S8i ftr) 20 ¥y :llrcn{f(z)jc——xjm}=A:;&co. A=0, es decir, f(z)~

P cuande z—>e¢, tendremos que: 1) si m <1, la integral (1) es

convergenle, 2) si m > 1, Ia integral (1) es divergente.
2° Integrales con limites infinitos. Si la funcién f(z)
es continua para a <z < o0, S8 supone que

oo b
S (z) do= lim S { (z) d= 3)

a

y Segiin gua exista o mno exista limite finite del segundo miembro de la
igualdad (3), la integral correspondienle recibird el nombre de convergente
o de divergente.

Andlogamente

b b

; ] 2 b
S f (%) d:..-—-.:a_lpii_nm S f(x)dz ¥y S f(z) dx=a_lj-r31m s f (=) d=.
—0 . a —00 Bothoo &

oo
8i|f{z)| < F(z) v la integral S F (z) d= converge, la integral (3) tam-
a

bién convergerd.
Si f(z) >0y lim {/(2) 2™} =4 =5 co, 4 =% 0, es decir, f (z) ~ x—‘:i cuando
X O
z=> ¢, tendremos gue:i 8i m>1, la integral (3) es convergente, 2) si
m< 1, Ia inlegral (3) es divergente.
Ejemplo 1,
—&

1S£§-=]im S —‘E-‘g--}-lim iii:’?--:]im (-%--—1)+lim (-%--—1):00

| * e~+f) R g x2 =0 =0
la integral ¢s divergente.
Ejemplo 2.
o®© b

dz ’ dz : 1
S} 1 +.’~"2 =1Ln:° S m—})ﬂ(arctgb-arctg 0)=-§- .

Ejemplo 3. Investipar la convergencia de la integral de Euler-Poisson

3’ ¢~ da, 4

=
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Solucidn., Se tiene,

-3 i

o0
§ ¥ o= § e dz-{—S e gz,
1

La primera de las dos integrales del seguudo miembro mno es impropia
v la segunda es convergente, va que e Le*para 2 21y
b

-
§ e*dr=lim ; e~*dzr=lim (—e-b-fe 1) =¢"1;

b=roo b0

por congiguiente, la_integral {4) es convergente.
Ejemplo 4. Investigar si es convergente la integral

=]

dz
\ w0 (5)
{

Solucidn. Cuando z —>-+co, tenemos:
1 1

Vo Palitdy] .

Como la integral

|
mlwl s
e
+
I
Hmlw! sl

es convorgente, nuestra integral (5) también lo es.
Ejemplo 5 Investigar si es convergente la integral eliptica

1
S dz ' &)

Y e ik
01/13

Solucién. El punto de discontinuidad de Ja funcién subintegral es:
z==1, Aplicando la férmula de Lagrange a la diferencia f—z¢=(1—2)X
% (1 4=z} (1 422), obtenemos:

i 1 1 1

Vies  Vi—2)45 T
(A—2)" 2z}

e

donde z < z,< 1. Por consiguiente, cuando z —>1, tendremos

]/11_34 ~%( 11.1: )E'
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Como la integral

| (e

es convergente, la integral dada (6) también convergoerd.

Calcular las siguientes integrales impropias (o determinrar su
divergencia):

3 1
dz 3
sk g 1557. { SF
0 4 d zlnzr *
1547. S"’_: L
~1 [ dz
1 e 10)08- Sal—na—;.
1548. - 0
Ei 00
d
- 1559. S._.“ix (@>1).
1549. § = g
T oo
- dx
1550 § dz 1300, Sm (@>1).
I, _ a
b l/‘l—m§ ;
1551. ngx 1561. | ctg da.
1 0
=] o0
1552, { <55 1562. { e™dz  (k>>0).
il 6
1553. { 2 1563. {ZTEZ az.
1 1]
> dzx . K: dz
1554. 5 _‘i.-_+-z-2-. 1564. § (z2—1)2 ~
v dz 5 K dz
1555. | ——Frg 1565. § e
oo 1
1556. { senada. 1566. { T
] {
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Averiguar si son convergentes las integrales:
100

1
dx dx
1567. § ViR 1571. § -
=00 2 d
1568, | 22— . 1572, | 2=
c12z+]3’x2+1+5 ) Inz
a dz T sen
1569- ; ———— 1573. dx-
= 24 Vi ’Si 22
2

1570 § 2=
§ Va+1

1574%. Demostrar gue la integral de Euler, de 1% especie
(funcion beta) ’

1
B(p, 9)= | #"* (1 —a)*1dz

0
es convergente cuando p>0 y ¢>0.

1575% Demostrar, que la integral de Euler, de 2" especie,
(funcion gamma)

L' (p)= §z?"le"‘ dx

es convergente cuando p > 0.

§ 4, Cambio de variahle en la integral definida

Si la funcidén f(zx} es continua en el segmentoc a<{x b ¥ T=0(f} o8
una funcién coniinua conjuntamente con su derivada @’ (£}, en el segmento

a<t< B, donde a=¢@ix) v b=q ()., ¥ la funcién f[p(¢)] es definida
y continua en e] segmenio o<t < B, tenemos

b
S f(2)dz=
a
Ejemple 1. Hallar
[+
Sz2Va§~z2dx {a > 0).
0

flp (D19’ (2)dz.

QETh
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Solucidén. Hagamos
T=qasent,
dx=a cos t di.

x g
En este caso, {=arcson 73'. por consiguiente, se puede tomar w=
1

7 Por lo cual, tendremos:

=arcsen 0=0, f=arcsen 1=

Ly

a 2

§ z? Vet —ztds = g a? sen? +]/af—asen? f acos tdt=
b

ad
e

=g

o %

L

2
senZicosdidi= sen? 2t dif = S {(1—cosit)dt=
(]

cr_..--‘;wi:\
:e_...-—-.:m]:'l

F

z 1
__-i (f. ——Tson 43)

1576. ¢Se puede calcular la integral
' 2

§'|/i—_z‘da:

valiéndose de la sustitucién z=cos?
Transformar las siguientes integrales definidas valiéndose de
las sustituciones que se indican:

, £==sh{.

3
1577. \ Vz¥1dz, 2=2t—1. 1579.
1i

] et o} i
i
Wy
£

-

I
dz a

1578. \ —fe, z=sent. 1580. {(z)dz, z=arctg.
0

4 VYi=e

b =

1581. Para la integral
b
{i@dz (>0
a
indicar una sustitucién lineal entera

z = a4 B,
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que dé por resultado que los limites de integracién se hagan
respectivamente igunales a 0 y 1,

Utilizando las sustituciones que se indican, calcular las siguientes
integrales: ;

4
az
1582. -S,i-:—'l/é z=12,
L R
1583. g-{:&—ﬁd:ﬁ, x—2 =728
3
In2

1584. SVe’“'—_i dz, e —1=2zt
Q0

dt

i
1585, m, tg?:z.

dx
{+a?sena '

1586, tge=t,

Muin OT—a Y

Valiéndose de sustituciones adecuadas, calcular las integrales
Ind

1587, { V=% g, 1589. | SV,
i3 o
2
§ y=E=1 g a
588, \ X2 gx, 1590, | s
1588 S —" dr 9 §]2x+V3x+‘l

Calcular las integrales:

3 a
15 . —'._d.—.z—.. . — 2 .
o1 SITV32+5-’C+‘1 ! 1593 S]Vax Zdz
1 d 2 d
T &
1592, Sl e 1594. § .

1595. Demostrar, que si f(z) es una funcién par,

a a

S f(x)d:c=28f(x)d:r..

—a 0



158 Integral definida

Si, por el contrario, f(z) es una funcién impar,

a

S f(z) dz=0.
—a
1596, Demostrar, gque
§w e~ dg =2 § e~ dr = E f;; dz.
$597. Demoslrar, que
T
1 2
S dz - S senz .
ar¢cos T x
¢ 0
1598. Demostrar, que
n T
1 2
S f (sen ) dz = S f (cos z) di.
0 o

§ 5. Integracidn por parfes

Si las funciones u(z) y v(z) tienem derivadas continuas en el
-segmento [a, b], se tiene,
b “b b
S u(z)v (@) dz=u(z)v ()|~ S v{z)u (x) dx. 1)
a a [+

Calcular las siguientes integrales, empleando la [érmula de inte-
gracién por partes:

1599. \ zcoszdz. £603. \ xe*dxz.

1600, \ Inzda. 1604, \ e**cosbzdz (a=>0).

2

H
T Ot B0 Sy

23 dx. 1605. \ e**senbzxdz (a=>10).

=t 28 ot—>8 ot—~28

5

e*senx dx.
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1606**. Demostrar, que para la funcién gamma (véase el N°
1575) es valida la férmula de reduccién:

F(p+1)=pF(p) (p=>0).

Deducir de esto, que I'(n+41)=r!, si n es numero natural.
1607. Demostrar, que para la integral

vely

sen"zdr=\ cos"xzdx

Iri=

LI

(1
L= B (1

es valida la férmula de reduccion

n—1
=211,

Hallar I,, si » es un niimero natural. Utilizando la férmula

obtenida, calecular Iy ¥ 1.
1608. Calcular la integral siguiente (véase el N° 1574), em-
pleando reiteradamente la integracién por partes

1
B(p, )= § 21 (1 — z)t1 dz,

donde p y ¢ son numeros enteros y positivos.
1609*. Expresar por medio de B (funcién beta) la integral

Ina=\ sen™ zcos” z dz,

o U ]

s m y n son numeros enleros no negativos.

§ 6. Teorema del valor medie

1%, Acotacidén de las integrales. 8i [(z)F(x) para
2. x<Lb, se tiene
: -
S f@)ds < \ F(a) d. (1)
a &
Si f(z) ¥ @(2) son continuas para ¢ < «<b v, ademds, ¢ (z) >0, se tione,
b b
e@az< | 1@ e@ i< | 9@ az, @),

a i g

m

Q3
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doude m es el valor minimo absoluto y M el valor maximo absoluto de la
funcion f{zx) en el segmento (a, bl.
En particular, si ¢ (x) =1, se tiene

b

m (b—a) < g {(@)dz < M(b—a). @)

a

Las desigualdades (2) y (3) se pueden supstituir respectivamente por sus
equivalentes igualdades:

b b
S f@e@de=i@ | o
(19 (3

b

{ 1@ de=1®0—a),

a

donde ¢ y § son mitmeros que Se encuentran entre a y &.
Ejemplo 1. Acotar la intcgral

1/1+ sen?rda.
Solucidn. Como 0<Csen? 2«1, tendremos:

$<1<3 VT

1,57<I<1.9[.‘
29, Valor medio de la funecién. El nimero
b
t
p=bTaS f () dz,
(13

se llama valor medio de la funcién f(z) en el segmento ¢ Lz .

h..
ce,..-—-a (E15-

es decir,

1610*. Determinar el signo de las integrales siguientes. sin
calcularlas:

2w
a) g 2 dz; ) S UL P
=1 " 0

b)

am:l

zeosx d;
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1611. Determinar (sin calcularlas) cudl de las siguientes inte-
grales es mayor:

{ {
a) SVi-%x’dx 0 S.tdx

b} \ z¥sen?zdz o \ zsen®*zdz;

e dx o \ e*dz.

°)

LTI s O
ey e o

Hallar los valores medios de las siguientes funciones en los seg-
mentos que se indican:

1612, f(z) =22, 0<z<.
1613. f(z)=a+ bcosz, —NLTSN.
1614, f(z)==sen®z, Oz,
1615, f(z) =senz, Iz g,
i
dz ook £
1616. Demostrar, que la S} W esta comprendida entre

?A«O 67 y Vr ——~0,70. Hallar el valor exacto de esta integral.
Acotar las integrales:

N
i n
1617. S Vitztdz. 1620, { =)/ igz da.
0 i}
s
‘+‘l dzx 3 Senz
1618. 5 5 1621. S—de.
e 3
2n d
o ]
1619- é m .

1622. Integrando por partes, demostrar que
200n

0= 5 cosxd <100
100m

11-1£016
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§ 7. Areas de las flguras planas

1. E1 4rea on coordenadas cartesianas. Si una curva
continua se da en coordenadas cartesiapas por la ecuacién y =1 (x) [f (2} = 0],
el srea del trapecio mixtilineo, limitado por dicha curva, por dos verticales
on los puntos z=a ¥ z=>b y por el segmento del eje de abscisas ¢ Lz D
(fig. 40), se determina por la {drmula

]
s=s j(z)dz. (1)

Ejemplo 1. Calcular ol irea de la’ Iig.ui'a limitada por ia pardbola
2
y:%—, por las rectas z=1 y =3 y por el eje de abscisas (fig. 4i).

Y Y

7] a b X o1 1 3 5
Fig. 40 Fig. 4

Solucién. E) drea que se busca se expresa con la integral

x2 1
= ——nn = fj—
& § 5 dz 13 :

Ejemplo 2. Calcular el drea de la figura limitada por la curva
z=2=y—y? y el eje de ordenadas (fig. 42).

Soluciodon En este caso estan cambiados los ejes de coordenadas y,
por consiguionto, el frea que se busca se expresa con la integral

1
1
S= S (2—[{—9’2} dy:‘,’i? )
o 8
donde los limites de iniegracidén y;= —2 e ye=1 son las ordenadas de los

puntos de interseccion de la curva dada con el oje de ordenadas.
En un caso mds general, cuando el #rea § de la figura estd limitada
por dos curvas continuas y=/;(z) e y=fp(z) y por dos verticales z=a
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y 2=>, donde f; (z) < fo (z) para a<Cx b (fig. 43), tendremos:
B
s={ 1@—n @1 @

Ejemplo. 3. Calcular el drea 5 de la figura plana comprendida
entre las eurvas
p=2—z2%e pi=12x2 (3)
(Fig. 44).
Solucidn. Resolviendo simulténeaments el sistoma de ocuaciones (3),

hallamos los limites de integracion: z;=—1 y z»==1. De acuerdo con la
formula (2), obtenemos:

i
5
3 8
o S (2-—z2—x2/“)dx:(23._£__i23) _9
-1 3 5 -t

8i la curva se da por ¢cuaciones en forma paramétrica, z=g (f), y=P(1},
el frea del trapecio mixtilineo, limitade por esta curva, por dos verticales,

s
5

Fig. 42

z=a y z=> respectivamente, ¥ por el segmento del eje OX, se expresaré por
la integral
g

s={vovoa
31
donde #; v {5 se determinan de las ecnaciones
a=o ()} v b=q(t2) [P(z) >0 en ol segmento [zy, ts]].
Ejemplo & Hallar el frea de la elipse S (fig. 45), utilizande sus
ccuaciones paraméiricas
r=acost,
y=~>hsent.
Solucidén. En virtud de la simetria serd suficiente calcular el édrea
de una cuarta parte y, después, cuadruplicar el resultado. Poniendo en la

11
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ecuacion z=a cost¢ primero z=0 y después z=a, oblendremos los limites

de integracion: tlz%y ty=0. Por lo que

nab

sen ¢ dit=
4

t:a-"_.--".)ml:-l

0

%S: S bsena(—sent) dt=ab
&
3

¥, por consiguiente, S == mnab. . )
2°. El arca en coordenadas polares. Si la curva continua
se da en coordenadas polares por una ecuacién r=/{ (@), el 4rea del sector

Fig.44

AOB (fig. 46), limitado por ol arco de la curva y los dos radios polares
OA y 0B, correspondientes a los valores ¢y =c y ¢u=f, se expresa por la
integral
1 ¢ :
s=5 \ I/ (o)t dg.

[+1

Ejempto 5. Tallar el drea de la figura limitada por la lemniscata
de Bernouili 2=a?cos 2 (fig. 47).




Areas de las figuras planas 165

Selucién, Comeo .Ja curva es simétrica, delerminamos primero el
irea de une de sus cuadrantes

1

fu3

a? 17 1 % a2

SEh o P 2 : S | ) il
Z § == a? ¢os 29 dip 5 [ 5 sen2q>]0 T

l\.ln--
Lt

De donde § =a2.

“1623. Caleular el 4drea de la figura limitada por la pardbola
y=4x—z* y el eje de abscisas.
A624. Calcular el 4rea de la figura limitada por la curva
y7]n.x, el eje OX y la recta z—ce,
1625*. Hallar el drea de la figura limitada por la ecurva
yFEx(r—1)(z—2} y el ejo OX.
iz_(:1626. Hallar el 4rea de la figura limitada por la curva i®==z,
la recta y=1 y la vertical z=38.
1627. Calcular el 4rea dec la figura comprendida entre una
semionda de la sinusoide y=senz y el eje OX.
1628. Calcular el drca de la figura comprendida entre la curva
y=tgz, el cjo OX yla recta z:%.
1629. Hallar el drea de la figura comprendida entre la hipér-
bola zy=m? las verticales z=a y z=23a (¢a>0) y ¢l cjo OX.
1630. Hallar e} area de la figura comprendida enire la curva
de Agnesi y=ﬁ vy ¢l eje de abscisas. :
1631. Calcular el &rea de la figura limitada por la curva
y=2a7 la recta y=8 y el eje OY.
1632. Hallar el area de la figura limitada por las paribolas
B=—=2pz vy 22 =2py.
J 1633. Calcular el 4rea de la figura limilada por la pardbola
y2zx—zx? y la recta y= —z.
71634. Calcular el drea del segmento de la parabola y=2z%,
que corta la recta y—3—2z.
1635. Calcular el &rea de la figura comprendida entre las para-

bolas y=4z?2, y=z.72 y la recta y=2z.
1636. Calcular el area de la figura comprendida entre las pard-
2
bolas g=—z§- e y:é—%xﬂ.
1637. Calcular el area de la figura comprendida entre la curva
; 1 i o2
de Agnesi I=gray la pardhola y=-.

1638. Calcular ¢l drea de la figura limitada por las curvas
y=¢, y=¢* y la recta z=1.
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1639. Hallar el drea de la figura limitada por la hripérbala
2
-%2———?%=1 vy la recta z=2q.

1640*. Hallar el drea limitada por la astroide

g2 2z 2z
284 y? = qa3,

1641. Hallar el drea de la figura comprendida entre la catenaria

y:ach%,

el eje OY y la recta y:%(e’—[—i).

1642. Hallar el drea de la figura limitada por la curva
ay? = 2% (a2 — z?).

1643. Calcular el 4drea de la figura comprendida dentro de la
curva

(5 + ()=

1644. Hallar el drea de la figura comprendida entre la hipér-
bola equilétera z%-—y2=9, el ejoe OX y el didmetro que pasa por
el punto (5; 4).

1645. Hallar el drea de la figura comprendida emtre la curva
y=-31§, el eje OX y la recta z=1(z>1).

1646*. Hallar ol drea de la figura limitada por la cisoide
z;ix y su asintota z=2a (a > 0).

1647*. Hallar el drea de la figura comprendida entre el -estro-
z—(;fx:——a;- y su asintota {a>>0).

1648. Calcular el 4rea de las dos partes en que la pardbola
y* =2z divide al circulo 22 32=28.

1649. Calcular ol érea de la superficie comprendida entre la
circunferencia z%+-y?=16 y la pardbola 22 =12 (y—1).

1650. Hallar el drea contenida en el interior de la astroide

yt=

foide 3% =

r=acos®l; y=~hsen®s,

1651. Hallar el drea de la superficie comprendida entre el eje
OX y un arco de la cicloide

r=a(l—sent), y=a(l—cosi).
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1652. Hallar el 4rea de la figura limitada por una rama de la
trocoide

z=al—bsent,
O<<bga)

y=a—Dbocosi
y la tangente a la misma en sus puntos inferiores.
1653. Hallar el drea de la [igura limitada por la cardioide
' z=a(2cos {—cos 2t),
[ y=a(2sent—sen2t).

1654*, Hallar el drea de la figura limitada por el lazo del

folium de Descartes
3at . 3ai?

t=ger ISt
1655*. Hallar el &rea de la figura limitada por la cardioide
r=a(t+tcosg).
© 1656%, Hallar el drea comprendida entre la primera y segunda
espira de la espiral de Arquimedes r=ag (fig. 48).

1657. Hallar el irea de una de las hojas de la curva
r=acos 2¢.

1658. Hallar el drea limitada por la curva r®=a®sen 4g.

1659%. Hallar el drea limitada por la curva r=a sen 3@.

1660. Hallar el area limitada por el caracol de Pascal
r=2--cosq.

5 8

1664. Hallar el 4rea limitada por la pardbola r=asec? 5

y las semirectas q}=% ¥ tp=%.

1662. Hallar el drea de la figura limitada por la elipse

P=W(ﬁéa<1).
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1663. Hallar el drea de la figura limitada por la curva
r=_2acos3p, que estd fuera del circulo r=gq.
1664*, Hallar el Area limitada por la curva zt-}pf—az% 40,

§ 8. Longltud del arco de una curva

1°. Longitud del arco en coordemnadas rectangula-
res. La longitud s del arco de una carva regular y =/ (z), comprendida
entre dos puntos cuyas abscisas sean x—a ¥y =5, es igual a

[t3

S=§ Vity2ds.
b
Ejemplo 1. Tallar la longitud do la astroide z*/24-p*8—g%s
(fig. 49).
Solucidn. Derivando la ecuacién de la astroide, tendremos
p /3
y =mx1!s

a a
1 yifs aVMs 5
—4»5‘—-5 +$2fsdz_g md$=?ﬁ.
¢

De donde, s=268a.
2°. Longitud del arco de una curva dada en forma
parametrica. 5i la curva se da en ecuaciones de forma paramséirica

8=8a

o] 2za
Fig. 49 Fig.50

z=@(t} & y=1p (¢} (en que @ (¢) y 1 (f) tienen derivadas continuas), la lon-
gitud s del arco de la curva serd igual a

ig
s=S VEEiFgia, o
1

donde ¥; y t; son los valores del pardmetro correspondientes a los extremos
del arco.
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Ejemplo 2. Hallar la longitud de un arco de la cicloide (fig. 50).
{ z=ua (t—sent),
y=a({l—cosi).

- &
Sclucidon Tenemos a:’=§-:—==a(i—cost) e y’=d—‘z=asen £. Por lo

cual
2n o

s=§ Va2 (1 —cos t)?+-a% sen ¢ di =2a § sen-—‘-dt=8a,

2

Los limites de integracidn ¢ =0 y fp=2n corresponden a los puntos
oxtremos del arco de la cicloide.

: B

Fig. 51

Si una curva regular viene dada por una ecuacién r=f(¢) en coorde-
nadas polares r y ¢, la longitud ¢ del arco serd igual a

8
s= S VrEtride,
[

donde @ ¥ B son los valores del sAngule polar en los puntos extremos
del arco.
?

Ejemplo 3. Hallar la longitud total de la curvafr=a sens-,-_z—

(fig. 51). Toda la curva estd descrita por el punto (r, ¢} al variar ¢ desda.(}
hasta 3n.

' Solucién. Tenemos r’'=ea senz% cos-% por lo cual, la longitud

de todo el arco de la curva serd
3n

an
) rd ]
s=\ V a“sanﬁ—(g-+aﬂson‘i %—cos*%&p:a S senﬁ%dtp=§¥ 3

»

0 0
J 1665. Calcular la longitud del arco de la pardbola semicibica
y*=2z% desde el origen de coordenadas hasta el punto cuyas coor-

denadas son z=4, y=_.
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1666*, Hallar la longitud de la cateparia y=a ch% desde el
vértice A(0; a) hasta el punto B (b; k). .

1667. Calcular la longitud del arco de la pardbola y=2V)=z
desde =0 hasta z=1.

1668. Hallar la longitud del arco de la curva y=e&*, compren-
dido entre los puntos (0; 1) y (1; e).

1669. Hallar la longitud del arco de la curva y=Inz desde
z=73 hasta z=}'8.

1670. Hallar la longitud del arco y==arc sen(e¢™™) desde z=10
hasta z=1.

1671. Calcular la longitud del arco de Ia curva z=In sec y,

comprendido entre y=0 e y=13‘- s

1672. Hallar la longitud del arco de la curva x=% yz——;- Iny

desde y=1 hasta y=e.
1673. Hallar la longitud del arco de la rama derecha de la
tractriz

z=Va*—y*+aln

desde y =a hasta y="5(0<<b<Ta).

1674. Hallar la longitud de la parte cerrada de la curva 9ay*=
=z {z— 3a)*

1675. Hallar la longitud del arco de la curva y=In (cth %-)

desde z==a hasta x=b (0<<a<<b).
1676*. Hallar la longitud del arco de la evolvonte del circulo

a- "]/ag—yﬂ
¥

z=a{cost--tsent),

] desde =0 hasta :t=17.
y=a(sent—tcost)

1677. Hallar la longitud de la evoluta de la elipse
x=§cossz; 5 =§ sen®t (¢*=a%—b?).

1678. Hallar la longitud de la curva
z=a{2 cos{—cos 2t), ]
y=a (2 sent—sen 2{).

1679. Hallar 1a longitud de la primera espira de la espiral de
Arquimedes r=:ag.
1680. Hallar la longitud total de la cardioide

r=a(l4 cosg).
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1681. Hallar la longitud del arco de la parte de la pardbola
r=aseci% , cortada de la misma por la reecta vertical que pasa

por el polo.

1682. Hallar ia longitud del arco de la espiral hiperbélica
rg=1 desde el punto (2; é—) hasta el punto (-;—, 2) -

1683. Hallar la longitud del arco de la espiral logaritmica
r=ae™ (m >0), que se encuentra dentro del circulo r=a.

1684. Hallar la longitud del arco de la curva

q):%(r—l-%) desde r=1 hasta r=23.

§ 9. Volumenes de cuerpos solldos

1° Volumen de un cuerpo de revolucién. Los volimenes
de Jos cuerpos engendrados por Ja revolucién de un trapecio mixtilineo,
limitado Hor una curva y=/(a), el eje OX y dos verticales z==a y z=4,

alrededor de los ejes OX y OQY, se expresan, respectivamente, por las férmulas:
b b
1y Vx=n S yidz; 2) Vy=2n S zy dz *).
[r3 a

fjemplo 1. Calcular los voliimenes de los cuerpos engendrados por
la rotacién de la figura, limitada por una semionda do la sinusoide
y=senz y por el segmento 0 <z n del eje OX alrededor: a) dél eje OX
y b) del eje QY.

Solucidan.

n2
sen®zdr=—;

a) Vx-—--ﬂ 5

a3 d ot—31

b) Py =2n \ zsen »dsr=2m(—z cos o4 sen z)j = 2a2.
0

El volumen del cuerpo emgendrado por la rotacién alrededor dol eje OV
de la figura limitada por la curva x=g(y}), el eje OY y las dos paralelas

*} Sea un cuerpo engendrado por la revolucién alrodedor del sje OY de
un trapecio mixtilineo, limilado por la curva y=/(z) y por las rectas
z=a, z=b ¢ y=0. Como elemento del volumen de este cuerpo se toma el
volumen de una parte del mismo, engendrada por la rolacion alrededor del
eje OY de un rectingulo de lados y y dr, que se cncuentra a una dislancia z
dol sje OY. En cste c¢aso, el eclemento del volumen es:

b
dVy =2n zy dx, de donde Vy =2n s zy dr.

a
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y=c 8 y=d, puede determinarse por la formula:
d
Vy=m S 22 dy,
[+
que ge obtiene de la férmula 1), expuesta anteriormente, pormutando las
coordenadas z o y.
Si la curva se da de otro modo (en forma paramdtrica, en coordcnadas

polares, ctc ) en las fSrmulas anteriores hay que hacer ¢l correspondiente
cambio de variable de integracién.

Fig. 53

En ol caso mas general, los volimeunes de los cuerpos engendrados por
la rotacién de una figura, limitada por las curvas y ==/;(z) e yp=/2(2}
{siendo f; () </ fz{x)) ¥ por las rectas z=ga, z=4, alrededor de los ejes de
coordenadas OX y OY, serin respectivamente

>
ve=n{ - a
[r3
b
vy=an { 2@y de.
o
Ejemplo 2, Hallar el vojumen del tore, engendrado al girar el
circulo z2-+4-(y —b)2< a2 (b > o) alrededor del eje OX (fig. 52).
Soluci6én. Tenemos:
y1=b—1/3?'—7 e ys=b4 )V ef—zt
Por lo cunal
[

Vemn | [0+ VI—TP—(b— VE=2T) dz =

L
-
a

=4nb S VaT=2% dz=2n%%
—-a
esta fltima integral se resuelve haciendo la sustitucién r=a sen ).
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El volumen de un cuerpo, obtenido al girar un sector, limitado por un
arce de curva r:F(T) y dos radios polares g=ca, ¢==f, alrededor del eje
polar, se puede calcular por la formuia

B
Vp=%ﬁ s 73 sen ¢ dy.
G

Esta misma {6rmula es cbémodo aplicarla cwando se busca el volumen
de cuerpos engendrados por la rotacién, alrededor del eje polar, de figuras
limnitadas por cualquier curva cerrada, dada en coordenadas polares.

Ejemplo 3. Determinar o] volumen engendrado por Ja rotacién de
la curva r=ascn 2¢ alrededor del cje polar.

Solucidn.

2
Vp=2-7a

-::._-—-'aml.‘-l

L
2
73 sen @ dq)=—!?§- na3 S sen® 2¢ sen ¢ dp =
¢ £l
2

32 64

o ) 4 3 =t a3

Lt na § sen? g cos® p dg lOS“a .

2°, Cdlculo de los volimeues de jos cuerpos sdélidos

cuando se c¢onocen sus secciones transvorsales. &8i

§=25(z) es el drea de la seccién del cuerpe por un plano, perpendicular a

una recla determinada (que se tema como eje OX), en el punto de abscisa =,
el volumen de esle cuerpo serdt igual a

#3
V== ( S (z) dz,

x
1
donde z; ¥y z, son las abscisas de las secciones cxtremas de dicho cuerpo.

Ljempio 4 Determinar el volumen de una cuiia, cortada de un
cilindro circular por un plano, que pasando por el didmetiro de la hase
ectd Inclinado respecto a ella, formando un dngulo «. El radio de la base
es igual a R (fig. 53).

Solucién Tomamos como eje OX el didmetro de la hase, por el que
pasa el plano de corle, y como eje OY el diametro de la hase, perpendi-
cular al anterior. La ecuacién de la circunferencia de la Fase serd z2- y2= R2.

El érea de la scccién ABC, que se encuenira a la distancia z del
origen de coordenadas O, serd igual a

- oy | - | Lyl
§(z)=apr AABC= 3 AB-BC_-?W tg o= tg o
Por lo que el volumen que se busca de la cufia, es
R R
1 2
V=2 e ‘ Prtgadr=tgao K (R“»-—xz)dx*—*§tga1?3
b b

1685. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotacion,
alrededor del eje OX, de la superficie limitada por el eje OX y la
pardbola y=az—z?(a >0).
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1686. Hallar el vglumen del elipsoide, engendrado por la
2
rotacion de la elipse %—f—g,-:_it alrededor del eje OX.

1687. Hallar e! volumen del cuerpo engendrado al girar,
alrededor del eje OX, la superficie limitada por la catenaria

y=ach-z-, ol eje OX y las rectas z= 4 a.

1688. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar,
alrededor del eje OX, la curva y=sen®*z, en el intervalo z=0,
hasta z=m.

1689. Hallar el wvolumen del cuerpo engendrado al girar la
superficie limitada por la parabola semicibica y® =23, el eje OX
y la recta z=1, alrededor del eje OX.

1690. Hallar el volumen del cuerpoe engendrado al girar la:
misma superfiicie del problema 1689, alrededor del eje OY.

1691. Hallar los volumenes de los cuerpos engendrados al girar
las superficies limitadas por las lineas y=e", z=0 e y=0,
alrededor: a) del eje OX y b) del eje OY.

1692. Hallar ¢l volumen del cuerpo engendrado al girar, alre-
dedor del eje @Y, la parte de la pardbola y®=4az, que intercepta
la recta z=a.

1693. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre-
dedor de la recta x=a, la parte de la pardbola y®=4az, que se
intercepta por la misma recta.

1694. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar,
alrededor de la recta y= —p, la figura limitada por la pardbola

y*=2pz y por la recta a::-z—.
1695. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar,
alrededor del ejo OX, la superficie comprendida entre las pard-

bolas y==2% ¢ y=V .
1696. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre-
dedor del eje 0X, el lazo de la curva (z —4a) y* =az (£ — 3a) (¢ =>0).
1697. Hallar el volumen del cuerpo que se engondra al girar

3
la ¢isoide yﬁmzax_z , alrededor de su asintota z=2a.

1698. Hallar el volumen del paraboloide de revolucidn, si el
radio de su base es R y su altura es H. :

1699. Un segmento parabélico recto, de base igual a 2e¢ y de
altura % gira alrededor do su base. Determinar el volumen del
cuerpo de revolucién que se engendra («limén» de Cavalieri).

1700. Demostrar, que el volumen de la parte del cuerpo de
revolueién, engendrado al girar la hipérbola equildtera z® —y?=a*
alrededor del eje OX, que intercopta el plano z=2a, es igual al
volnmen de una esfera de radio a.
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1701. Hallar los volimenes de los cuerpos engendrados al girar
la figura limitada por un arco de la cicloide

‘z=a(t—sent), y=a(l—cosi)

y por el eje OX, alrededor: a) del eje OX, h) del eje OY ¥
¢) del eje de simetria de la figura.

1702. Hallar el wvolumen deol cuerpo engendrado al girar la
astroide z=¢qcos®?, y=~5sen®t alrededor del eje OY.

1703. Hallar el volumen del cuerpo que resulta de la rotacion
de la cardioide r=a (1 4+ cos¢) alrededor del eje polar.

1704. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la
curva r=gacos? ¢ alrededor del eje polar.

1705. Hallar el volumen. del obelisco, cuyas bases paralelas
son rectdngulos de lados A, B y a, & y la altura igual a A.

1706. Hallar el volumen del cono eliptico recto, cuya base es
una elipse de semiejes ¢ ¥ & y cuya altura es 1gua1 a h.

1707. Sobre las cuerdas de la astroide z%s - y%/s = a*/3, paralelas
al eje OX, se han construido unos cuadrados, cuyoes lados son
iguales a las longitudes de las cuerdas y los planos en que se
encuentran son perpendiculares al plano XOY. Hallar el volwnen
del cuerpo que forman estos cuadrados.

1708. Un circulo deformable se desplaza de tal forma, que uno
de los puntos de su circunferencia descansa sobre el eje OV, el

2 2
centro describe la elipse-%——{--%ﬁ—:i, mientras que €l plano del

circulo es perpendicular al plano XOY. Hallar el volumen del
cuerpo engendrado por dicho c¢irculo.

1709. El plano de un tridngulo mévil permanece perpendicular
al diametro fijo de un circulo de radio a. La base del triangulo
es Ia cuerda de dicho circulo, mientras que su vértice reshala por
una recta paralela al didmetro fijo, que se encuentra a una dis-
tancia 2 del plano del circulo. Hallar el volumen del cuerpo
{llamado conoide} engendrado por el movimiento de este tridngulo
desde un extremo del diametiro hasta el otro.

1710. Hallar el volumen del cuerpo limitado por los cilindyros
2 72=g% e y? 22 =gl

. 1711. Hallar el volumen del segmento del paraboloide eliptico
;’—p—;—-;?gx interceptade por el plano x=a.
1712. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el hiperbo-

loide de una hoja -;;4—-2;-- f =1 y los plauos z=0y z=h.

1713. Hallar el volumen del elipscide -;3-+ 32 H‘——i
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§ 10, Area de una superficie da revoluclon

El drea de una superficic engendrada por la rotacién, alrededor del eje
0X, del arco de una curva regular y =f(x), entre los puntos z=a¢ ¥ z=b,
se expresa por Ia férmula

b b
sx=on \ yozda—on |y VTFyRas 1)
(49

a

{(ds es 1a diferencial del arco de la curva).

Cuando la ccuacién de la curva se da de otra forma, el frea de la
superficio Sy se obtienc de la [¢rmula (1), efectuando los correspondientes
cambios do variables.

Y
20~ — — — 4
s
t
Zp—sla-z-™
| 1 e
0 na 2xa X
Fig 54 Fig. 55

Ejemplo 1. Mallar el &rea do la superficie engendrada al girar
alrededor del ejo Ox, el lazo de la curva

Jyt=zx (3—x)? (fig. 54).
Solucién Para la parte suporior de la curva, cunando 0z <3,
Lenemos: y:—;-«{B—z) Vz. Do aqui que la difcrencial del arce ds=
o1
% [V

dz. Partiendo de la férmula (1), el drea de la superficie serd

§=2n g -;—(3_@ Vz ;;ﬁ dz = 3.
2 xr

Ejemplo 2. Hallar el drea de la superficio engendrada al girar un
areo do la cicloide z=a{t—sent); y=a{l—cost?), alredodor do su eje de
simetria (fig. 55).

Solucién. La superficie que se busca estd emgendrada por la rota-
cion del arco 04 alrededor de la recta AB, cuya ecuacidn es z=ma.
Tomando y como variable independiente y teniondo en cuenta que el eje de
rolacion AR estd desplazado con respecto al ejo de coordenadas OY a una
distancia ma, tendremos

2a g
S=2n S (namx)—é-dy.
0
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Pasando a la variable ¢, obtenemos;
F1 A

§e=21 § (na_at—!-asent)]/ (i—f)z+(%)2dt=

t
=21 | (ne—ai+aseni)2asen ?dl._—"

(=T |

EL
t
=4:m*5 (nsen Td—--—tsen %-J,-sentsen%) dt =

=4mna® [ — 21 cos -;—-1-2: cos %—4 sen%-{-%sen‘-‘ -—E—JZ=8n (.1 -—%) a?.
“ . 1714. En la fig. 56 se dan las dimensiones de un espejo para-
bolico A0B. Hay que hallar la superficie de este espejo.

Y|

>}

A
|
J
1
l
!

ofFH
|
|
l

B
Fig. 56

1715. Hallar el 4rea de la superficie del chuso», que resulta
al girar una semionda de la sinusoide y=senz alrededor del
eje 0X. o

1716. ITallar el area de la superficie engendrada por la rotacién
de la parte de la tangentoide y=tgx, comprendida entre z =0
y :c=—i:—, alrededor dol eje OX,

1717. Hallar el area de la superficie engendrada por la rota-
cién, alrededor del eje OX, del arco de la curva y=e= compren-
dido entre =0 v 2= } co.

1718. Hallar el drea de Ia superficie (denominada catenoide),

engendrada por la rotaciéon de la catenaria y:ach% alrededor
del eje-OX, entre los limites 2=0 y z=a.
12—1016
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1719. Hallar el drea de la superficie de revolucién .de la
astroide z¥s--y%s=a*s alrededor del eje OY.

1720. Hallar el 4rea de la superficie de revolucién de la curva
x=%y“—-,i—1ny alrededor del eje OX. comprendida entre y=1
e y=e.

1724*. Hallar el drea de la superiicie del toro engendrado por
la rotacién del circulo 22 4 (y— b)* = a? alrededor del eje OX (b= a).

1722. Hallar ¢l frea de la superficie cngendrada al girar la
elipse 2+ L =1 alrededor: 1) del ejo OX; 2) del eje O (a>>b).

1723, Hallar ¢l drea de la superficie cngendrada al girar uno
de los arcos de la cicloide z=a{t—sent), y=a({l—cost) alrede-
dor: a) del eje OX; b) del eje OY; ¢) de la tangente a la cicloide
en su punto superior.

1724. Hallar el drea de la superficie engendrada por la rota-
ci6n, alrededor del eje OX, de la cardioide

r=a{2cost—cos ),
y=ea(2sent—sen2t).
1725. Hallar ol 4rea de la superficie engendrada al girar la
lomniscata »% =a?cos2¢ alrededor del eje polar.

1726. Hallar el 4rea de la superficie engendrada por la rotaci6én
de Ia cardioide r=2a (14 cos @) alrededor del eje polar.

§ 11. Momentos. Centros de gravedad. Teoremas do Guldin

1°, Momento estatico. Se denomina momente estdtico do un punto
material A, de masa m, situado a una distancia d del ejo I, con respecto
a este mismo eje I, a la magnilod

My=md.
Kecibe el nombre de momento estéfico de un sistema de n puntos mate-
riales, de masas my, Mo, ..., Mg, Situades en el mismo plano que el eje [,

con rospecto al cual se toman, y Separados de €1 por las distancias
dy, da, .\. dn, la suma
k8

M= E m;d;, H

i=1i

debiendo tomarse las distancias de los puntos que sc encucntren & un lado
del eje ! con signo mis (+). v los que estén al otro, con signo menos (—)
De forma anfiloga se determina el momento estdtico de un sistema de puntos
con respecto a un plano.

Si la masa veupa continuamente toda una }nea o una figura del plano
XO0Y, los momentos estiticos My y My respecto a los ejes de coordenadas
0X y OY, en lugar de la suma (i), se expresan por las correspondien tes
integrales. Cuando sc traia de figuras geométricas, la densidad se considera
ignal a la unidad, ’
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En particelar: 1) para la curva r=2z(s); y=y(s), donde el parimetro
es la longitud del arco, tenemos:

A L
Mx=§ y (s) ds; My=§ x (s) ds (2)
0

{ds=1/(d=)2+(dy)® es la diferoncial del arco);
2) para una figura plapa, limitada por la eurva y=y(z), el eje OX
¥ des vertieales x=2 ¢ y=1>, obtenemos:

b
S vlylde, My=
13

Ejemple 1. Hallar los momenlos cstiticos, respecto a ilos ejes OX
y OY, del tridngulo limitado por las rectas;

z 7. i i L
?+?_1, =0, y=0 (fig. 57).

My= z|y|dz. (N

o

st ——us

Solucidén. En este caso, y==»5 (1--—:—) . Aplicando la férmnla (3),
obtenemos:

a
2 32 2
B iy 20
i}

a 6
y
9 2
- - B
My—bsoa:(i u)dx— =~

2°. Momentos de inercia, Sedenomina momentodeinercia, respecto
a wn eje I, de un punfo malerial de¢ masa m, situade a una disiancia 4
de dicho eje I, al nfimoro Ij=md2,

~<
Ste—
|
|
I

b
. X
a| a X
Tig. 57 Fig 58
. Se da el nombre de momento de inercia, respecto a un eje I, de un
sisiema de n puntos materiales, de masas my, ms, ... my,, a la suma
n
{3: Zﬂ?id?,
i=t

12#%
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donde dy, dy, .... dp, son las distancias desde los puntos al eje I. Cuando
la masa es continua, en lugar de la suma, obtendremos la infegral corres-
pondiente. ’

Ejempio 2, Hallar ] momento de inercia do un tridingulo de base &
¥ altura h, respecto a su propia base.

Soluciodn. Tomamos la base del itriingule como eje OX y su allura
como sl OY ([ig. 58),

Dividimoy el triingulo en fajas horizontales infinitamente delgadas,
de cspesor dy, que juegan el papel de masas elementales dm. Empleando la
semojanza de tridngulos, obtenemos:

dmepd 2=Y gy
h
¥
b.
Al y=y2 dm:—}-l« ¥ (h—y)dy.

De donde
h

b 1 ;
Py g v3 (b —p) dy = biS.
b

3. Centre de grauvedad. Las ecoordenadas del centre de gravedad
de una figura plana {ya sea arco o superficie) de masa M, se calculan por las
férmulas :

— My — Mg

x= M ¥ y"’ _j‘!— L
Jdonde My y My son los momentos estdticos de las masas. Cuando se trata
de figuras geométricas, la masa M es numéricamente igual al correspondiente
arco o al Area. » o

Para las coordenadas dol centre de gravedad (z,:'y) de un arco de curva
plana y=j(z) {a <z <b), que une los puntos A(a:fla)) y B[
tenemas

B b B T —
§zds | o VTF@ERd= fvds Yy Vi+G)d=
_=A = T 5_=A ==

)

b b
§VI+GRd § VIF@ P

Las coordenadas del centro de fravcdad (._zE:—} del trapecio mixtilineo
a<lz<hb, 0 y<Cf{z), se pueden calcular por las formulas

b b
S zy dz % S y2dr
T e a
S S L y S *

b
donde S= E y dz es ol drea de la figura.

Férmulz(:s anglogas se emplean para hallar las coordenadas del centro de
gravedad de los cuerpos sélidos.

-
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Ejemplo 3. Hallar el centro d¢ gravedad del arco de la semicircun-
ferencia z?4p2=a? (y > 0) (fig- 59).
Solucidn. Tenemos

= a—x!' '=_.._1_
y="Va¥=2% y A=

adz

ds="Y1+ () dz= V__d—- i

De donde

Por consiguiente,
z=0; y= -6

4, Teoremas de Guldin.

Tecorema %% El'érea do la superficie engendrada por la rotacidén del
arco de una curva plapa alrededor de un eje, situado en el mismo plane

Y
ds

*C(E )

' o a X
Fig. 59

que la curva, pero que Ro se corta con ella, es igual al producto de la
longitad de dicho arco por la longitud de la circunierencia que describe el

centro de gravedad del mismo.

Teorema 2° El volumen del cuerpo engendrado por la rotacidn de
una figura plana alrededor de un eje, situado en el mismo plano que la
figura, pero que no ge corta con olla, es igual al producto del drea de dicha
figura por la longitud de la circunforencia que describe el centro de grave-

dad de la misma.
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1727. Hallar los momentos estdticos, respecto a los ejes de coor-
denadas, del segmento de la linea recta

x Yoo
?'*‘T'—ig

comprendido enire dichos ejes do coordenadas.

1728. Hallar los momentos estiticos del rectdngulo de lados
a y b, respecto a estos mismos lados.

1729. Hallar los momentos estiticos, respecto a los ejes OX
y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del tridngulo
limitado por las rectas: z+y=a, 2=0 ¢ y=0.

1730. Hallar los momentos estdticos, respecto a los ejes OX
vy 0Y, y las coordenadas del centro de gravedad del areo de la
astroide

a3y = q¥fs
siluado en el primer cuadr ante.
1731. Hallar ¢l momen to estatico de la circunferencia
r=2asen g,

respecto al eje polar.
1732. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco
de la catenaria

&
y=ach—

comprendido enlye = —a y z=a.

1733. Hallar el centro de gravedad del arco de circunferencia,
de radio @, que subtiende el angulo 2.

1734. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer
arco de la cicloide

r=a(t—sen?); y=a{l—cost).
1735. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la
2 2

figura limitada por la elipse %4—%:1 y por los ejes de coor-
denadas OX y OY (2> 0,y > 0) (0t <2n).

1736. Hallar las coordonadas del centro de gravedad de la
figura limitada por las curvas

y=z% y=Vaz.

1737. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la
figura limitada por el primer arco de la cicloide

x=a(l—sent), y=a(l-cost)
v por el eje OX,
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1738**, Fallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a,
con ol centro en el origen de coordenadas, situado sobre el pla-
no XOY.

1739**, Hallar el centro de gravedad de un cono circular recto,
homogéneo, si el radio de la base es r y la altura es A.

1740**, Hallar el centro de gravedad del hemisferio de una
bola homogénea de radio a, con el centro en el origen de coorde-
nadas, situado sobre el plano XOY.

1741. Hallar el momento de inercia de una circunferencia de
radio @, respecto a su propio diametro.

1742. Hallar el momento de inercia de un rectdngulo de lados
a v b, respecto a estos lados.

1743. Hallar el momento de inercia de un segmento parabdlico
recto, respeclo a su eje de simetria, si la base es 2b y la altura es k.

1744. Hallar el momento de inercia de la superficie de la

5 z2 y2 i 3 i
elipse -£!—2++§—_—1, respecto a sus ejes principales.

1745%*, Hallar el momento polar de inercia de wn anillo ¢ircu-
lar de radics R, y R, (R, < ), es decir, el momento de inercia
respecto al eje que pasa por el centro del anillo y es perpendicu-
lar al plano del mismo.

1746**, Tallar el momento de inercia de un cono circular recto,
homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es ? y la
altura es H.

1747*, Hallar el momento de inercia de una bola homogénea
de radio ¢ y masa M, respecto a su didmetro.

1748, Hallar el drea y el volumen de un toro g¢ngendrado por
la revolucién de un eirculo de radio a, alrededor de un cje situado
en el mismo plano que el circulo y que se encuentra a una distan-
cia b (b>a) del centro de éste. :

1749. a) Doterminar la posicién del centro de gravedad del
arco de la astroide z¥s— y*s—=a%s, situado en el primer cuadrante.

by Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por las
curvas y*=2pzx y z*=2py.

1750**. a) Hallar el centro de gravedad dcl semicircule, apli-
cando el teorema de Guldin.

b) Demostrar, aplicando el teorema de Guldin, que el centro
de gravedad de un tridngulo dista de su base a un tercio de la
altura.

§ 12, Aplicacion de las (nfegrales deflnidas
a la resolucion de probiemas de fislca

1>, Trayectoria recorrida por un punto. Si un punto se
mueve sobre una curva y el valor absoluto de su velocidad v=f (¢} ¢5 una
funcién conocida del tiempo ¢, el espacio rccorzido por dicho punto en un
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intervalo de tiempo [¢4, t5] serd igual a
ts
F= S f(ydi.
151
Ejemplo 1. La veiocidad de un punto es igual a
v=0,1¢3 m/seg.
Hallar el espacio s, recorrido por el punto, durante un intervalo de tiempo
T=10 seg, transcurrido dosde el comienzo de su movimiento. ¢éA qué scra

igual la velocidad media dol movimiento durante este intervalo?
SolucidGn. Tenemos

10
4 10
- S 0148 dt =0, ‘T —250
3 + |D

b‘m=%'=25 m{seg.

2°. Trabajo de una fuerza. Si una fuerza variablo X =/ (z)
actia en la direccién del ejo OX, ol trabajo de esta fuerza en el segmonto
[z4, 2] serd igual a

xg
Y

A=\ f(2)dz.
<

Ejemplo 2. 8i para estirar un muelle 1 cm se necesita una fuerza
de 1 kgi {qué trabajo habra que emplear para estirarlo 6 cm?

Solucién. Por la ley de Hooke, la fuerza X kcff que estira en z,
el muolle es igual a X=+kx, dondo k es un coeficiente de proporcionalidad.

Suponiendo que z=0,01 m y X=1 kef, tendremos que ~=100 y, por
consiguiente, X =100 «. ;

De aqui, que el trabajo que se busca es:

¢,06 4
A== (; 100z dz =15Gx2 i

[

1]

0

]
=0,18 kgim.

3°% Energia cinética. Se da el nombre de energia sinética de un
punto material, de masa m y velocidad », a la siguiente expresién:

muy
f’

M

K=

La energia cinétice de un sistema de n puntos materiales, de masas
My, Mys ..., My, cuyas velocidades respectivas sean vy, vy, ..., by, o5 igual a

2 A
k=3 X, )

i=i
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Para calcular ia energia cinética de un cuerpo, hay que dividirle con-
venientomente en partos olementales (que juegan el papel de puntos mafe-
riales) y, después, sumando la energia cinética de estas partes, y pasando
a limites, en lugar de la suma (1) Se obtendrd la correspendiente integral.

X
dar r

NNe——11 !

-R-—
Fig. 60 Fig 61

Ejemploe 3. llallar la energia cinética de un cilindro circular homo-
géneo (macizo), de densidad 6, cuyo radio de la base es R y la altura A,
que gira ¢on una velccidad angular o alrededor de su ejo.

Solucidén. Como masa elemental dm se toma la masa de un cilindro
hueco. de altura #, radio interior r ¥ espesor de la pared dr (fig. 60). Tenemos:

dm=2nr-hé dr.

Como la velocidad lineal de la masa dm es igual a v=re, la energia
cinética elemental es

2
dK = = 5’” = 1tr3@2h3 dr.
De donde
B a8 i
KN —=non2hd S 18 dr = w .
(1]

4°. Presion de Jos liquidos. Para caleular la fuerza con que
presionan los liquidos se emplea la lsy do Pascal, segin Ia cual, la presién
que ejelrcen los liquidos sobre un drea S sumergida a una profundidad 4,
es igwal a

P=vhS,

donde y es ol pese especifice del liguide.

Ejemplo 4 Hallar la presién que soporta un semicirvenle de radio r,
sumergido verticalmente en agua, de 12l forma, que su didmetro coincide
con la superficie libre de aquélla {fig. 61).

Solucidn. Dividimos la suporficie del semiecirculo ¢n elementos, fajas
paralelas a la superficie del agua. E] drea de uno de estos elemenlbos {omi-
tiendo los infinitésimos de orden superior), situado a la distancia & de la
superficie del agua, os igusal a

48 =2z dh=2 1/ rE k2 dh.
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La progidn que soporta este clemento es igual a
dP =whds=2vh |/ 12— A2 dh,

donde y es el peso especifico del agua, igual a la unidad.
Do aqui que, la presién total cs

r 3
B — 2 alr 2
=9 P PR e e o 7 p2 -1
P ...‘\h"l/r ht dh g (Pl sy
1751. La velocidad de un cuerpo, lanzado hacia arriba verti-
calmente con una velocidad inicial vy, despreciando la resistencia
del aire, se expresa por la férmula

U= U(}‘""gﬁ,

donde ¢ es el tiempo transcurrido y g la aceleracién de la grave-
dad. ¢4 qué distancia de la posicién inicial se encontrard este
cucrpo a los ¢ seg de haberlo lanzado?

1752. La volocidad de un cuerpo, lanzado verticalmente hacia
arriba con una velocidad inicial #, contando la resistencia del
aire, se expresa por la férmula

v:c-tg( —%t—i—arct”%) :

donde ¢ es el tiempo transcurrido, g es la aceleracion de la gra-
vedad y ¢ es una constante. Hallar la altura a que se eleva el
cuerpo.

1753. Un punto del eje OX vibra armodnicamente alrededor del
origen de coordenadas con una velocidad que viene dada por la
formula

U= Uy COS Wi,

donde t es el tiempo ¥ vy, ¥ ® son unas constantes.

Hallar 1a ley de la vibracién del punto, si para Z=0 tenia
una abscisa z=0. ¢A qué sera igual el valor medio de la mag-
nitud absoluta de la velocidad del punto duranle el periodo de la
vibracién?

1754. La velocidad del movimienio de un punto os

v=_te—"0 m/seg.

Hallar el camino rcecorrido por dicho punto desde que comenzé
a moverse hasta que se pare por completo.

1755, Un proyectil cohete se levanta verticalmente. Suponiendo
que, siendo constante la [uerza de arrastre, la aceleracién del
cohete aumenta a causa de la disminucién de su peso segtin la ley

G Wi
e

(a—0bt > 0),
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hallar la velocidad del cohete en cualguier instante £, si su velo-
<cidad inicial es igual a cero. Hallar también la altura que alcanza
¢l cohete en el instante ¢ =1{,.

1756*. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que
hay en una cuba cilindrica vertical, que tiene un radio de base K
¥ una altura H,

1757. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que hay
€n un recipiente comico, com el vértice hacia abajo, cuyo radio
de la base es R y la altura H.

1758. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua de una
caldera semiesférica, que tiene un radio B=10 m.

1759. Calcular cl trabajo necesario para sacar, por el orificio
superior, el acoite contenido en una cisterna de forma cilindrica
con €l eje horizontal, si el peso especifico del aceite es y, la fon-
gitud de la cisterna I vy el radio de la base A,

1760%*%. éQué trabajo hay que realizar para levantar un cuerpo
de masa m de la superficie de la Tierra, cuyo radio es R, a una
altura A? €4 qué serd igual este trabajo si hay que expulsar
el cuerpo al inlinito?

1761%*, Dos cargas eléotricas e, =100 CGSE y ¢, =200 CGSE
s6 encuentran en el eje OX en los puntos z;=0 y z;=1 cm,
respectivamente. <Qué trabajo se realizard si la segunda carga
se traslada al punto z, =10 cm?

1762*%, Un cilindro con un émholo mévil, de didmetro D =20 cm
v de longitud {==80 cm, estd lleno de vapor a presién de p=
=10 kgf/em?®. <Qué trabajo hace falta realizar para disminuir
el volumen del vapor en dos veces si la temperatura es constanie
{proceso isotérmico)?

1763%*, Determinar el trabajo realizado en la expansion adia-
batica del aire, hasta oeupar un volumen V=10 m?, si el volu-
men inicial es Vy==1 m?* y la presion p,=1 kgf/cm?®.

1764**, Un Arbol vertical, de peso P y radio a, se apoya en
una rangua AB (fig. 62). La [riccién entre una parte pequefia o
de la base del arbol y la superlicioc del apoyo que estd en con-
tacto com ella e¢s igual a F=upo, donde p=const. es la presién
del 4rbol sohre la superficie del apojo, referida a la unidad de
superficie del mismo, y p es el coeficiente de friccién. Hallar
el trabajo de la fuerza de friccién en una revolucién del drhol.

1765**, Calcular la enorgia cinética de un disco, de masa M
y radio R, que gira alrededor de un oje que pasa por su centro
y es perpendicular al plano del disco con una velocidad angu-
lar .

1766. Calcular la energia cinética de un cono circular recto,
de masa M, que gira alrededor de su eje con una velocidad angu-
lar . El radio de ]a base del cono es A, la altura #.
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1767%. ¢Qué trabajo es necesario realizar [para detener una
bola de hierro de radio R=2 m, que gira alrededor de su dia-
metro con una velocidad angular @ = 1000 vueltas/minuto? (El peso-
especilico del hierro y=7,8 gf/em®).

1768. Un tridngulo de bhase b y altura 4 estd sumergido verti-
calmente en agna, con el vértice hacia abajo, de forma, que su

*P

2t~
o7
Fig 62

base coincide con la superficie del agua. Hallar la presién que
el agua ejerce sobre él.

1769. Una presa vertical tiene forma de trapecio. Caleular
la pregion total del agua sobre dicha presa, sabiendo que la base
superior tiene &==70 m, la base inferior 5=50 m y su altura
h=20 m.

1770. Hallar }la presién que ejerce un liguido, euyo pesc espe-
cifico es y, sobre una elipse vertical, de ejes 2a y 2b, el centro
de 1a cual estd sumergido hasta una profundidad 2. El eje mayor
2a de la elipse es paralelo a la superficie del liguido (%> b).

1771. Hallar la presién que ejerce el agua sobre un cono cilin-
drico vertical, con radio de la base R y altura H, sumergido
en ella con el vértice hacia abajo, de forma que la base se encuen-
tra al nivel del agua.

Problemas diversos
»

1772. Hallar la masa de una barra de longitud =100 cm,
si la densidad lineal de la misma a la distancia =z cm, respecto
a uno de los extremos, es igual a

= o
8 =2-+0,00122 s T

1773. Segln datos empiricos, la capacidad calerifica especifica
del agua, a la temperatura °C (0 <2< 100, es igual a

¢=0,9983 —5,184.107% +6,912.10772.
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éQué cantidad de calor se necesita para calentar 1 g de agua
desde 0° hasta 100°C?

1774. E]l viento ejerce una presién uniforme p gf/em? sobre
una puerta, cuya anchura es b cm y la altura 2 cm. Hallar
el momento de la fuerza con que presiona el viento, que tiende
a hacer girar la puerta sobre sus goznes.

1775. dQué fuerza de atraccién ejerce una barra material,
de longitud ! y masa M, sobre un punto material de masa m,
sitvado en la misma recta de la barra a una distancia @ de uno
de sus extremos!

1776**, Cuando la corriente de liquide que pasa por un tubo
de seccidén circular, de radio e, es laminar estable, la velocidad
v en un punto que se encuentra a la distancia r del eje del tubo,
se expresa por la formula

r
v‘__'zgf(az_rg)!

donde p es la diferencia de presién dol liquido en los extremos
del tubo, p es el coeficiente de viscosidad y ! la longitud del
tubo. Determinar el gasto de liguido Q, es decir, la cantidad del
mismo que pasa por la seccion transversal del tubo en la unidad
de tiempo.

1777*. Las mismas condiciones del problema anterior (1776),
pero coen un tubo de seccién rectangular, en que la base a es
grande con relaciénm a la altura 2b. En esto caso, la velocidad
de la corriente v en el punto M (z.y) se determina por la fir-
mula

b= gar 162 —(b—y)).

Determinar el gasto @ de liguido.

1778**, Al estudiar las cualidades dindmicas de los automdvi-
Jes se recurre frecueniemente a la construccién de diagramas espe-
ciales: sobre el eje de abscisas se toman las velocidades v y sobre
el de ordenadas, las magnitudes inversas a las correspondientes
aceleraciones a. Demostrar, que el drea S, limitada por la curva
de esta grafica, por las dos ordenadas v=v; y v=v, y el eje
de abscisas, es numéricamente igual al tiempo que se necesita para
aumentar la velocidad del automévil desde », a v, (tiempo
de «embaladoy).

1779. Una viga horizontal, de longitud I, estd en cquilibrio
bajo la accién de una carga, uniformemente repartida a lo largo
de ella y dirigida verticalmente hacia abajo, y de las reacciones

de sus apoyos A y B (A=B=—g—) , dirigidas verticalmente hacia
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arriba. Hallar el momento de flexion M, en la seccién transver-
sal z, es deecir, ¢l momento respecto al punto P, de abscisa z,
de todas las fuerzas que actan en la parte AP de la viga.

1780. Una viga horizontal, dc lomngitud [, estd en cquilibrio
bajo la accién de las reacciones de sus apoyos A y B y de una
carga recpartida a lo largo de la misma, con una intensidad
de g= 4%z, donde x es la distancia al apoyo izquierdo y & un coefi-
ciente constante. Hallar ¢l momento de flexidn M, en la seccidn z.

Observacion Se da ol nombre de intensidad de distrilucién de la
carga, a Ja carga (fuerza) roferida a la unidad de longitud.

1781*. Hallar la cantidad de calor que desprende una corriente
alterna sinusoidal
25

I=Jgsen (—f-z—wcp)

durante el periodo I' en un conductor de resistencia K.



Capttulo VI

FUNCIGNES DE VARIAS VARIABLES

§ 1. Gonceptos fundamentales

1°. Conceplo de funcién de varias variables. Desig-
naciones de las funciones. Una magnitud variable z se denomina
funeién uniforme de dos variables = e y, si a cada conjunto do valores de
¢éstas (z, ¥} del campo dado, corresponde un valor tnico y determinado de z.
Las variables z e y se llaman argumentos o variables independientes. La depen-
dencia funcional se representa asi:

z=f(z, y)y ==F{(z, y) etc.

Las funciones de tres o mas argumentos se dofinen de manera andloga.
Ejemplo 1. Expresar ¢l volumen V del cono en funcién de su gone-
ratriz z y del radio de la base y.
. ?olucién. Sabemos por In geometria, que el volumen del cono es
igual a

N

donde A& es la altura dej cono. Pero h=1/x'2——y2. Poxr comsiguiente,

1 E—
V= =3 ny? V2t —yh.

Esia es, precisamente, la dependencia funcional que se buscaba.

El valor de la funcién z=7{z, y} en el punto P (e, b), es decir, cuando
z=a e r=~0, se designa por f(a, &) o f(P). La representacién geométrica
de Iz funcién z=/(z, ¥ on un sistema de coordenadas cartesiapas X, Y, Z
es, en términos gencrales, una superficie (fig. 63).

Ejemplo 2. Hallar f(2. —3) y)‘(i, %) , 8l

224 y%
fz, y)——:ﬁ*‘ .

Solucién Poniendo z=2 e y= —3, hallamos:

92} (—3)2 13
f@ —=5y =g =—T1z-
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Poniendo =1 y sustituyondo y por% temomos: 2

14+ (L)’ -
- e
x

es decir, f(i. —i-)=f(x, ¥

2. Campo de existencia de la funcion. Por campo de exis-
tencia (de definicién) de la funcidon z=7{(x, y), se entiende el conjunto de
puntes {x, y) del plano XOY que doterminan la funcidn dada (es decir,

z Z=flzy)
|
0 ¥ -
| 3
! Plz;y)
X
Fig. 63

para los que Ja funcién toma valores reales delerminados). En los casos
mis elementales, el campo de existencia de la funcidn representa una parle
finita, o infinita, del plano coordenade XOV, limitada por una o varias
curvas {frontera del campo).

De forma andloga, para las funciones de tres variables u=f(z, v, 2),
el campo de existencia de la funcién es un cuerpo determinade del ospa-
cio OXYZ.

Ejemplo 3. Hallar el campo de existencia de la funcién

t
T Va—s—g

Zz

Solucion. Esta funcidn tiene valores reales enaado
4—z2—y2>>0 & bien 2¥4-y2 < 4.

A esta iltima designaldad satisfacen las coordenadas de los puntos silua-
dos dentro de un circulo de radie 2 con ¢l ceutro en el origen do coorde-
nadas. El campo de oxistoncia de esta funcién es pues el interior do este
circulo (fig. 64).

Ejemplo 4 Hallar el campo de existencia de la funcidn.

b} —
z=arc sen —5~+ Vzy.
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Solucidn., El primer sumando de la [funcide queda doterminado
para =1 g%gi ¢ hien —2 {z<{2. El sepundo sumando tiene valores

reales cuando zy >0, es decir, en dos casos:

s { 20, . a0
si o si
y =0, { v<0
El campo do existencia de teda la funcidn se representa en Ia fig. 65 ¥ com-
prende la frontera del campo.

5. Lineas v superficies de nivel de l1a s funciones.
Se da el nombre de linee de nivel de una fumcién z=f(z, y), a la linea

Fig 64 Fig. 65

fz, y)=C del plano X0Y, para cuyos puntos la funcién toma un mismo
valor z=C (que generalmente se seilala come apotacidn en el dibujo).

Y : J
0=2
()
g
0=-;
Fig. 66

Se llama superficie de rivel de una funcidén de tros argumentos u=
=f(z, ¥, 2) aquella superficie f(x, y, 2)=C en cuyes puntos la funcidn
toma nn valor constante uw=C_.

Ejomplo 5. Constrair la lines de nivel de la funcion z=2x%y,
Soluncidn, La ecuacidn de la linea de nivel tiene la forma xz2y=C

o bien y=x—(';. Haciendo C=0, 1, +4:2..., obtenomos la familia de
lineas de nivel (fig. 66).
131016
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1782. Expresar el volumen V de una piréniide cuadrangular
regular en funcién de su altura z y de su avista lateral y.

1783. Expresar el drea S de la superficie lateral de un tronco
de pirdmide cxagonal regular, en funcién de los lados z e y de
las bases v de la altura z.

1784. Hallag f (-, 3) v 71, —1), si
fle, yy=ay+--

1785, Hallar (2, 1), F(—2 —)s [ (5 ) 7555

xﬂ__,,?
e, y)=—55—

1786. Hallar los valores que toma la funcidén
flz, )=1+4+2—y
en los puntos de la pardbola y=2z% y construir la grifica de la
funcion
: F (@)= { (=, 2%).
1787. Hallar el valor de la funcidn
zA - 22%y3 A yb

S 1 —z2—yt

en los puntos de Ja circunfereneia 2% 4 % = I%.
1788*. Determinar f(x), si
N, WL
f( z )" y
1789*. Hallar f(z, y), si
flz+y, z—y)=2y+y"
1790*. Sea z=1y + f(/'z —1). Determinar las funciones f
y 2z, si z=x para y=1.
1791*%. Sea zm:rf(-z—). Determinar las funciones f y z, si

(zy >0).

z=)1+y* para z=1.
1792. Hallar y representar los campos de existencia de las
siguientes funciones:

w = VI=F =7
by z=14+V —(z—p*
¢) z=In{x+4p);
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d) 2=z} arccosy;
) z=V1—22+ V13

f) z=arc sen - ;
ey

g) 2=V ~%+V4i—y%
b) 2=V (& + ¥~ @) (26°—a® =) (e >O);

i) 2=V ysenz; m) Z=W:17;—;

: ’ o 4 L
) z2=I1n (2%} y); n} z=——— Sarn
k)z=arctg-—-1—_%; 0} z=7sen (zf+ y9%).
1N z=x2—_+_y'§';

1793. Hallar los campos de existencia de las signientes funcio-
nes de res argumentos:

a) u=Vz +Vy + Vz; ¢) y=arcsenz<-arcseny + arc sen z;
b) &= In (zy2); 8 y=VI—F—g—a.

1794. Construir las lineas de nivel de las funciones que se dan
a continuacién y averiguar el cardicter de las superficies represen-
tadas por dichas funciones: .

a) z=z+y;  d) 2=}y g) z=4%;

b) z=attyh o) =Utetufs W) i=<toy
x

2x

¢} z=2zr—y%, f) s=A—{z|{—|yl; 1) i mroe

1795. Hallar las lineas de nivel de las siguientes funciones:
a) z=In (z*+y); d) z=f(y—azx);

b) z=arcsenzy; e} z:-_f(%).

¢} z=f (V& +u7);
1796. Hallar las superficies de nivel de las siguientes funcio-
nes de tres variables;

a) u=z+4y-+z,
b) u=2+y*+2%,
¢) =2y —z~
13*
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§ 2. Continuldad

1, Lfmite de una funcidén. El ndimero A recibe el nombre de
limite de la funcién z={ (2, y) cuando el punto P’ (z, y) tiende al punto P (a, d),
si para cualquier e>>0 cxiste un &6 > 0 tal, que cuvando 0 < p <8, (donde

S:.='\/(a:-—a)2+(y—b)2 es la distancia entre los puntos P y P’), se verifica
a desigualdad
L (2, y)—Af<e.
En eslo caso se escribe:
lim f {z, y)=A.
X=pi2
HEAT
2. Continuidad y puntos de discontinuidad. La fon-
¢itn z=1{z, y} recibo el nombre de continua en el punto P (a, b), Si

lim f (=, ¥)=Ff (a, B),
S

La funcién que es continua en todos los puntos de un campo determi-
nado, s¢ llama continua en este campo.

Las condiciones de continuidad de una funcidén f (=, ) pneden no cum-
plirse en puntos aislados (puntos eislados de discontinuided), ¢ en puntos que
formen una o varias lfneas (lineas de discontinuided) y, a veces, figuras
geométricas mfs complicadas. !

Ejemplo 1. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcién

_ayHi
s

S8oluci6én La funcién pierde su sentido, si el denominador se anula.
Pero, zt—y=0 0 sea, y=22 ¢s Ja ecuacién de una pardbola. Por consiguien-
te, Ja funcién dada tieme una linca de discontinuidad: la pardbola y==*®.

1797*. Hallar los siguientes limites de las funciones:

1 . senxy i x
im {z? ?) sen — ; ¢) lim 3 e) lim — ;
ﬂ) alc-rﬂ ( +y ) zy ’ ) x—+0 i ’ ) x—>0x+y 4
y—+0 2 =
L o @ lim (1+£)% lim S22
b) iiﬂ $2+y2 2 ) e=r 00 + & : ) Fomy)) .?'.‘2-+-y2
y-roo y=lt y=0

1798, Averiguar si es continua la funcitn
VI =, sl 2+ yi <,
i, y)zl 0 , 8L 2t fyis>1.
. 1799. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes
funciones: ! :

) z=lnVal+yh 0 =y

L, — 008
b) t=G=p d) z=co8 T
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1800*. Demostrar, que la funcién

2z, .
m%?1 si 2% y? =0,

0 ,s8iaz=y=0.

5=

es continua con relacidon a cada una de las variables x e y por
separado, pero no es continua en el punto (0, 0) respecto al con-~
junto de estas variables.

§ 3. Derlvadas pafcla!es

1. Definicidn de las derivadas parciales. 8i z=f(z, ¥},
si hacemos, por ej., que ¥ sea constanie, chtememos la derivada

g . Az, y)—f (=, 5
S in Lebin e e,

quo recibe el nombre de derivada parcial de la funcidn z con respecto a la
variable z. De modo andlogo se define y se designa la derivada parcial do
la funcién z con respecto a la variable y. Es evidente, que para hallar las
derivadas parciales pueden utilizarse las frmulas ordinarias de derivacion.

Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de la funcién

z
z=Intg —.
&%y
Solucidén. Considerando y como magnitud constante, tenemos:
T S S N
iz ¥ :

z & % ol
tg — cos?— sen —w—
87 7 yseny

Anédlogamente, considerando x como constante, tendremos:

a_z 1 i ( x)__ 2z

2z
y2 sem ——
¥

Ejemplo 2. Hallar las derivadas parciales de la funcién de tres
argumentos

=x3y2s - 20 ~aBy 4=z 4 5. .

Solucidn.
M 500
E—ngﬂ:yﬂ—f‘g'
Ju
o il
ay-»Zzyz 5

L P
az_zy +1.
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2. Teorema de Buler. La funcién f(z, y) se llama funcién homo-
génea deo grado n, si para cualquier factor real % se verifica la igualdad

1 {kz, ky) = Ff (=, y).
Una funcidn racional cntora serd hemogénea, si todos los términos do la
misma son del mismo grado,

Para toda funcidn homogénea diferenciable de grado », se verifica
siempre la igualdad (teorema de Euler):

zfo (=, v} +uf, (2, Y)=ni{z, ).
Hallar las derivadas parciales de las funciones:

1801, z =23 y*— 3axy. 1808. z =2a¥,

1802. ZZ:;‘;’. 1809; ™%

1803. z_—_-j—i- . 1810. z =arcsen ]/—z—:—_;__% .
1804. z=) F—p. 1811, z=1nsen’;l'}“;.

1805. z=17;_%. 1812. u = (zi).

1806. z=In{z+}/ z* +y2). 1813. u =2z,
1807. z marctg% .

1814. Hallar /(2 1) v (25 1), si f(z, y)=}/ mg+%.

1815. Hallar  f:(1; 2, 0), f;(1; 2, 0) ¥y f.(4; 2; 0), si
1@, y, 2)=1n(ey+2).

Comprobar el teoroma de Euler sobre las funciones homogé-
neas (N°, N° 1816—1819):

1816. f(z, y)=4Az*+2Bzy+Cy®. 1818, f(z, y):}?’i_j:y"z- ¢
1817. z=—.?§%5. 1819. f(z, y)=InL .

1820. Hallar %(-:—), donde r=1V"z%Fy% |22,

iz dr
ar B¢ .

1821. Calcular oy oy |? St T=TCOSQ © y=rseng.
Gr g
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1822, Demostrar, que mg—i—f—yai;-=2,- si

z=1n (2 +ay+p?).

& a . :
1823. Demostrar, que m{;—|-y-§:7=xy+z, si
¥
= zy -+ ze®.
du du an .
1824. Demostrar, que -g—f-w-{—g_ﬂ, si
u=(x—y) (y—2) (2—2).

; Ju du du ‘
1825. Demostrar, gue Ty -{_317 e 1, si

1826. Hallar z=1z(x, ), si
dz x
=
1827. Hallar z=13z(z, y), sabiendo, que

3z x4yl
%z z
1828, Por el punte M (1; 2; 6) de la superficie z=2z>4y*
se han hecho pasar planos paralelos a los coordenados XOZ
e YOZ. Determinar, qué angulos forman con los ejes de coorde-
nadas las tangentes a las seccciones asi obtenidas, en su punto
comun M.
1829. El 4rea de un tirapecio de bases @, & y de altura % es
igual a S—i(a—i—b)k Bl ., 2L, 28
2 w85 da ' 3 ' ok
esclarecer su sentido geométrico.
1830%*. Demostrar, que la funcidn

v z{(z, y)=sen y cuando z=1.

vy, mediante su dibujo,

2 :
flz, y)= {‘;%, si 2?4 y?=£0

0, si z=y=0,

tienc derivadas parciales fi(z, y) v fy(z, ¥) en el punto (0, 0),
a pesar de ser discontinua en este punto. Representar geométri-
camente esta funcidén en las proximidades del punto (0; 0).

§ 4. Diferencial total de una funcion

1. Incremento total de una funcidn Se llama incremento
total de una funcidn z=f (=, ¥} a la diferencia

Az=Af(z, y)=F (z4-Az, Ay —f (2, p).
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2. Diforencial total de una funcién. Recibe el nombre
de diferencial fotel do una funcién z={f(z, ¥) la parte principal del incre-
mento total Az, lineal respecto a los incrementos de los argumentes Az y Ay,

La diferencia ontre el incremento total y la diferencial total de la

funci6n es un infinitésimo de orden superior a p=1/Az2-4-Aye.

La funcién tiene, indubitablemente, diferencial total, cuando sus dife-
renciales parciales son continuas. Si la funcién tiene diforencial total, se
llama diferenciable. Las diferenciales de las variables independicnies, por
dofinicidn, coinciden conr sus imcrementes, es decir, de=Az y dy=Ay.
La diferencial total de la funcién z=/f{z, ¥} so caleula por la férmula

Oz dz
dz 7 dz+ 7 dy.

Anilogamento, la diforencial total de una funcién de tres argumentos
u=f (z, y, z) se calecula por la férmula

du du du
du ——a-; d$+*—£ dy-l--a—z- dz.
Ejemplo 1. Para la funcién
flz, y)=2'+zy—y*

hallar ¢l incremento total y la diferoncial total.
Solucidn.

f(z4Az, g+Ay)=(z+Az)2 4 (x4 Az) (y+Ap)— (7 +A0)%
Af (z, ¥)=[{z+Ax)2 (24 Az) (y-+Ay)— (v + AR — (@2 -2y = y1) =
=2x-Ar+Ax24-z-Ay+y-Arf-Az-Ay =2y Ay — Ayt =
=[(2z-y) Az (z—=2y) Ay]+-(Az2+ Ax-Ay —Ay?).

Aqui, la expresién df=(2z+4-y)Az4(z—2y) Ay es la diforencial total
de la funcién, mientras que (Az®4-Az-Ay—Ay?) s un iofinitésimo de
orden superior al de] infinitésimo o=V AzZLAyE.

"Ejemplo 2. Hallar la diferencial total de la funcidu

2=/ 23]y
Solucidn.
2o B o B
dx sz_l_yz’ o YV Fe
2z ] d _zde-t+ydy

o dp ok e
Ve VaeFr o Vat?

3. Aplicacién de la diferencial de la funcién a los
cédlculos aproximados. Cuando |Az| y |Ay| son_ suficientomente
pequefios, y por consiguiente, os suficicntemente pequefio también p=
=T/Az2FAy%, pora la funcién diferenciable z=f(z, y} se verifica la
igualdad aproximada Az ==dz, © sea,

dz 0z

Ejemplo 3. La altura de un cono es =30 c¢m, el radio d¢ su base
A=10 em. ¢Cémo variard el volumen de dicko cono si H se aumenta 3 mm
v A so disminuye 1 mm?
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Solucidén. El volumen del cono es V=-:1;-IIR?H. La wvariacién de}
volumen la sustituimos aproximadamente por la diferencial AV & dV=
=% i (2RH dR~- R? dH}:% a(—2-10-30-0,1 4 100-9,3})= — 10~ = 31,4 cm?’.

Ejemplo 4. Calcular aproximadamento 1,023-%1,

Solucidn. Examinemos la funcién z=z¥% El nimero gue se busca

puede considerarse como el valor incromentado do esta funcién cuando x=1,
=3, Az=0,02 vy Ay—0,01. El valor inicial de Ia funcién es z:=13=1,

Az as dz==pa¥=1 Az-d.2¥ Inc Ay=3-1-0,0241-1n 1.0,01 =0,06.
Por consiguiente, 1,02%+%! ~ 14-0,06=1,06.

1831. Para la funcién f(z, y) =a%, hallar el incremento total
y la diferencial total en el punto (1; 2); compararles entre si, si:

a} Az==1, Ay=2; b) Axz=0,1, Ay=0,2.

1832. Demostrar, que para las funciones u y v de varias
(por ej., de dos) variables se verifican las reglas ordinarias de
derivacion:

a)y d(w-+v)=du+tdv; b) duvy=vdutudy;

K vdu—un dv
0 a(3)-2i5
Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones:
1833, z=2%+y*— 3zy. 1838. z=In{z?+y%).
‘1834. z=_-z;2y3_ 1839, f(.?,‘, y)zhl(l +-}) )
1835, z= 2% " .
24y 1840. z=arctg -+ arctg— -

1836. z=sen*z{-cos? y.
1837. z=yz"

1842, Hallar df(1; 1), si f(=, y)=y—’;.

1841. z=Intg L.

1843. u =ayz.

1844, u=) 2%+ y* - 2%
x \2

1845. u= (a:y+ ?) 5

e xy

1846. u = arctg— .

1847. Hallar df(3; 4; 9), si f{z, y, z)=

z
2242 "



202 Funciones de varias veriables

1848. Uno de los lados de un rectdngulo es a=10 cm, el otro,
b=24 cm. {Cémo variara la diagonal ! de este rectdngulo si cl
lado a se alarga 4 mm y el lado b se acorta 1 mm? [Hallar la
magnitud aproximada de la variacién y compararla con la exacta.

1849, Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de
10 ¢m, 8 em y 6 cm, esld hecha de madera contrachapada de
2 mm de espesor. Determinar el volumen aproximado del material
que se gasté en hacer la caja.

1850*. El angulo central de un sector circular es igual a 80°
y se desca disminuirlo en 1°. éEn cndnto hay que alargar el radio
del sector, para que su 4rea no varie, si su longitud inicial era
igual a 20 cm?

1851. Calcular aproximadamente:

a) (1,02)°-(0,97)% b) V(4,057 1 (2.99)%

¢) sen 32°-c0s59° (al convertir los grados en radianes y coando
se calcule el sen 60° tomar sclamente tres cifras decimales; la
ultima cifra debe redondearse).

1852. Demostrar, que el error relativo de un producto es

aproximadamente igual a la suma de los errores relativos do los
factores.
Is4 1853. Al medir en un lugar el tridngulo ABC, se obtuvieron
los datos siguientes: el lado ¢=100 m 4 2 m, el lado b=200 m
4+ 3 m y el dngnlo €=60° 4. 1°. iCon qué grado de exaclitud
puede calcularse el lado ¢?

1854. El1 periodo 7' de oscilacién del péndulo se calcula por

la formula
: L
E=H o

donde ! es la longitud del péndulo y g, la aceleracién de la gra-
vedad. Hallar el ecrror que se comete al determinar T, como
resujtade de los pequenos errores Al=ca y Ag=[ cometidos al
medir 1y g

1855. La distancia entre los puntos Py (zg; ye) v Pz y) cs
igual a p, y el dngulo formado por el vector PP con el cje OX,
€5 igual a a. {En cudnto variard el dngulo «, si el punto P toma
la posicién P, (z+ dz, y+dy), mientras que el punto P, sigue
invariable?

§ 5. Derivaclon de funciones compuestas

1. Caso do una sola variable independiente. 35iz=
=f{zr, ¥y} ¢3 una funcién diferenciablo de los argumentos x e y, que son,
4 su vez, funciones diferenciables de wna variable independiente #:

z=0(f), y=1y(),
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la derivada de la funcién compuesta z=/f[p(¢), ¥ (t)] so puede calcular
por la férmula

ds _0: dz | 0x dy
TR Ty i T M

En el caso particular de que ¢ coincida con uno de los argumentos,
por cjomplo, con z, la dorivada «totaly de la funcidn z con Tespeclo a = sera:

dz 0z | dsz dy
e T T @)

Ejemplo 1. Hallar ‘i—i. si

2=¢3*+2 donde z=cos?, y=12.
Solucién. Por la f6rmula (1) tenemos:

% =ty 3 (—=en t) -}-e3x+2“- 2.2t =

=8 % T2V (4p 3 sen 1) =3 €08 Hrat (423 sen t).
Ejomplo 2. Hallar la derivada parcial -9 y la derivada total 3_2‘ B
z==¢"V, donde y = (x).

-
-

Solucidn. g—z=ye°‘#. Basdndonos en la férmula (2), obtenemos:
B2 eVt zevy (2).

2, Caso de varias variables independientes. Si z es
una funcién compuesta de varias variables independientés, por ejemplo,
g=f(x, ¥y}, donde z=¢(u, v} e y=1P(x, v) (» y v son variables indepen-
dicntes; f, @ y v soen funciones diferenciables), las derivadas parciales de z
<on Tespecto a w y v se expresan asi:

Jz 0z dx B8z dy
a0z Gu 9y Oa @)
9z 0z 8z , 9z 9y (%)
v dx av ' dy ov '
En todos los casos examipados se verifica la férmula
dz dz
dz—adz-{-—w dy
(propiedad de invariabilidad de la diferencial toial).

il dz Jz i
Ejemplo 3. Mallar S ¥ 5 8

z={(z, y), donde z=uv, y=-:#-.
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Solue¢idn Aplicando las férmulas (3) y (4), obtenemos:

=i (o )0 £ (o 1)

Fo=te @ B u—f, (2, ¥) 2 . B

Ejemplo 4 Demostrar, que la funcién z=q (22-4p2) satisface a la
{x 0z az
ceuacion ya—x—zwmo.
Solueidén. La funcién ¢ depends do x e y a través del argumente
intermedio z®4-y2=t, por 1o cual

2 ik A
¥

dz dz ot i

VT (@2 4p2) 2y

Poniendo las derivadas parciales en el primer mismbro de la ecuncidn,
tondremos: :

& iz i :
Vg — =V (21 2e— o (24 2y =
=22yQ’ (224 y2—2zyq’ (22442 =0,
es decir, la funcién z satisfaco a la ecuacién dada.

1856. Hallar -j; si

1

, donde z=¢", y=1Int

3

w |

1857, Hallar 4%, si

=lnsen —=, donde z =37, y=V 1.

Vy

1858. Hallar j—‘: si

u==zyz, donde x=¢*41, y=Int, z=1tgt.
1859. Hallar 2, s
umm, donde z=Rcost, y=Rsent, z=H.

1860. Hallar -gg, si

z=u’ donde u=senx, v=-cosx
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1861, Hallar = y 2%, si

dz’

z=arctg% e y=z°

1862. Hallar %} y £

—, 5
dz
z=2z%, donde y=¢(z).
dz 8z .
4863. Hallar rri
z=f (u, v), donde u=x%—y* v=2e"v.

1864. Hallar j_; v ‘;_; si

z=arctlg %, donde z=usenv, y =ucosw,

- dz dz .
1865, Hallar rrab i i

z=f(u), donde u==zy-+ %
1866. Demostrar, que si

u=0(2* 4 y* + 2%), donde z= R cospcos),

: y= Hcosgpsen, z= Hsenep,
entonces,

au du

1867. Hallar j—“ s
b r}

u=f(z, ¥, 5}, donde y=q}($), zm'lp](:‘r) y)-

1868. Demostrar, que si

__ z=f(z+ay),
«donde f es una funcién diferenciable, entonces,
az gz
: Fb’-: a a’.
1869. Demostrar, que la funcién
. . w=f(u, v),

-donde ¥ =2z-}atf, v=y-- b, satisface a la ecuaci6én

Gw

Jur Fuw
T e
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1870. Demostrar, que la funcién

2=y (22 —y?)
satisface a la ecuacién
boba g A 08 B
z y dy yi'

1871. Demostrar, que la funcién

—ay+ap (L),

satisface a la ecuaecidn
a9z 7z
i T e + 2.

1872. Demostrar, que la funcidén

X8
2= ¥ (ye 2¥*)
satisface a la ecuacidn

d a
@) Z oy =

1873. Un lado de un rectdngulo de z=20 m, aumenta con una
velocidad de 5 m/seg, el otro lado de y=30 m, disminuye con
una velocidad de 4 m/seg. ¢Con qué velocidad variardn el peri-
metro y el area de dicho rectingulo?

1874, Las ecuaciones del movimiento de un punto material son

r=1; y=1%, z=1%

¢Con qué volocidad aumentard la distancia desde este punto ak
origen do coordenadas?

1875. Dos barcos, que salicron al mismo tiempo del punto A,
van, uno, hacia el norte y, el otro, hacia el nordestc. Las velo-
cidades de dichos barcos son: 20 km/h, y 40 km/h, respectivamente.
¢Con qué velocidad aumenta la distancia entre ellos?

§ 6. Derlvada en una direceion dada y gradiente de una funcion

1. Derivada do una funcién en una direcciéon dada.
Se da el nombre de derivada de una funcién z=f (2, y) en una direccion dada

e
{=PpP; a la expresion
% _ . [(P)=f(P)
Wﬁpl}}go PP
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donde f(P) v f(Py son los valores de ]a funcién en los puntos P y 2.

Si la funcion z es diferenciable, se verificard la férmula

8z dz az
—— s s [ SRy -7 1y
Ty cos o - 7 on o, (1)

donde o es ol 4ngulo formado por el vector & con el eje OX (Iig. 67).
Analogamente e determina la derivada en una direccidn dada ¢, para
una fupcidn do tres argumentos u=f{z, ¥, z). En este caso

fu  fu Ju du
W=Emsa+0_y cosﬁ-{-—a—zcos Vs (2)

donde o, i y y son los dngulos entre la direccion ¥ y los correspondientes
ojes de coordenadas. La derivada en una direccién dada caracteriza la
velocidad con que varfa la funcién en dicha direccion.

i . : Py (2317,)
— a——
P (z;y)
0 e
Fig 67

Ejemplo 1. Hallar la derivada do la funcidn z=2z2—3y% en ol
punto P (1; 0), en la dircceién que forma con el eje 0X un dngulo de 120°.

Solucién. Hallamos las derivadas parciales do la oncién dada
v sus valores cn el punio P

9z : az Yy _ .
i (W)p—‘i»

a9z fz
T ()=

Anqui
cos a=cos §20° = ——1—— 4
2
son o =sen 120° = —

Aplicando la férmula (1), obtenemos:

%24(—%)4-0-1;1:—2.

El signo menos indica, que la funcién en este punto y on la direccién
dada. decrece.

2, Gradiente de una funcidn. Recibe ol nombre de gradiente
de una funcién z=f (%, y), un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de
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<oordenadas son las correspondientes derivadas parciales de dicha funcién:
dz 0z
gradzzﬁ i+7yﬂj. (3)

La derivada de la fumcion dada en la direcciém I, estd relacionada con el
gradiente do la misma por la siguiente férmula:

0Z . d
ﬁ- = mpggrad z,

es decir, ]a derivada on esta dircceidn es igual a la proyeccién del gradien-
to de la funcién sobre la direccién en que se deriva.

w.El gradiente de la funcién en cada punto tione la direccidn de la
normal a la correspondiente linea de nivol de la funcién. La direccién del
gradiente de la funciém, ¢én un punto dado, es la direccién de la_velo-
<idad maxima de crecimiento do la funcién en este punto, es decir,
<cuando Z=grad z, la derivada % loma su valor maximo, igeal a

; dz & az \2

V(5 +(5)"
_Ané}.(zgaman;-o se determina el gradiente de una funcién do tres variables
u=jyz, y, )

du Ju au
grad Ty i -i—a—y- j+_6? k. (4)

El gradiente do unajfuncién de tres variables, en cada punto lieva Ia
-direccién de la normal a la superficio de nivel que pasa por dicho puato.

Ejemplo 2. Hailar y construir el gradiente de la funcién z==22y
en el punto P(1; 1).

¥

2 —_— -
/‘

1 S gl R

|
9
! |
| | =
gl # 2 3%

Fig. 68
Solucidn. Calculamos las derivadas parciales y sus valoreson ¢l
'ptmto P.
F=1 ’ (%)P_ ;

‘Por consiguiente, grad z=2¢-J (fig. 68).

1876. Hallar la derivada¥ de la funcién z—=z%-~zy~— 2y% en ¢l
punto P (1; 2} v en la direccién que forma con ol ecje OX un
Angulo de 60°
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1877. Hallar la derivada de la funcién z=-z*—2z% +zy*+1
en el punto P (1; 2}, en la direccién que va desde éste al punto
N (4 6).

1878. Hallar la derivada de la funcién z=1n} 2%+ 3* en el
punto P (1; 1) en la direccion de la bisectriz del primer angulo
coordenado.

1879. Hallar la derivada de la funciéon u=22—3yz 45 en el
punto M (1; 2; —1) en la direccién que forma angulos iguales
con todes los ejes de coordenadas.

1880. Hallar la derivada de la funcién w—=zxy-+yz+zz on el
punto M (2; 1; 3) en la direccién que va desde éste al punto
N (5; 5; 15).

1881. Hallar la derivada de la funcién u=1In (¢ 4+ ¢V 4 €) en
el origen de coordenadas, en la direccién que forma con los ejes
de coordenadas OX, OY y OZ los angulos «, B y y. respectiva-
mente.

1882. El punto en que la derivada de una funcién, en cual-
quier direccién, os igual a cero, se llama punio esiacionario de
esta funcign. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes
funciones:

a) 2=+ zy+yt—dz—2y

b) z=2z°%{ y*—3zy;

¢) u=2y*42* —xy—yz 4 2z.

1883. Demostrar, que la derivada de la funcidn z:yTz, tomada
en cualquier punto de la elipse 2224+ y2==C?* a lo largo de la
normal a la misma, es igual a cero.

1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si

z=x3+y®—3zy.

1885. Hallar el grad z en el punto (9; 3), si

Z:Vﬂ?s-—-yz.

1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u==zyz.

1887. Hallar -la magnitud y la direccion del grad u en el
punto (2; —2; 1), si

u=2+y*+2%

1888. Hallar el &4ngulo entre los gradientes de la funcién

y 1, 1 :
z:ln—x- en los puntos A(?, T) y B(1; 1).

1889. Hallar la magnitud de la elevacién maxima de la super-
ficie
z =z - 4y?
en cl punte {2; 1; 8).

14—1018
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1877. Hallar la derivada de la funcién z=a%—22% 4 ay? 41
en el punte P (1;2), en la direccién que va desde éste al punto
N (4; 6).

1878. Hallar la derivada de la funcién z=1n}/ 2>+ 5* en el
punto P (1; 1) en la direccion de la bisectriz del primer dngulo
coordenado.

1879. Hallar la derivada de la funcién w=2%—3yz+45 en el
punto M (1; 2; —1) en la direccién que forma &ngulos iguales
con todos los ejes de coordenadas.

1880. Hallar la derivada de Ia funcién w=ay-+yz-+4zz cn el
punto M (2; 1; 3) en la direccién que va desde éste al punto
N (5; 5; 15).

1881, Hallar la derivada de la funcién u=In (¢* +¢¥ 4 ¢) en
el origen de coordenadas, en la direccién que forma con los ejes
de coordenadas OX, OY y OZ los dngulos «, § vy y, respectiva-
mente.

1882. El punto en que la derivada de una funcién, en cual-
quicer direccién, es igual a ecero, se llama punio esiacionario de
esta funcién. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes

funciones:

a) z=2a%+zy+y*— 4o —2y

b) z=2%+ ¥ — 3zy;

¢) u=2y"+ 22 —ay—yz+2z.

1883. Demostrar, que la derivada de la funcién z= L:- , tomada

en cualquier punto de la elipse 22%+y2=C? a lo largo de la
normal a Ja misma, es igual a cero.
1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si

72 =z%4 y*— 3zy.
1885. Hallar el grad z en el punto (3; 3), si
v T
1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u=ayz.
1887. Hallar . la magnitud y la direccién del grad uz en el
punto (2; —2; 1), si
u=2zr4 2422
1888. Hallar el angulo entre los gradientes de la funcién
3=In-% cn los puntos A(%; %) y B(1; 1).
1889. Hallar la magnitud de la elevacién mdxima de la super-
ficie
z=2% 4 4y’
en el punto (2; 1; 8).
14—1016
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1890. Construir el campo vectorial del gradiente de las si-
guientes funciones: ;

a) z=z-+y; ¢) z=a+y%
b) z=uzy; . S
W=y

§ 7. Derivadas y diferenciales de ordenes superiores

1, Dorivadas parciales de 6rdenes superiores. Se llaman
derivadas parciales de segundo orden de una funcién z=f{z, y) a las deriva-
das parciales de sus derivadas parciales de primer orden.

Para designar las derivadas de segundo orden se emplean las siguienles

notaciones
a oz y 9% = ;
o (———02: ) T (z, ¥}
7] az aiz "
w5\ ) = awa =t e ot

Andlogamente se determinan y se designan las derivadas parciales de
orden superior al segundo.

Si las derivadag parciales que hay que calcular son conlinuas, el resul-
tado de la derivacién sucesivg no depende del orden de dicha derivaciin.

Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la
funcién

a
z == arcly e

Solucidn, lallamos primeramente las derivadas parciales de primer
orden:

4z 1 1 i

e 22 Ty a2y '
1423

iz [ ( z x

oy z2 e ) 2% -fy?
4=

Ahora volvemos a derivar:
32z i ( ¥ )__ 2zy
S

T2t gz \ By ) T T (@R

oo ( .2 )- i

ayF oy \ 2thR ) (@R
9%z _i( y )_ 1-(z2-yY)—2py 2242
gzoy oy \=4yr) T @HyD 0 @)

Debe advertirse que Ia llamada derivada parcial «cruzada» se puede hallar
de otra manera, a Saber:
82z  J @ (_ x )___ 1 (z2 4y —2z-x o= 22 —py2
drdy oy ox O RN (=% +y%)* (z24-y2)2 -
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2. Diferenciales de érdenes superiores. Recibe ¢l nombre
de diferencial de segundo orden de una funcidn z=f{(x, y), la diferencial
de 1a diferencial de primer orden de dicha funcibn:

diz=d (dz).
Anélo%amente so determinan las diferenciales de la funcién z de orden
superior al segundo, por ejemplo:
d3z =d (d2z)
y. en general,
dns = d (d"1z).
8i z=f(x, ), donde z e y son variables independientes y la funcion f

tiene derivadas parciales continuas de segundo grado, la diferencial de 2°
orden de la funcién z se caleula por la férmula
&2z 3%z 92z
= — 2 ! 2, H
d2z P dz2 42 229y dz dy o dy {1}
En gencral, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica ta
formula simbdlica

a2 iy
T s z
d z_(d.z = J-dy Ty ) +
que formalmonle se desarrolla segin la ley binomial.
Si z={(z, y), doude los argumentos z ¢ y som a su voz funcioics de una
o varias variables independientes, tendremos

o2z %z a2z iz az
27 — e dx? [—— f ¥ | 2 g% o) .
iz FPe dx +2 3z oy dx dy"l‘-a—yr dy -+ T i x ay dﬂy. (.!)

Si x e y son variables independientes, d2x =0, d2y=0 v la formula {2) ce
hace equivalento a la férmula (1). :

Ejemplo 2. Hallar las diferenciales totales de 1° y 2° 4ridenes de la
funcién

z:=222—3xy — yt,
Solucidn. 1¢7 procedimiento. Tenemos:

iz oz ;
B e e P
o W — 3y, FT 3z —2y.
Por lo cual,
a9z . fz

.
Después,
92 2z )
W Py PR
[ oz gy ay? il

de donde se deduce gue
et aay im0 e B8 o b aeus. v
Y ra Taoy Wt GE dE=4 y—2 dy®,

2° procedimiento. Difercnciando, hallamos:
dz=dx dx—3 (y dz 4z dy) -2y dy = (42— 3y) dx — (3x -} 2y) dy.
Volviendo a diferenciar y recordande que dz y 4y no dependen dv z ¢ y,
14*



212 Funciones de varias variables

whtenemos:
d?z = (4 dz =3 dy} dz—(3dz4-2dy)dy=4dat—6dzdy~2 dy2.
62z d%z

az" ' droy oyt

Tk ys
*”:"l/ﬁ*""b?

18M. Hallar —- si

‘ : 9%z 9%z Pz ;

1892, Hallar 7% Tady oyt O

z=In (% y).
1893, Hallar 22 6 0? si

2=V 2zy+y*.
1894, Hallar —— &c 3y si

e ko Y

2 == arclg =
- 1895, Hallar 6 = Si

o r=VY i yf 22
1896. Hallar todas las derivadas parciales de 2° orden de la
funcidn S
W=y -+ yi+ zz.

{897, Hallar 8zay PR si

u=a™yPz.

1898. Hallar ay= 5 i8I
2 =sen (zy).
1899, Hallar f3, (0, 0}, fay (0, 0), fiy (0, 0), =i
f@ y)=0042)" (1 +y)"

9%z g2z s
1900, Demostrar, que Fady —Bydz O
sl 2L,
p i
8%z - ez

190’1, .Derﬁﬂstrar, que Ox_(lyn__m + S

z=2a",
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1902*. Demostrar, (ue para la funcidn
g
flz, 9= 2 w3

con la condicion complementaria de f(0, 0)=0, tenemos

fiv(0, 0)=—1, [ (0, O)=+-1.

T 0% a2 a2z .
1903. Hallar 5 205 T si
= f {U., D) '

donde u=2z%4-y% v=uzy.

1904. Hallar dl: , si

u=f(z, y, z), donde z=0 (z, y).

a2z a2z a2z
1905. Hallar ——, 2y

z=f(u, v) donde =0 (z, y), v="1 (=, .
1906. Demostrar. que la funcién

si

u = arctg -;L

satisface a la ecuacion de Laplace
8 9%u
G TE T dyt =0.
1907. Demostrar, que la funcidén

1
u=in‘"—.
r

donde r=7) (x—a)? (y—0b)?, satisface a la ecuaciéu de Laplace
82u 82 _0
dxr2 ayd
1908. Demostrar, que la funcién
w(zx, t) =Asen (zht 4 @) sen Az
satisface a la ecuacion de vibraciones de la cuerda

8% 2 0%
— a o~
o2 ox%

1909. Demostrar, que la funcién

_ Ax—x0)2-(y—vo)24-(z—z0)®
1 Lavt

T Vad®

w(z, y, 5, )=



214 Funciones de varias variables

{Zo, Y¢: 2o, @, Son constantes) satisface a la ecuacion de la conduc-
tividad calorifica

du o f % 9% 9
E i (6.:2 + oy? £ 922 ) )
1910. Demostrar, que la funcidén
u=q({z—at)+ (x4 al),

donde g y ¥ son unas funciones cualesquiera, diferenciables dos
veces, satisface a la ccuacién de las vibraciones de la cuerda

By 4 %
az axs *

191, Demostrar, que la funcidn

z=ap (L) +9(5)
satisface a la ecuacion

a2z a2z %
2% o 22y — % +y* e 0.

1912. Demostrar, que la funcién

w=(zy) + Vv (L)

satisface a la ecuacién

52z Jy?

1943. Demostrar, que la funeién z= f[z + ¢ (y)] satisface a la
ecuacidn

. %u q —0.

gz 9% 9z 9%
"9z ozdéy oy 4z
1914. Hallar u=u(z, y), si
%
ax dy
1915. Determinar la forma de la funcién w==u(z, y) que satis-
face a la ecuacidn
Pu
gz

1916. Hallar d%z, si

z=g"¥,
1917. Hallar d%u, si

u=Zxyz.
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1918, Hallar d%z, si
2= (), donde f=z%-1y*,

1919. Hallar dz y d?z, si

x
2 =", donde u:—;—, v=2xy.

1920. Hallar d*z, si

z=f(u, v), donde u=az, v=by.
1921. Hallar d*z, si

z=7f(u, v), donde u=xze¥, v=ye®
1922. Hallar 4%z, si

z=¢%cos y.
1923. Hallar la diferencial de 3° orden de la funcién
Z2=ZzCOSYy-+ysenz,

y determinar todas derivadas parciales de 3°" orden.
1924. Hallar df (1, 2) y d*f (1, 2), si

flz, Y)=2" 42y +y*—41lnz—101Iny.

1925. Hallar d%f(0, 0, 0), si f(z, y, z) =224-2y% + 322 —2zy +
+4xz -+ 2yz.

§ 8. Integraclon de diferenclales exactas

1°. Condicién de diferencial exacta. Para que la expresién
P(z, yydz+Q(z, y)dy, en que las funciones P(xz, y) ¥y Q(z, y) son conti-
nuas conjuntamente con sus derivadas parciales de primer orden en un
recinto simplemente conexo D, represente de por si, en el recinto D, la
diferencial exacta de wua funcién determinada u {z, y), es necesario y sufi-
ciente que se cumpla la condicién

0 = B
dz — dy
Ejemplo 1. Cerciorarse de que la expresion
2r-y)de+(z+4-2y) dy
os la diferencial exacta de una funcién determinada y hallar dichka funcién.
Solucién. En este caso P=2z+4y, Q=z-42y. Por esto, (;—3= %:;:1

¥, por comsiguiente,

(22+9) dz (e 29) dy =du =32 dat 5o dy,

donde u es la funcidén que se busca.
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T O | £ =
De acuerde con la condicién Tz-_—.z;-]-y. por consiguiente,

w={ @oty)demsitay 49 ).

Pero, por otra parte, %=z+¢‘ (y)=2z-+2y, de dounde ¢’ (¥)=2y, ¢ (y)=
=yi+C
¥
u=2z2-fzy4-y24-C.
Finalmente,

(2 +y) dz{-(z4 2y) dy =d (22 f-ay 4 42 C).
2>. Caso de tres variables. Andlogamente, la expresién
P(z,y, 2)dz+-Q{z, ¥, 2) dy+ R (=, ¥, 2) dz,
en quo Pz, y,2), Qz,y,2) v R(z,y,2), junto con sus derivadas parcia-

les de 1%" orden, son funciones continuas de las variables =z, v, z representa
la diferencial exacta de una funcién determinada u(z, y.z), en un recinto
simplemente conexo D del ospacio, cuando, y séle cuando, en D se cumpla
la condicion

aQ _ P R _ 3Q 9P _ @R

y —— =

- 9x T oy oy gz ' gz T éx
Ejomplo 2. Cerciorarse de que lu expresién
(8224 8y —1) dz4- (22 4+ 3z) dy + (2y2 1) dz

es la diferencial oxacta de una funcién y hallar dicha funcién.
Solucidon. Aqui P=3z24-8y—1, Q=mz2432z y A=2yz+1. Estable-
cemos, que

8Q _oP _, @R _6Q _ oP _ R _,
6‘x—6ym’0y=az_z’ iz dr
¥, por consiguiente,
Ju du du
(3::2—}—35;_1)dm—}-(zﬁ+3z)dy+(2yz+1)dz:.du:Ec-dz-{--E‘,—dy»f-a—z dz,
donde u es la funcién que se husca.
Tenemos:
Ju
—_— =
52 32?43y -1,
es decir,

u={. Bty —y =zt o —s+9 0, 2.
Do otra parte,
du 9 _ .
W—-sz-i-?y— Z +3£‘,

u _dp
g st
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de donde %:zﬂ ¥ %:2“—}-1. El problema se reduce a buscar una fun-
cién de dos variables g (y, z), cuyas derivadas parciales se conocen, habién-
dose cumplido la condicion de diferencial exacta

Hallamos ¢:

o

@, A=\ #dy=yz2+ ()
@ ; :
=2+ () =2yz+1,
'-]J' (2)=1, ¢(=)==+Cr
es decir, @ {y, z)==y224z}C. Y, finalmente, obtenemos
u=g34-3ry—zr4y22dz4-C.
Después de comprobar que las expresiones gque se dan més abajo
son diferenciales exactas de efertas funciones, hallar estas fun-
ciones.

1926. ydz--zdy.
1927. (cos z -+ 3z%) dx 4 (23— y?) dy.
1928. (z-+-2y) do+y dy

(@)
z4- 2y 2x—y
1929. St do— 22—V dy,

1 x
1930- ? d.’C—F dy.

1931. dy.

z i ¥
Vares T vate

1932. Determinar las constantes a y b de tal forma, que la
expresion

(22?4 22y 4 y?) dz — (22 4 2oy +- by?) dy
(2214 y%)°

sea la diferencial exacta de una funcién z, v hallar esta 1ltima.

Después de comprobar que las expresiones que se dan mas abajo
son las diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas
funciones.

1933. (2z+4-y+2)dz+ (z+ 2y -+ 2) dy + (x + y 4 22) dz.

1934, (3z® 4 2y® -+ 3z) dz + (4ay + 2y —z) dy + (3 —y—2) dz.

1935. (2zyz—3yz 4 8zy*4-2) dz +-

+ (x?2—Bayz +8z% + 1) dy + (2*y — 3zy? + 3) dz.
1 z 1 = 1 Fi
1937 zdzt+pydy+zdz
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1938*. Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes
de coordenadas:
¥ Az
T (zp?? = (z+u)3 "’

donde A es una magnitud constante, ¢Cual debe ser el coeficiente &,
para que la fuerza tenga potencial?

1939. (A qué condicién debe satisfacer la funcién f(z, y), para
que la expresién

f(z, y)(dz+ dy)

sea una diferencial exacta?
1940. Hallar la funcidén u, si

du={ (zy) (y dz+zdy).

§ 9, Derivaclon de funciones Implicltas

. 1. Caso de una variable independiente. Si una ecuacién
f{z, ¥)=0, donde f(x,y) es una funcion diferenciablo de las variables z
o*y, dotermina a y como funcidén de z, la derivada de esta funcién dada c¢n

forma implicita, siempre que fy (2, ¥)==0, puede hallarse por la férmula

dy _ _ Ix(z.¥) {
= fyiz, ) o

Las [derivadas de érdenes superiores se hallan por derivacidon sucesiva
de la férmula (4).

: ! dy d% .
Ejemplo {. Llallaraym.m

(224 y2)3—3 (22 4 y%) +1 =0,

Solucidédn. Designando el primer micmbro de esta ccuacion por
f (=, ¥), hallamos las derivadas parciales

fx (2, y) =3 (224 y%)?. 22— 3.2z = bz [(z2 4 y2)2 —1],

fy (2, py=3 (224 y2)2.2y — 3.2y = by [(22+ y2)2—1].
De donde, aplicando la férmula (1), obtenemos:

dy _ _ Jx(zy) _ _ 6]+ —1] _ =z

@z " Tz, ) 67 (2 +y27—1) v

Para hallar 1a segunda derivada, derivamos con respocto a = la primera derivada
que hemos encontrado, teniendo on cuenta al hacerlo que # es funcién de z:

ber2 ve(=3)
d¥y d ( x i dr = vl oyttt
) y2 ¥ y3

i dz\" y )

2. Caso de varias variabhles indopendientes. Anéloga-
monte, si la ecwacién F(z, y, 2)=0, donde F(z, y, z) es una funcidon dife-
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renciable de las variables z, ¥ ¥y z, determina a =z como funcibén de las

variables independientes z e ¥, ¥ Fz{z, y, z) = 0, las derivadas parciales
de esta funcion dada de forma implicita pueden hallarse por las férmulas:

0z Fr(zy,2) 0z Fylz 4.3

02; F;(xs y! Z), ay F;(.T, y! 3) '

Otro procedimiento para hallar las derivadas de la funcién z es el siguiente:
diferenciando la ecuacién F(z, y, z)=0, obtenemos:

()

aF aF af
- . . F— dz 3z
De dondefpuede determinarse dz, y por consiguiente _—¥ 5
. dz Oz
% T ¢ N T i
Ejemplio 2. Hallar rratd g si

22— 2y2--3z%—yz L y=0.

Soluclién. 1o proccdimiento. Designando el primer miembro
de esta ecuacién por medio de F (x, y, z), hallamos las derivadas parciales

Fy(z, ¥, 2) =2z, Fy(z.y, 5= —by—z-1,
Fy {z, ¥, zy=06z—y.
Aplicando la férmula (2), obtenemos:

god_ Fi(wy.zn)_ 2 0z Fy@yn _1-—dy—z
9z " Fi@ouzy 02—V W Fizy, 2 by

2° procedimiento. Diferenciado la ecuacién dada, ebienemos:
2r dxr— 4y dy+6zde—ydz—zdy+dy=0. )
De donde determinamos dz, es decir, la diferencial total de la funcién
implicita:
_frdzf-(l—4y—z}dy

dz —05

7]
Comparandola con la férmula dz=§£«dz—{—-a~§ dy, vemos, (ue

dz 2z 6_:._1-—4y—z
Pz y—6z' @y  y—6z
3°. Sistema de funciones implicitas. Si el sistema de dos
ecuaciones
{ F(z' Uy iy v)=09
Gz, y, v, v)=0
determipa u y v como funciones diferenciables de las variables z e y, ¥y el
jacobianc
oF oF
D{F, G |dudv
D, vy 9G 8G
fie v

=+ 0,
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las diferenciales de ostas funciomes (y por consiguionte, sus derivadas
parciales) se pueden hallar de las siguiontes ecuaciones

ar ar aF oF
_d;_dm -{--‘j—y-dy—i—w d!&—i——a? dl«‘=0, {3}
a6G aG 4G a6
Ejemplo 3. Las ecuaciones
utv=z-4y, ru-tyv=1
ou av dv

. - du X
determipan » y » como funciones de = o y; hallar r Al i y o7

Solucion 17 procedimiento. Derivando ambas eccuaciones
con respecto a z, obtenemos:

du | &v
=t =l
du v
ekme T =0
de donde
o _uty o _uts
9 z—y ' br z~—y'
Andlogamente, hallamos:

oty vs
dy = z—y ' By z—y

2° procedimiento. Por derivacion hallamos dos ecuaciones que
relacionan entre si las cuatro variables:

du—dv=dzr--dy,
zdutudztydvfvdy=0,

Resolviendo csto sistema respecto a las diferenciales du y dv, obte-
nemos:

g = BV Az (04 y) dy oo B det (@ ta)dy

T—y ; z—y
De donde

oy udy o vty

dxr  z—y ' by  =—g '

v u+tz dv vz
9z z—y ' By z—y
4°. Funciones dadas en forma paramétrica. Sila funcién
diferenciable  de las variables z e y so da en ecuaciones paramétricas
T=zx(u, v), y=y(u,v), z=1u,uv)
¥
dxr dz
Dz, y) | o0
D (u, I!J)_ dy dy
Bu 0

¢0v
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la diferencial de esta funcién se puede hallar del sistema de ccuaciones

l dz_-é-i‘—du-{« Fo db",
ay oy
i dy = adu —|—~5E- dv, {4)
0z dz
l_ dz—"‘“-‘a—“dﬂ—’—a—dv

Conociendo la diferencial de=pdz-}q¢dy hallamos las dorivadas parciales
dz dz
PP Y =

Ejomplo 4 La funcién z de los argumentos z e y viene dada por
las ecuaciones

z=u-lv, y=uilu?, z=u} ¥ (u £ ).
Iz az
Hallar — y — .
A =Y oy _

Solucidn., 1%r procedimiento. Por diferenciacién hallamos

tres ecuaciones que relacionan entre si las e¢inco variables:

dz = du+-dv,
dy =2u du 4 2v du,
( dz=3u? du 4 3¢2 do.

Pe las primeras dos ecuaciones despejamos du y dv:

_ 2wdz—dy _ dy—2udx
H=pmam * 9w -

Ponemos en la tercera ecuacién las expresiones asi determinadas de du y do:

2vdxr—dy dy—2u dzx
= 2 2 =
dz=23u 3 o— ) + 3 )
_bup(u—r)dr4-3 (P2—u)dy 3
= o = —3uv a’x—l-«i {1e-t2) dy.
)¢ donde
8z . az 3
E———duv, «@—_-iu(u+(J).
2° procedimioento. De la tercora ccuacién dada se puede hallar:
oz du dv az an v
=3Ju?— -l Sl L T e - Wil
Bz W dx S dz " By Be ay +94 dy ©)

De.rivam‘os las dos primeras ecuaciones, primeramente, con respecte a z,
y después, con respecte a y:

_du ap _du | op
=% T Y=t

du v o du
O=2u—4-2p —, =2y — 12y ——.
l u@x_* > 1 2u0y+bdy
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Del primer sistema tenemos:
gu v v u

i v—u' Pz u—vrv’

Del segundo sistema tenemos:

w4 e 1
dy Z2{u—e)’ Iy 2(v—u)’

Poniendo las cxpresiones —j—i— ¥ j—; cn la formula (5), obienemos:

dz v u
S T 32
dz = v—u+dv u—u
& _
ay

= — 3ur,

Bul

1 1 3
2{u—v)+3v2 'Z{D—H}_.? Wei-o):

1941, Sea y una funcién de z, determinada por Ia eemacién
2 y2
e

=1.

Hallar -g%, % %
1942. Sea y una funcién determinada por la ecuacién
2Ly 4 2axy=0 (a>1).
&
dz2

Demostrar, que =0 y explicar el resaltado obtenido.

1943. Hallar % sioy=1-4y*

1944, Hallar L3 ¥ d2y’ si y=zxLlny.

dz ° dxt

1945. Hallar (ﬂ)x#‘l y (dﬁy)le, 81

dx dz2
r—2zy+yitrty—2=0.

Utilizando los resullados obtenidos, representar aproximada-
mente la grafica de esta curva en el entorno del punto z—=1.
1946, La funcién y estd determinada por la ecuacion

In YV 2? L y® =aarctg % {a==0).

dy d2y

Hallar -‘—j}— Y az2 "
dy 42y .
¥A B e T ORY
1947, T ¥ oaa B

14+zy—1Ln{* L ™) =0.
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1948. La funcidén z de las variables z e y se da por la ecuacidn
224 2y 2 —3xyz -2y +3=0.

Hailar —— v g; :
dz

1949, Hallar.‘ 73? ¥ oyt si

recosy+ycosz4-zeosxr=1.
1950. La funcién z viene dada por la ecuacion

eyt —ay=0.
Hd]lar ¥ 7y para el sistema de valoresz= —{, y=0y z=1.
g oz dz a2z 92z a2z L s
19561. Hallar a5 ‘-b—y-, B3’ Tay' : _6_}? y S1 a2 + X7 +cg‘—
dr gy bz
1952, f(=z, y, z) =0. Demostrar, que — 5 'E"é':?__i'

1953. z=9 (2, y}, donde y es funcion de z, determinada por la
ecuaciéon P (z, y)=0. Hallar E—

1954. Hallar dz y d%z, si

Z? -yt gt e gl

1955. Sea z una funcién de las variables £ e y deierminada

por la ecuacidon
222 + 2¢% + 22— 8xz -z 4-8=1.

Hallar dz v d?z para ol sistema de valores z=2, y=0 y z=1.

1956. Hallar dz y d%z, si In z=2+y+z=1. éA qué son

iguales las derivadas primera y segunda de la funci6n z?
1957. Sea la funcién z dada por la ecuacion

Ay + 2 =g lax + by +cz),
donde ¢ es una funcién cualquiera diferenciable y a, b, ¢, cous-
tantes, Demostrar, que
(cy — bz) —|—(az cx)g—;zbz—ay.

1958. Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacidn
Fz—az,y—bz)=10,
donde F es una funcion diferenciable cualguiera de dos argumentos,
satisface a la ecuacidn
az dz
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1959. F{=< , L)} =0. Demostrar, que :rﬁ—}-yiz-:z.
Z

4 dx
1960. Demostrar, que la funcién z, determinada por la ecua-
cién y=a@ (z) 4} (z), satisface a la ecuacién
2z ¢ 9z \*? 0z 9z 9% 02z (63 )5_0
Gz ('a?) T~ %%z 3y dz oy aE \oz ) T "
1961. Las funciones y y 2z de la variable independiente z se
dan por el sistema de ecuaciones

. d dz  d% d2
224yt —22=0, 2*+2y*+ 322 =4. Hallar "d_Z' ey Eé y ?—53- para

z=1, y=0y z=1.
1962. Las funciones y y z de la variable independiente z se
dan por el sistema de ecuaciones

ryz=a, z+y+z=>=.

Hallar dy, dz, d*y, dz.

1963. Las funciones u y v de las variables independientes z e y
se dan por el sistema de ecuaciones implicitas

U=zx-+y, ur=y.

Calcular

o b P . Pu o v oW v

9z ' Ty ' 072 Tzdy ' oyi’ Bz ' Oy ' 0a% Gxdy ' o P
z=0, y=1.

{964. Las funciones u y v de las variables independientes

z e y se dan por el sistema de ecuaciones implicitas
udv=zx, u—yv=0.

Hallar du, dv, d%u, d%v.

1965. Las funciones u y v de las variables x e y se dan por
el sistema de ecuaciones implicitas

=g (u,v), y=1v{u, v

du du v du
Hallarﬁ-—, —é;'—-, a—z ¥ W.

1966. a) IMallar % y %;—, Si z=ucosy, y=usenv y z=cv.

dz dz . .
b) Hallar %o ¥ g o Z=u+4v, Yy=u—0 y 2=Uub.

¢) Hallar dz, si z-+¢e"", y=¢e"" y z=uv.



Cambio de variables 225

1967. z=F (r, ), donde r y @ son funciones de las variables
z e y, determinadas por el sistema de ecuaciones

x=rcosq, y=rsenq.
Hallar 25 0

g Y oy
1968. Considerando z como funcién de z e y, hallar % yg—; .

8i x=qacospcosy, y==>bsenqpcosy,
Z=csen.

§ 10, Camblo de variables

Cuando se cambian las variables en las exprosiomes diferenciales, las
derivadas quo entraa en ellas deben expresarse por medio de derivadas con
respecio a las nuevas variables, aplicando para ello la regla de diferencia-
¢ién de funciones compuestas.

1°. Cambio do variables ¢n las expresiones que con-
tiecnen derivadas ordinarias.

Ejemplo 1. Transformar la ecuacidn
d2y dy , at
2 — —_— ]
et mr eyt =0

poniendo =

-n-!l-‘h

Solucidn. Expresamos las derivadas de y respecto a = por medio de
las derivadas de y con respecto a ¢, Tenemos:

dy dly
Pl i)
dz  dx L = dt '
dt T

== Y e PN ey T 0 Y
—_(2“3.?‘**‘“&:-7)( =i Ly L

Ponemos las expresiones de las derivadas halladas on la ecuacion dada

y cambiando & por |, , obtencmos:

2

1 afoduy d?y 1 dy -
(25t g ) 425 (~ o g ) +eun =0
]
q2
Tt aty =0

15—~10G18
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Ejemplo:2. T'ransformar la ecuacidn B .
dy ay
dxz =+ ( ) ~3 =0

tomando y como ar, umento y 2 como funcion.
Solucidn. Expresamos las derivadas de y respecto a z por medio de
las derivadas de x respecto a y

.
x  dx '’
dy
dz d2x
a2y d £ 1 d /4 \dy dy? 1 day?
m=~a(a)=a(d$)@—"-—d;—raw— Ty
T = o] & &
Poniendo estas expresiones de las derivadas en la ecuacién dada, tendremos:
déz
dy® 1 1
dxr\3 + dzy3 _?:.;:0’
%1 \al &

o, finalmente,

Bjemplo 3. Transformar la ecuacidn

dy_ 24y
dz x—y '

pasando a las coordenadas polares
Z£=rcos @, y=r sen Q. (1)
Solucidén. Considerande r como funcién de @, de la formula (1)

obtenemos:
dz=cos pdr—rsen ¢ dg, dy =sen ¢ dr+r cos ¢ @, de donde

dy _ son@dr+frcospde Sumpd S

dz~ cos@dr—r sen @ dg

COS dr r sen
P ap P
P d.
Poniendo en la ecuacién dada las expresiones de =z, y ¥y d_f: tendremos;

dr Sn
sen Qo HTS?P  rcosptrseng

“rcosg—rseng ’

08 q)—:%--r sen @

o, después de simplificar,
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~ 2° Camhbio de varjables en lag c¢xpresiones que con-
tionen derivadas parciales.

Ejemplo 4 Transformar la ecuacién de lag vibraciones de la cuerda

72 %

w Var 50

a tnas nuevas variables independientes ¢ y P, donde a=x—ai, =z at.

Solucidn Expresamos las derivadas parciales de u con respectoa z y t
por medio de derivadas parciales do u con respecto a @ y B. Aplicando fa«
formulas de derivaciéon de funciones dompuestas

du __ du da au_a_ﬁ# Bu_a_u_(?i _f?_!{_(ﬁ
Bt do o8t 'Op ot ' Fx da oz | op dz'

obtenemos:
e du du du
"E}'E" .05 { ﬂ‘)+ 6[}*&_&(6& ) '
du Ou
T Ttk 1= + T
Volvemos a derivar aplicando estas mismas férmulas:
N N ST TR T
812 at W)_aa az) ap \of ) et
deu 8% J%u J2u
(6&.0,3_"6053)( a}+a( op2 aaaﬁ)

a2 ( % i) %y
= dot  .oeop -53?) !

i MR L AR
azz“ax(__aa 6_.7:)6.:: ap \'az } @

xr
5%u 92 &2u % 8u 82 6‘2u
=(a_a*"*' aaaﬁ) +(6a6f}+6]32) A=l agtaE

Poniéndolo en la ecuacién dada, tondremos:

a'u % 2u 7 3%
a ey O e g UEE
¢ (‘aai 23 T P ) % (‘a_ﬂ'a L P )
o hien,
82
do 8 s

Ejemplo 5 Transformar la ecuacidén x?*—-—+ 2—§z—ﬂzﬂ tomfmdo

i ‘l
como nuevas variables independientes u =z, v = ST compinugwa funcién
1 1

W= ———

z &£
15
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Solucidn. Expresamos las derivadas parciales % ¥ g—; mediante
fw

las derivadas parciales %-Y o Para ello, diferenciamos las relaciones
dadas cnire las variables antiguas y las auevas

du=dz, dv=;§.~.§.§., dw=‘§'=7§'-

Por otra parte,

dw Ow
dw—adu-i—w dv
Por esto
dw dw dxr dz
W Bt e m T
o bien,
fw dw fdr dy dz  dz
“Pu x+09 (32“_”9,_2) z2 2
De agqui que
i dw 1 fw 22 Jw

dz 2 du  z% v
y
Ly 28
dy — y® ov

© bien,

1968, Transformar la ecuacién

x’dxg—j—2x +y=0.

haciendo z=e¢'.
1470. Transformar la ecuacién

d%y dy
—_ LY.
(1 x)d'a xd..-. 0)

poniendo z=cost.
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1971. Transformar las siguientes ecuaciones, tomando y como
argumento:

a2 dy \ 2

2 g+ () =0
dy d3y d%y 2

b) 3 g —3 {Gr) =0

1972. La tangente del éngulo p, formado por la tangente MT
y el radio vector OM del punto de tangencia (fig. 69), sc expresa

de la forma siguiente:

Rl
e o

Transformar esla expresion, pasando a las coordenadas polares:

T=rcos g, y=rseng.

Y

»

5.0 e
g T X
Fig. 69

1973. Expresar la férmula de la curvatura de una linea
:——N*-Il‘ﬂ-"_y”
(1212
en coordenadas polares r=rcosg, y=rsen§.
1974. Transformar a las nucvas variables independientes u y v
la ecuacién

8i u=ux, v=2o%] g%
1975. Transformar a las nuevas variables independientes w y v

la ecuacidn

PRLTEDN .
az_'_yFy- Ty

siu=z v="1.
T
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1976. Transformar la ecuacion de Laplace

% 8%
78t =0

a las coordenadas polares r y ¢, poniendo
T=rcosQ, y=rsengq.
1977. Transformar la ecuacién

93z s 02z

22— — —
gz Y 3ye 0,
haciendo u=zy, v= —:- .
1978. Transformar la ‘ecuacién
az fz

Yom— oy =W—2)z
introduciendo las nuevas variables independientes
R |
] 2 —_—— s
U==x +y r = P + y
y la nueva funcién w=Inz—{(z-+y).

1979, Transformar la ecuacidn

02z 82z a2z
0z~ “ bz oy 6y+ By 0,

tomando como nuevas variables independientes

Lol
z

v=z4y, U=

1

y como nueva funcidén w=-— .

H

1980. Transformar la ecuacién

3%z g2z iz
a2 +2t‘ix ay+ T B

poniendo u=z+4y, v=2—y, w=2zy— 2z, donde w=w (U, v).

§ 11, Plano tangente y normal a una superficle

1°. Ecuaciones del plano tangente y de la normal
para el caso en que la superficie ostd dada de forma
explicita. Recibe el nombre do plane tangente .de una superficie en el
punto M (punte de contacto} ¢l planc en que estin situadas todas las tan-
gentes en el punto M, a las curvas trazadas en dicha superficie que pasan
por este punto M.

Se llama rormal de una superficie a la rccta perpendicular al plano
tangente en el punto de contactn. )

Si la ecuacion de la superficio estd dada de forma explicita en un sistoma
de coordenadas cartesianas, z={ (z, ), donde f(z, ) es una funcién diferen-
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ciable, 1a ecuaci6n del plano tangente en el punto M (xy, . 30) 2 la super-
ficie sera

Zom 29 = f (Zar Vo) (X —20) 11 (zor Yo} (¥ — ¥o)- )

Aqlui zo=1(2g. ¥0) ¥ X, }"', Z, son las coordenadas variables de los puntos
del plano tangente.

.as ecuaciones de la normal tienen la forma:
X—=z Y— 2=z
AT T P, @
_fx{xo; ¥o) fy (za, ¥g)

dende X, ¥, Z, son las coordenadas variables de los puntos de 1a normal.
Ejemplo 1. Bseribir las eceaciones del plano tangente y de la nor:
2

mal a la superficie z:%—-—y2i en su punto M (2; —~1; 1).

Soluecidén. Hallamos las derivadas parciales de la funcién dada y sus

valores en el punto M.
. oo (.f’f_) =2
oz 7 ax M

az 0z
OF s oy, (—-n) 2
oy 4 dy 1M

De donde, aplicando las férmulas (1) y (2), tondromos: t=—1=2{z~—2)+
+2(y+1) o bien, 2z 42y —z~1=0, que es la ecuacitn del plano tangente,
¢:2=”::1=z:11, que son las ecuaciones de la normal.

2, Ecuaciones del plano tangeute y do la normal
para el caso en que la superficie ostia dada de forma

implicita. En el caso en que la ecuacién de la superficie regular esté
dada de forma implicita .

Pz, y, 2)=0
¥ F (zg. ¥o. 29) =0, las ecuaciones correspondientes tendran la forma
Fie (2o, ¥or 20) (X — o} + Fy (or Yor 20) (Y —Yo)+ Fz (20, yoy 20) (Z—20)=0, (3
que es la ecuacién del plano tangente, ¥
X—zg _ Y=y __Z—n
Fy(zor Yo, 20)  Fy(Zos Yo, 20)  FzlZo, Yor 70) y
que son las ecuaciones de la normal.

Eiemplo 2. Escribir la ecuacidn del plano tangente y de 1a normal
a la superficie 3zyz—z8=a¥ on el punto que tiene z=0 ¢ y=a.

Solucidén, Hallamos la cota z del punto de contacto, poniendo z=0
e y=a en la ecuacion de la superficie: —z%=a?, do donde z= —a. De esta
forma. el punto de contacto’ es M (0. a, —a).

Designande por F (z, Y, z) el primer miembro de la ocuacién, hallamos
las derivadas pagciales y sus valores ea el punto M:

(4)

Fay =3yz, (Fx)p = —3a%,
F;J=3zzr (Fy)pe=0,
Fz=3zy—322, (F2)pg= —3a2,
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Aplicando las férmulas (3) y (4), obtenemos:
— 842 (z~0)4-0 (y — a} —3a2 (s-+a)=0,
0 sea, x—+z2-+4a=0, ecuacién dol plano tangente,
z—0 y—a z-a

—3a? " 0 T 32

y;a=z_—1:_a‘ ecuaciones de la normal.

1981. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y las de
las normales a las siguientes superficies en los puntos que se
indican:

a) al paraboloide de revolucién z = 22+ ¥% en el punto (1; —2; 5);

&
0 sea, 1 =

b) al eono f—;-&%—*%:& en cl punto (4; 3; 4);

¢) a la esfera #® 4 y*+ 22 = 21?2, en el punto (rcosa; tsenca; R).
1982. ¢En qué punto del elipsoide

22 72 72
TrEta=1
la normal forma #ngulos iguales con los ejes coordenados?

1983. Por.el punto M (3;4;12) de la esfera 2+ y* 432 =169
pasan planos perpendiculares a los ejes OX y OY. Escribir la
ecuacién del plano que pasa por las tangentes a las secciones que
originan aquéllos, en el punto comun M.

1984. Demostrar, que la ecuacién del plano tangente a la
superficie central do 2° orden

ar® 4 byt f ez =k
en su punto M (zy, yo, 2o} tiene la forina
axex + byl +c2oz = k.

1985, Dada la superficie 2%+ 23?4 32% =21, trazar a ella pla-
nos tangentes que sean paralelos al plano z4-4y--6z=0.
1986. Dado el elipsoide

zﬁ y2 22
= tpta=t
trazar a ¢él planos tangentes que intercepten en los ejes coordcna-
dos segmentos de igual longitud.
1987, Hallar en la superficie 2®+-y?—22—2z=0 los puntos

en que los planos tangentes a ella sean paralelos a los planos
coordenados.

1988. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie
zyz=m® forman con los planos coordenados tetraedros de volumen
constante.
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_1989. Demostrar, _que los planos tangentes a la superficie
Vz+Vy+Vz=Va inlercoptan en los sjes coordenados segmen-
tos, cuya suma es constanle.

1990. Demostrar, que el cono
x2 y3 22
Tt E=g
v la esfera
b2 4-c2
(4

x2+y9+(z—- )2=-§.(b"+cﬂ)

son tangentes enire si en los puntos {0, 4+ &, c).

1991. Se llama dngulo enire dos superficies cn el punto de su
interseccién, al angulo que forman los planos tangentes a dichas
superficies en el punto que se considera.

¢Qué dngulo forman en su interseccién cl cilindro z*+4-y?= R*?
v la esfera (z— R)24y® 422 =R® en ¢l punto M(%, %;0)?

1992. Se llaman ortogonales las superficies que se cortan eatre
si formando 4ngulo recto en cada uno de los puntos de la linea
de su interseccidn.

Demostrar, que las superficies 22 4- y% -+ 2% = r? (esfera), y =z tg ¢
(plano) y 2% = (z®+ y*) tg* ¢ (cono), que son superlicies coordenadas
del sistema de coordenadas esféricas r, @, y, son ortogonales entre si.

1993. Demostrar, que todos los planos tangentes a la superficie

conica z=2zf (%) en su punto M (zo, Yo, 20), donde 2,540, pasan
por el origen de coordenadas.
1994*. Hallar las proyecciones del elipsoide
2+t 42t —ay—1=0
sobre los planos coordenados.
1995. Demogtrar, que la normal, en cualguier punto de la super-
ficie de revolucién z = f( )/ Z¥ +?) (f'5=0) corta a su ejo de rotacién.

§ 12, Formula de Taylor para [as funclones de varlas
varlables

_Supangamos que la funcion f(x, y) tiene en un entorno del punto {a, b)
derivadas parciales continvas hasta el orden {(n-~1) inclusive. Entonces,
en este enturno so verifica la jférmula de Taylor:

f (2 =] (& B+ i [fs (@, ) (=) (@ &) r—B)] +

g [ (0, B) (2 — @) 212, (@, B) (2= ) b+ (3, 8) (G —BR1 -
T lE—agte-0L ] 1@+ n, O
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donde

1 é @ Ju+t
Ba (= ¥) =957 [(x"“a) E‘H&'—b]‘w] X
Xfla+8{z—a), 5+0(y—0b] (OO

En otras notaciones:

fat b y+R) =1 (5, )+ (M2 (2, y)+kf;, (=, y)l-«:~2L (3f2 (2 )+

8x
+

- 20kfY, 2y D+ @ Dt (Bt ) (o 1)
@
=+

_ "‘(n_-H')T( )" tetomyton, @
o bien,

A (& 1) =41 (20 )+ (2, 9)+ ..

1 1
g O @ D) 4 (I 0D, @)

En el caso particelar en que e="b=0, la férmula (1) recibe el nombre
de formula de Maclaurin.

lF‘ommlas andlogas son vdlidas para las funciones de tres y més va-
riables,

Ejemplo. ITallar el incremento que recibe la funcidn f(z, ¥)=
-«:1:32 2y3+ 3zy al pasar do los valores z=1, y=2, a los valores z;=145h,
yr=2+k.

Solucidn. Tl ipcremento gue se busca puede encontrarse aplicando
la férmula (2). Calculamos previamente las derivadas parciales sucesivas
v sus valores on el punto dade (1, 2):

Iy (@, y) =322+ 3y, fi.(1; 2)=3.14-3.2=9,
1, @ y) =~y -3z, f,(4; 2= —B.443. 4= —21,
fax (%1 ¥} =6a, T (4; 2)==8.1=8,
foy (& ¥} =3, 15, 4 2)=3,
fiy (2 9)= —12y, fr (1; 2y == —12.2= —24,
frax (@ ¥) =6, et (s 2)=6;
fy & 1) =0, m,u 2) =0,
Tay (@1 ¥} =0, fiar (1 9 =0,
vou (& Y= 12, fyn (15 20 = —

Todas las derivadas siguientes serdin idénticamente iguales a cero.
Poniendo los resultados cbtenidos en la férmula (2), obtencmos:

M(x, P=f{14k 24k —f({, 2}“’! 9tk (—21)+
+ T 1264 20k 34 k2 (—24)] + - 10364 302K 0- 3hk2-04- 43 (—12)] =
=9h — 21k -+ 3h% 4 hk — 12K2 - A3 — 243,
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1996. Desarrollar f{(z-+%, y+ k) en potencias enteras y posi-
tivags de 2 ¥y &, si

F(z, y) = az® + 2bay + o,

1997. Desarrollar la funcién f({(z, y) = —2? 4 2zy 4 3y* — bz —
-~2y—4 por la férmula de Taylor en un entorno del punto
(—2; 1).

1998. Hallar el incremento que recibe la funcidén f(z, y)=zy
al pasar de los valores z=:1, y=1 a los valores

-'ri::i‘-!-'h, y1=1+k.
1999, Desarrollar la funcidn
flz.y, )=+ P+ 22+ 22y —~yz——4a—By—z -4

por la fdrmula de Taylor en el entorno del punto (1; 1; 1).
2000. Desarrollar f{z-+h, y+%, z+1). en potencias enteras
y positivas de &, k& y I, si

f(x, y, 2) = 2%+ y? + 28— 2ay — Jaz—2y2.

2001. Desarrollar por la formula de Maclaurin, hasta los tér-
minos de 3° orden inclusive, la funcidén

f{=, y)=¢e"seny.

2002. Desarrollar por la férmula de Maclaurin, hasta los térmi-
nos de 4° orden inclusive, la funcién

f(z, y) =coszcosy.

2003. Desarrollar por la f6rmula de Taylor, en un entorno del
punto (1; 1) hasta los términos de 2° orden inclusive, la funcidén

flz =y

2004. Desarrollar por la férmula de Taylor, en un entorno del
punto (1; —1) hasta los términos de 3° orden inclusive, la funcién

f(x, y) =€,
2005. Deducir las férmulas aproximadas, con exactitud hasta

los términos de 2° orden, com relacién a las magnitudes « y P,
para las expresiones

a) arctg%; b} ]/(“+G}m-2+-(1+ﬁ}“,

si |e| y | B} son pequefios en comparacién con 1.
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2006*. Aplicando la férmula dc Taylor, hasta los términos
de 2° orden, calcular aproximadamente:

a) 1/1,03; ]:’/'m, b) (0,95)2°L,

2007. Sea z una funcién implicita de z e y, determinada por
la ccuacién z°-—2zz+-y=0, que toma el valor z=1 cuando z=1
e y=1. Escribir varios términos decl desarrollo de la funcién s
en potencias crecientes de las diferencias z—1 e y—1.

§ 13. Extremo de una funcion de varias varlables

1°. Definicidén de sxtremo do una funeidn. Se dice que
una funcién f(zx, y) tiene un mdzimo (o un minimo) f (a, b) en el punto
P (a, D), si para todos los puntos P (z; y} diferentes de P, de un enlorno
suficientemente pequofic del punto P, se cumple la desigualdad f{e, &) >
> {(x, ¥) (o, respectivamente, § (a, &) < f(z, ¥)). El miximo ¢ minimo de una
funcion recibe también el nombre do exziremo de la misma. Anélogamente
se determina el extremo de una funcion de tres o méas variables.

2°. Condiciones necesarias ara la existencia de
extremo, Los puntos, en que la funeion c?iferenciablu f (z, ¥y pucde alcan-
zar uan extromo {es decir, los llamados puntes estacionaries), se hallan resol-
viendo ¢l sistoma do ecuaciones

folz, 1) =0, §,{=z, y)=0 (1)

{condiciones necesarias para la existencia de oxtremo). El sistema (1) os equi-
valente & una ccuacion df (z, y) =0. En ¢l caso general, en el punto extremo
P {a, b) do la funcién f (z, ¥), o no existe df (z, b) o bien df (a, &) =0,

3° Condiciones suficientes para la extstencia de
extromo. Sea P {a, b) un punto estacionario de la funcién f(z, ¥), es decir,
df(a, b)=0. En este caso: a) si d¥ (e, b) < 0, siendo dz2-}-dy2 >0, f (4, b)
es un /mdzimo do la funcion f(z, y): b) si d%f (a, b) > 0, siendo dz?+dy? >0,
f(a, b) es un minimo de la funcién f(z, ¥); ¢) si @%f (¢, b) cambia de signo,
f{a, b} no 0s punto extremo de la fuacion f (z, y).

Las condiciones citadas equivalen a las siguientes: sea fi(a, b)=
=f,{e. b)=0 y Ad=fi (2, 8), B=], (a) ¥}, C=f,, (¢, b}. Formamos el dis-
eriminante

A=AC—D2.

En este caso: 1) si A>0, la funcibn tieno vn extremo on el punto
P(a, b) y éste es un miximo, si 4<0 (0 €<0), ¥ un minimo, si 4 >0
{0 C>0); 2) si A< 0, en el punto P (a, b} no existe extremo; 3) si A=0,
la existencia de extremo de la funcién en el punto P (e, b)) queda indeter-
minada ées necesario continuar la invostigacidn).

4°, Caso de funciones de muchas variables. Para las fun-
ciones de lres 0 mas variables, las condiciones necesarias para la existencia
de extremos con anilogas a las condiciones del péarrafo 1°, (1), y las con-
diciones suficientes, andlogas a las del parrafo 3°, a), b) y c).

Ejomplo 1. Averiguar los extremos de la funcidn
z =234 3zy?~— 152 —12y,
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Solucidn., Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema
de ecuaciones (1)

az iz
M2 o 8t SR e i
% 3224-3y* —15=0 7 bry—12=10
a bhien,
{z2+y2—5=0,
oy —2=0

Resolviendo este sistema obtenemos cuatro puntos estacionarios:
Py(1 2 Py(2 1)y Py(—1; ~2); Pu(—2 1)

Hallamos las derivadas de 2° orden
B B o
dx? ' oz dy gyt

y formamos el discriminante A =A4C — 5?2 para cada unc de los puntos esta-
cionarios.

P 2
1) Para el punto Py A:(—iz—) =@, B=(~a—§—). =12 (=
Py P

=bx

- dxl iz 8y
=( gy"; )p =6, A= AC~ B2—=36— 144 < 0. Ts docir, en el punto P, no hay
1
axtremo.

2) Para ol punto Py 4=12, B=6, € =12; A=144—362>0, 4>0. En
el punto #; la funcién liene un minimo. Este minimo es igual al valor
de la funeion cuando z2=2, y=+*:

Siq =8+ 6—30—12= —28.

3) Para el punto Pz A=-—06, B=—12, C=—06 A=36—144<0.
No hay eatremo.

4y Para el punto Py A= —12, B=—0, C=-12; A="144—367>0,
A< 0. En el punto 2, 1o funcién tiege un maximo. Este maximo es igual a

2 pax= —8 —6-4+30-+12=28,

. Bxtremo condicionado. Se llama extremo condicionado
do una funcuin f(x, 2), en ¢l caso mds simple, al miximo o minimo de esta
funcwn, alcanzado con In condicién de quo sus argumentos estén ligados
entre si por la ecuacidn @ {z, y)=0 (ecuacitn de enlasr') Para hallar el e'c-
tremo condicienado de la funeion f (z, ), con la ecuacion do onlace g (z, z) =
se forma la llamada funcidn de Lagrange

F{.ﬁ, y)-——,f(x, y)+l'¢(zs y}!

donde ) ¢s un mulliplicador constante indeterminado, y se¢ busca el exiremo
ordinario do esta funcidn auxiliar. Las condiciones necesarias para ue haya
un extremo se reducen al sistema de tres ecuaciones

oF o ap
T oy P g o)

aF _ df % el :
ay iy
T (=, y):
con tres incogunitas, x, y, A, de las que, en gemeral, se pucden deducir éstas.
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El problema de la existencia y el caréctor del extremo condicionado se
resuelve sobre la base del estudio del signo quo tiene la segunda diferencial
de la funcién de Lagrange

J2F azF geF
a2F (z, y)= o dz?4-2 3297 dz dy +- T ay®

para el sistema de valores do =z, y, A que investigamos, obtenido de (2),
con la condicién de que dz y dy estén relacionados entre si por la ecuacién

3

Precisamente, la funcidn f (z, y) tendrd un maximo condicionado. si d2¥F << (.
y un minimo condicionado, si 42F >>0. En particular, si el discriminante
A para la funcién F{z. y) en el punto cstacionario es positivd, en esto punto
Lkabrd un méximo condicionado de la funcidn j(z, &), si A< 0 (o <),
¥y un minimo condicionadw, st 4 >0 (o € >0).

Andlogamente se hallan los extremos condicionados de Ias funciones
de tres y mds variables cuando existen una o més ecuaciones de enlace
(cuyo nimero debe ser menor que el de variables). En este caso. hay que
incluir ¢n la funcion de Lagrange tantos multiplicadores imdeterminados
como ccuaciones do enlace haya.

Ejemplo. 2 Hallar los extremos do la funcién

a9 &x-}.%l’_dy:o (=2 +-dy? = 0).

s=06—4xr—3y,

con la condicidn de que las variables z e y satisfagan a la ecuacién
22 yt=1,
Solucién. Geométricamente, el problema se reduce a encontrar los
valores miximo y minimo de la cota z del plano z=6—~4z—3y para sus

puntos de¢ interseccién con el cilindro z%--p2=1.
Formamos la funcidn de Lagrange :

Pz, y)=6—4z—3y+4 (22+y2—1). ,

Tenemos, % = — 44-2\z, —%«g‘- == == 3-|-2Ly. Las condiciones necesarias pro-
porcionan ol sistema de ecnaciones
( —4+4+2hz=0,
I —3+20y=0,
Latqye=1,
resolviendo cl eunal, encontramos:
5 4 3
=g G ey
¥
hy= 2 To= g = ._..2..
H g ! e 5 Y= 5
Como
92F aF 32F
F - i 7 il e
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tenemos
d2F =2} (dz2 - dy?).
v 5 4 3 T
5i ?.,:«E—- | Bmwge 6 rsmey entonces, d*F >0, y, por consigunicnte, en este
punto la funcién tiene un minimo condicionado. Si A= e, = m_é_ 0

20 5
3 o itk
== gy entonces, d2F < 0 y, por consiguiente, en este punto la funcién
tione un méximo condicionado.
De esta forma,

6°. Miximo minimo absolutos de la funcidén. Toda
funcidn, diferenciable em una regidn acotada y cerrada, alcanza su valar

=

500 (7590

%
(-5

Fig. 70

méximo (minimo), o en un punto estacionario, o en un punto de la frontera
de la regién.
Ejemplo 3. Determinar los valores miximo y minimo de la funcidn
s=att yi—aytaty
en la regidén
x“éo! ygo! 3+y>-—3.
Solucidn, La regién indieada es un tridngulo (fig. 70).
1) Hallamos los puntos estacionarios:
( zh=2z—y+41=0,
L 3;, =2y—z4-1=0;
de donde z= — 1, y= —1; obtenemos el punto M {—1; —1).
En el punto M el valor de la funcidn es zp = —1. Nec es necesario
investigar si hay cxtremo.
2) Examinamoes la funcién en la frontera de la regidm.

Cuando z=19, tenemos que z= Y424y, y el problema se rcduce a buscar
¢l méiximo y minimo absolutos de esta funcién de un argnmento en el
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segmento —3<y<0. Al bhacer esta investigacion, hallamos que

(Tmax. abs.) x=0="0 en el punto (0; —3) ¥ (2,6n. aps.) xmp = —=~ enel pun-
1

1o (0; —T -

Cuando y=0, obtencmos que z=z%--z. Anilogamente hallamos, que

{(*max. ans, Jy=0="06 en el punto (—3; 0) ¥ (Zyn. aps,) ymo = == en el punto

(~4:0).

Ceando £4y=-~3 0 bien y= —3~—ux, tendremos que z=3z249z-}6.
g 3 3
Anilogamente hallamos, que (z ¢ 3. Jrety=—a™ " g CR el punto ( -5
3
__,f) i Cmax. avs) wpy=-3=0 coincide con (zp4¢ apg)e—g ¥ coOR
(Zingx. abs.) y—o- En la recta 2 4-y= 3 se podria hacer la investigacién de
la existencia de extremo condicionado sin recurrir a la funcidn de un solo
argumento.

3) Comparando todos los valores de la funcidn z obtenidos, llegamos
4 Ja conclusidn do que z ., .ps. =6 en los puntos (0; —3) ¥y (—3; 0 ¥

Zqin. abs. = —1 en el punto estacionario A,

Investigar si tienen extremos las siguientes funciones de dos
variables:

2008, z=(z—1)+ 2y

2009. z=(x—1)%*— 2y,

2010, z=2*4-ay+y*— 22 —y.

201, z=2%2(6—ax—y) (x>0, y=>0).
2012, 5 =2z+ y*— 2z% 4- dxy — 232,

2013. =my]_/ -
2014, z=1 - (2* 4 y%)*2,
2015, z= (2?1 y?) g—tx2+uD),

| T ey (U
V1422 4-y2

2016.1. z:%—}-%-i—y (x>0, y>0).
2016.2. z =e"Y (2% —2y%).
Hallar los extremos de las funciones de tres variables:

2017, u =224 y* 4+ 22—y +a—2z.
e 2 2
2018, u==x +"}f:c_+_z_+'z_(x>0’ y =0, 5 0).
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Hallar los extremos de las funciones z, dadas de forma im-
plicita:

2019%, 24y 4 2% — 22+ 4y ~6z2—11=0.

2020, 2% —py*—3xt4y+2t+2—8=0.

Determinar los cxtremos condicionados de las funciones:

2021, z=uay, si z+y=1.

2022, z=g42y, si 224 y?=3>5.

2023. z=2a+3", si -+ 4 =1.

2024, z=cos®*ztcosty, si y—=z =—g~ "

2025. u=z—2y-+2z, si 2*4- 32 4-22=9.

2
2026. u=z%4-y* 4 2%, si —Zi»-i—i—:—k:—::i(a}b}c}()).

2027, u=uay®z®, si z+y+2=12(x>0, y >0, 2>0),
2028. u=zyz con. las condiciones: x4 y--z2=35,

2y +yz-t zx=2_8.
2029. Domostrar la desigualdad
_%_*F_:gﬁ > 7y,
si 20, y»0, z2>0. _
Indicacidén. Buscar ol miximo de la funcién u=zxyz con la condi-
cibn de que z+y+z=.5.
2030. Determinar el mdximo absoluto de la funcién

z=1+4a242

en las regiones: a) z >0, y >0, z4y<1;b) 20, y<0, 2—y<1.
2031. Determinar el mdaxime y minimo absolutos de las fun-
ciones: a) 2=z% ¥y b) z=z>—y* en la regidn z*J-y21.
2032. Determtinar el mdximo y minimo absoluto de la funcién
z=genz+seny+sen(z+y) en la regidon 0-@9:4:;%—, DL y<—=,

a
2033. Determinar el maximo y minimo absoluto de la funcién

z=2%4y*—3zy en la region 0L g2, -1y

§ 14. Problemas de determinaclon de los maximos y minimos
absolutos de las funciones

Ejemplo 1. Hay que dividir un nimero entero @ en tres sumandos
no negativos de manera que el producto de éstos sea méximo.

Solucidén. Sean los sumandes quo se busean z, ¥, a—z—y. Busca-
mos el miximo absoluto de la funcion f(z, y)=zy (e—z—yp).

16—1018
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2036. Entre todos los tridngulos de perimetro igual a 2p, ha-
llar el que tiene mayor Area.

2037. Hallar cl paralelepipedo rectangular de drea § dada, que
tenga el mayor volumen posible,

2038. Representar el ntimero positivo @ en forma de producto
de cuatro factores positivos, euya suma sca la menor posible.

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (z, y) tal,
que la suma de los c¢uadrados de sus distancias hasta las {res
rectas, =0, y=0, z—y--1=0, sea la menor posible.

2040. Hallar el tridngulo de perimeiro 2p dado, que al girar
alrededor do uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen.

2041. En un plano se dan ires puntos maloriales P, (z,, y,),
Py (x2, y2) ¥ P3(x3, y3), cuyas masas respectivas son my, my, y ms,.
¢Qué posicion deberd ocupar el punto P (xz, y) para que el momento
cuadratico (momento de inercia} de csle sistema de puntos, con rela-
cién a dicho punto P (es decir, la suma mPP%-{-m,P,P% | m,P,P?)
gsea el menor posible? !

2042. Hacer pasar un plano por el punte M (a, b, ¢) que lorme
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor
volumen posible.

2043. Inseribir en un elipsoide un paralelepipedo rectangular
gue tenga el mayor volumen posible.

2044. Calcular las dimensiones exteriores que deberi tener uri
cajon rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare-
des 8 y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la
menor cantidad posible de material.

2045. ;En qué punto de la elipse

2 a3
R

la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el tridngulo
de menor drea?
2046*. Hallar los ejes de la elipse

522 + 8zy+5y2=09.

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie
total sea méixima.

2048. Los cursos de dos rios (dentro de los limites de una
regién determinada) representan aproximadamente una paribola,
y=z% y una recta, x—y-—2=0. Hay que unir estos rios por
medio de un canal rectilineo que tenga la menor longitud posible.
¢Por qué puntos habrd que trazarlo?

2049. Hallar la distancia mds corta del punto M (1,2, 3) a la
recia

S|

¥

x—l —
17 =3

(1Y
o

16*
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Por el sentido que ticnc ol problema, la funcidén §(«, y) se examina
dentro del tridngulo cerrado 290, y 220, 24y = a (fig. 7t).
Roselvieado ol gislema
Iz @ =yle—2r—y)=0,
£, (@ y) = T (a—z—29) =0,
obtenomos para ¢l inlerior del tridngulo un solo punlte estacionario

a @& + . T -
(E; ?) . Para 61 comprobamos si se cumplen las condiciones necesarias.
Tenemos

v a = =2y, o, (e )=0—22—2y, fi, (s, y)=—2z.

_ a e 2
I'or consigaiente, A={7 ( 5 s T) ==l

; a a 1
B=[x (“r _:-'}")= g
o a a 2
e\ Fl=—gus

A=AC—B2>0, A<0.
Es decir, {a luncion tiene mdaximo en el punto (-%—; T) .

Yi
N (G a)

(3:%)

g (a;O} X

Fig. 7

Como en el contorno dei tridngule la funeidn f(z, y)=0, cste maximo
sera el maximo absolute de dicha funcidn, es decir, el producto serd maximao

a o ; 5 %
ceardo a:=y=a—x—~y~———3—- v el wvalor mdiximo del mismo sera igual

03

27

Ohservacién, Bsle problema podria haberse resuelto también por el
mélodo del extremo coudicionado, buscando el miaximo de la [uncion u=zyz

con la condicidn de que x4 y-+z=—a.

2034. Enire (odos los paralclepipedos rectangulares de volumen
¥ dado, hallar aquél cuya superficie total sea menor.

2035. ¢Qué dimonsiones deberd tener wn bafo abierto, de volu-
men V dado, para que su superficie sea la menor posible?

a
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2036. Entre lLodos los triangulos de perimetro igual a 2p, ha-
jlar el que tiene mayor area.

2037. Hallar el paralelepipedo rectangular de area § dada, que
tenga ¢l mayor volumen posible.

2038. Representar el namero positivo ¢ en forma de producto
de cuatro factores positivos, cuya suma sea la menor posible,

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (z, y) Lal,
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres
rectas, 2=0, y=0, z—y+1=0, sea la menor posible.

2040, Hallar ¢l tridngulo de perimelro 2p dado, que al girvar
alrededor de uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen.

2041. En un plano se dan tres puntos maleriales P,(zy, yy),
Py (zy, ya) ¥ Ps(xs, ys), cuyas masas respectivas son my, my ¥y mg
¢Qué posicidon deberd ocupar el punto P (z, y) para que el momento
cuadrilico (momento de inercia) de csle sistema de puntos, con rela-
¢ion a dicho punto P (es decir, la suma ml{’1P2+m2P3P“+m3P3P2)
sea ol menor posible?

2042. Hacer pasar un plano por el punto M (a, b, ¢} que forme
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor
volumen posible.

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepipedo rectangular
que tenga el mayor volumen posible.

2044, Caleular las dimensiones exteriores que doberd tener un
cajén rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare-
des 8 y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la
menor cantidad posible de material.

2045. ;En qué punto de la elipse

. 2
Pl at
la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el trifngulc
de menor irea? )
2046*. Hallar los ejes de la elipse

532 4 8zy 52 = 9.

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficic
total sea méxima.

2048. Los cursos de dos rios (dentro de los limites de una
regién determinada) representan aproximadamente una parabola,
y=2% y una recta, x—y--2=0. Hay que unir ostos rios por
medio de un canal rectilineo que tenga la menor longitud posible.
¢Por qué puntos habrd que trazarlo?

2049. Hallar la distancia mds corta del punto M (1, 2, 3) ala
recla -

14%
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:2050*. Los puntos A y B estén situados en diferentes medios
opticos, separados el uno del otro por una linea recta (fig. 72).
La velocidad de propagacion de la luz en el primer medio €5
igual a v, en el segundo, a vy. Aplicando el ¢principio de Fermaty,
segin el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la linea
AMB, para cuyo recorrido necesita el minimo de tiempo, deducir
la ley de la refraccion del rayo de luz.

A
!
| !
a 07 4 %
] M
- ;
A, _—V_c :
‘ Py 10 _ - |
| * e /
! Ay | ¢ By
B 1
Fig 72 Fig.73

2051. Aplicando el «principio de Fermat», deducir la ley de la
reflexién del rayo de luz de un plano.en un medio homogéneo (fig. 73).

2052*, Si por un circuito eléctrico de resistencia R pasa una
corriente I, la cantidad de calor que se desprende en una unidad
de tiempo es proporcional a I2R. Determinar, ;cémo habra
que distribuir la corriente I en I;, I, e I3 valiéndose de tres
conductores de resistencias A;, I%,, y I3 respectivamente, para
conseguir que el desprendimiento de calor sea minimo?

§ 15. Pentos singulares de las curvas planas

1°. Definicién de punto singular. Un punto M (= yoj de
una curva plana {(z, y)=0 se llama punte singular, si sus coordenadas satis-
facen simultineamerite a las tres ecuaciones;

f(zo, ¥0) =0, fx(z0 ¥0)=0, fy (%o, yo)=0.

2°. Tipos principales de puntos singulares. Suponga-
mos que en ¢l punto singular M (zg, yp) las derivadag de 2° orden

A= fxx (0, Yo)s
B ={xy (2o, ¥g),
C= fyy (%0s Vo)

no son todas iguales a cero y que _
A=AC — B2,
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en este caso tendremos:
a) si A>0, M serid un punte aislado ([ig. 74);
b) si A<C0, M serd un punio crunodal (punto doble) (tig. 75):

Fig 74 Fig. 75

¢} si A=0, M puedo ser un gunio de retroceso de 12 especie (fig. 76) o de
2a especie (fig. 77), o un punto oislade, © punio doble con tangentes coinci-
dentes © tacnodo (fig. 78)

¥

M
Fig.76 Fig 77 Fig. 78

Al resclver los problemas de esto apartado, se considera obligatoria la
construccion de las curvas. )

Ejemplo 1. Demostrar, que la curva y?=ear?4-z% tiene: un punto
crunodal, si @ > 0; un punte aislado, si ¢<C0 y un punte de retroceso de
{8 egpecie, si a=0.

Solucidn. En este caso f(z, p)=ar?+23—y% Hallamos las derivadas
parciales y las igualamos a cero

= (z, ¥) = 2az+$-3z3=0,
fy (2, y) = —2y=0.

Este sistema tiene dos soluciones: 0(0; 0) y ¥ (—%—a; 0}, pero las coor-

denadas del punte &V no satisfacen a la ecuacién de la curva dada. Es decir,
hay un solo punto singular 0 {0; C).
Hallamos las segundas derivadas y sus valores en el punto O;
fox (z, y)=2a+6z, A=2a,
fxu (2, ) =0, B=0,
fou (2. 1) =—2, C=-2,
A= AC~—~B%=—= —4a.



246 Funciones de varias variables

I'or consiguisute,

St >0, A<Z0 y ol punto © serd ua punto cranedal (fig. 79);

81 2a<<0, A>0 y el punto O serd un punto aiglado (fig. 80);

Si a=0, A=90. La ecuacion de la curva en este caso serd y?>=2% o hicn
y—-+ V/z%, donde z 3»0; la curva es simétrica con respacto al eje OX, que

¢ Y
i
a=0
a»l y -
2 l
a<d G T X
0 x &
g X
Fig 79 Fig. 80 Fig. 8

es tangente a la misma. Por consiguiente, el punto M seri un punto de
retroceso de {2 especie (fig. 81).

Determinar el caricter de los puntos singulares de las curvas
siguientes:

2053. y* = —a* 2t

2054, (y—x?)t =z

2055. a'y®=a¥zt —zt.

2056, z%t—a2?—y?=0.

2057. 2% 4-y% —3azy =0 (folium de Descartes).
2058. y* (a—x) == (cisoide).

2059. (2242 =a® (2®—y?) (lemniscata).

2060. (a+x)y®=(a—zx)2* (estrofoide).

2061. (224 3®) (z—a)? =022 (@ >0, b>>0) (concoide). Examinar
tres casos:

1) a>b, 2) a=1, 3) a<Cd.

2062. Determinar c¢émo varia cl caricter del punto singular
de la curva y?=(z—a)(z—"b) (z—c) en dependencia de los valores
de a, b v c{a<< b c son reales).
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§ 16. Envolvente

1°. Definicién de la envolvente. Envolvente de una familia
de curvas planas se llama a la curva (o al conjunto dc curvas) tangente
a todas las lincas de dicha familia, ademéds cada uno de sus puntos tienc
contacto con alguna de la lineas de la familia que se examina,
2°. Leuacién de la onvolvente Si upa familia do curvas
dependiente de un pardmetro variable o
i, ¥, @)=0
tiene envolvente, las ecuaciones paramétricas de ésta se determinun por
medio del sistema de ecuaciones
f(z! ¥, Q)ZO!
: (1)
(e (z. g, a)=0.
Eliminando el parimetre o« del sistema (1), ohtendremos una ecuacién de

la forma
D (z, y)=0. @

Debe advertirse, que la curva (2), obtenida [ormalmente, llamada curva
diseriminante, ademas de la envolvente, si ésta existe, puede contener lugares
genmétricos de puntos singulares de la familia dada, que no [orman parte
dec la envolvonte de la misma.

i Al resolver los problemas de esto pardgralo, se recomienda hacor los
ibujos.

Bjemplo t. Hallar la envolvente de la familia de rectas

zceosa-tysena—p=0 (p=const.,, p>0).

Solucién. Esta familia de rectas depende del parimetro o. Forma-
mos ol sistema de ecuaciones (1)

zeosatysino—p=0
—axsena4d-yeosa=0.

Resolviendo este sislema con respecto a z o y, obtenemns las ecuaciones
paramétricas de la envolvente

T==pcosa, ¥=pS0Nd.
[Flevando ambas ecuaciones al cuadrade y suméndolas, eliminamos el pari-

metro c:
24yi=p

Es decir, la envolvente de esia familia de rectas es una circunkerencia
de radio p con el ceatro en el origen de coordenadas. La familia de rectas
dada es, a su vez, la familia de tangentes de esta circuuferencia (fig. 82).

2063. Hallar la envolvente de la [amilia de circunferencias
(c—ay 4y ="
2064. IHallar la envolvente de la familia de rectas

y=kx+ -%
(k es un parametro, p == consl).
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2065, Hallar la envolvente de la familia de circunferencias de
radios iguales a R, cuyos centros se encuentran en el eje OX.
2066. Hallar la curva que emvuelve a un segmento de longi-
tud I, cuando sus extremos reshalan por los ojes de coordenadas.

Y
3(( y
73
\ 9 » Ll
_ 7 -';—
Fig 82 Fig 83

2067. Hallar la envolvente de la familia de rectas que forman
con los ejes de coordenadas tridngulos de drea constante S.

2068. Hallar la envolvente de las elipses de 4rea constante S,
cuyos ejes de simetria coinciden.

2069. Averiguar el carécter de las curvas discriminantes de las
familias de curvas siguientes (C es el pardmetro):

a) y=(x—C)® (pardbolas cibicas);

b) y*=(z-—C)® (pardbolas semicibicas);
¢} y*={(x—C)* (pardbolas de Neil);

d) (a+x) (y—C)* =2 (a—z) (estrofoides).

2070. La ecuacién do la trayectoria que sigue un proyectil
lanzado desde el punto O, con la velocidad inicial v, y formando
un dngulo @ con el horizonte (prescindiendo de la resistencia del
aire), es
gu
= ztga_.‘lr% cos? o

Tomando el angulo & como pardmetro, hallar la envolvente de
todas las trayectorias del proyectil situadas en un mismo plano
vertical («pardbole de seguridad») (fig. 83).
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§ 17. Longitud de un arco de curva en el espaclo
La diferencial del arco de una curva cn el espacio en coordenadas carte-
sianas rectangulares es
ds=Vdz? Fdy>+dad,
donde =, y, z, son las coordenadas variables del punto de la curva.

Si
z=z(t), y=y(), z=z()

son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud del
arco en ol intervalo comprendido ontro t=¢, y t=1, serd

to
de y2 dz 2 dz \ &
=V (F)HEF) +H(F)
: tl
Hallar la Jongitud de los arcos de las curvas que se dan en
los problemas 2071 — 2076:

2071, z=t, y=12 z=3‘;—3 desde £ =0 hasta t=2.

2072, z=2c¢o0st, y==2s8ent, z=%z desde ¢ =0 hasta ¢t =n.

2073. z=¢'cost, y=e'sent, z—=e' desde ¢=0 hasta un valor
arbitrario de ¢.

2074, y=2_, z==% desde =0 hasta z=6.

2075, z*=3y, 2xy =9z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto
M@3;3;2).

2076. y=aarcsen, s=71In “tZ desde el punto O (0; 0; 0)

hasta el punto M {zq, yo. Zo).
2077. La posicién de un punto en cualquier instante Z(z >0}
se determina por las ecuaciones
.’,2':.—:25, y=ln:, Z:ig.

Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes
t=1 y t=10,

§ 18. Funcion vectorial de un argumento escalar

1°. Derivada de una funcidn vectorial de un argu-
mento escalar. La juncion vectorial @=aea (I} puede determinarse dando
las tres funciones escalares o, (f}, e,(t) ¥ 2;(f) de sus proyocciones sobre
los ejes de coordenadas:

a=ay(t)i+ta, () J+a, (1) k.
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§ 17. Longitud de un arco de curva en el espaclo
La diferencial del arco de una curva en el espacio en coordenadas carte-
sianas rectangulares s
ds ="/ IEF BT aB,
dondstsiz, Y, 2z, son las coordenadas variables del punto do lu curva.
g=x(8), yv=y(t) z=z()

son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud det
arco ep el intervalo comprendido entre t=i; y t=1p serd

=V -

Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en
los problemas 2071 — 2076:

2071. =i, y=1% z=$ desde £ =0 hasta z=2.

2072. x=2cost, y=2senl, m%z desde =0 hasta {=nm.

. 2073. z=¢'cost, y=e'sent, z=e' desde t=0 hasta un valor
arbitrario de ¢,

2074 . =8 z3 %
b, Y=, 2=4- desde =0 hasta z=6.

2075. 2%=3y, 22y =9z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto
M (3; 3; 2).

2076. y =aarcsen>, z=71In 2F% desdo el punto O (05 05 0)

Q-

hasta el punto M (zgy, o, 2Zo)-
2077. La posiciéon de un punto on cualquier instante ¢ (Z > 0)
se determina por las ecuaciones
=2t y=Iut, z=i*%
IiIalIar liovelocidad media del movimiento entre los instanies
t=17vy i= .

§ 18. Funcldn vectorial de un argemento escalar

1°, Derivada de una funcién vectorial de un argu-
monto escalar. La funcién vectorial a=u (i) guede determinarse dando
las tres funciones escalares a.(t), ay(f) y a,{(t) de sus proyecciones sobre
los efes de coordenadas:

w=ax(t)d4ay () F+a, (1) k.
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La dcerivada de la funcién vectorial e@=a () con respecto al argumento
escalar ¢ 0s una nueva funcién vectorial determinada por la igualdad

da i, A —ealt) da,,(:) day (t)
W_e}:l-To At S

El médulo de la derivada do la fuancidn veetorial es igual a
da |/ (=), (ﬁg)er(daz)"
= (dt ) g el

ot
El extremo decl radio vector variable »=»(¢) describe en el espacio una
curva

J +da,_ (£) k.

r=z)ity I+ )k,

gue recibe el nombre de kedigrafo del vector #.
La derivada %’? ropresenta de por si un vector, tangente al hoddgraie
en el punto correspondiente,

at | ar
donde s es la longitud del arco del hodidgrafo, tomarda desde cierto punto

inicial.
| dr

dr I ds

En particular, =1.

Si el parimetro ¢t es ¢l tiempo, d—-—v es el veetor de la rvelocided del

di
d%r dv

extremno del vector r, T = w es ol vector de la aceleracién de dicho

extremo.

2% Reglas principales para la derivacién de fun-
clones voctoriales de un argumento escalar.

der ab de
1 d,;("*“ Ll e

2) d_t (ma)= m donde m 3 un escalar constante;

d‘ ;
’ dp det : s :
3) E(qm)::—‘u— (:.+wa , donde @ (:) es uaa funcién escalar de £:

) (ub}—dﬂ' Ot d?

5) —(mxl))—- Xb—1— >< d’
d d
6) maw () =G - b

7) a -—0 si | @ | =const.

E‘.Jemplu 1. El radio vector de un punto mdvil, en cualquicr ins-
tante do ticmpo, se da por la ocuacion

=i — 41T 4 B2, (1)
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Determinar la trayectoria, la velocidad y la aceleracién del movimiento.
Selucidén. De la ecuacidn (1), tenemos;

z=1, y= —42, z==2342,

Eliminando el tiempo ¢, tememos, quo la trayectoria del movimiento eos
una linea recta
z—1 ¥ z

Derivande la expresidn (1), hallamos la velocidad del movimiento

dr i
¥ la aceleracién del mismo
d2p -
—z= —87 k.

La magnitud de la velocidad es igual a

%’ = VETF (52 =10| ¢ |.

Notemos, que la aceleracion es constante y tiene la siguiente magnitud

a2y PRRSTT E
- = V(=8 F6E=10.

2078. Demostrar, que la eccuacién vectorial
r— = (r— ) L.

donde »; y #, son los radios voclores de dos puntos dadoes, es la
ecuacion de una recta.

2079. Determinar, qué lineas son los hodégrafos de las siguien-
tes funciones vectloriales:

a) r=uat-- e ¢) r=acosi-} bseni;
b) »=wai?-- b4 d) ¥=achi|+bsht,

donde, @, b y ¢ son vectores constantes, al mismo tiempo que los
vectores @ y ® son perpendiculares enire si.

2080. Hallar la derivada de la funcién vectorial a ()=
=af(tya’(t), donde a({} es una funcién escalar, mientras que
«°(t) es un vector unidad, en los casos en que el vector e (?)
varia: 1) solamente en longitud, 2) solamente en direceidn, 3) en
longitud y en direccién (caso gemeral). Esclarccer el sentido geo-
métrico de los resultados obtenidos.

2081. Aplicando las reglas para la derivaciéon do funciones
vecloriales de un argumento escalar, deducir la férmula para la
derivacion del producto mixte de tres funciones vectoriales,
a, by e



2h2 Funciones de parias variables

2082, Hallar la derivada, con respecto al pardmetro £, del
volumen del paralelepipedo construido sobre los tres vectores:

a=14+41j4 12k,
= 20— § -+ 1%;
c= —1%4- 1% - k.
2083. La ccuacién de un movimiento es
r=234cosf+4jsent,
donde ¢ es el tiempo. Determinar la trayectoria de este movimien-

to, la velocidad y aceleracién del mismo. Construir la trayec-
toria del movimiento y los vectores de la velocidad y de la acelera-

cidon para los instantes =0, t:% v t:—_% ’
2084, La ecvacién de un movimiento es
w=2icost—2Fsen i3kt
Determinar la trayectoria, velocidad y aceleracién de ‘este movi-

miento. ¢A qué son iguales la magnitud de la velocidad y de la
aceleracién y cuiles son sus direcciones en los instantes =0

y i= T—:- ?
2085. La ecuacién de un movimiento es
7 =14 ¢08 0, ¢0S Wf 4 J sen & cos of -i- k sen wt,
donde & y o son constantes y ¢ es el tiempo. Determinar la trayec«

toria, la magnitud y la direccién de la velocidad y la acelera-

cién del movimiento.
2086, La ecuaciéon del movimiento de wun proyectll (prescin-

diendo de la resistencia del aire) es

2
'rzvot——-g—t-k,

donde vy {vox, Loy vozp s la velocidad inicial, Hallar la velocidad

y la aceleracién en cualquier instante.
2087. Demostrar, que si un punto se mueve por la parahola

yz%z, z=0 de tal forma, que la proyeccién de la velocidad

3 . dz
sobre el eje OX se mantiene consante (ﬁ:const.), la acelera-

cién también se mantendrd constante.
2088, Un punto situado en la rosca de un tornillo, que se
enrosca en una viga, describe una hélice circular

x=acosh, y=asend, z=~r0,
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donde 0, es el angulo de giro del tornille, a, el radio del tornille
v & la elevacién correspondiente al giro de un radiante. Determi-
nar la velocidad del movimiento del punto.

2089. Hallar la velocidad de un punto de la circunferencia de
una rueda, de radio e, que gira con una velecidad angular cons-
tante @, de tal forma, que su centro, al ccurrir esto, se desplaza
en linea recta con una velocidad constante vy,

§ 19, Trledro Infrinseco de una curva en el espacio

En todo punto M (x, ¥, z), quo no sea singular, de una curva en el
espacio »=1(t), se puede constrnir un triedro intrinseco formado por tres
planos perpendiculares entre si {fig. 84):

1) el plano oseulador, MM My, en el que estin situados los vectores

dr  d%
FRArT R
2) el plano normal, MMpMj, perpendicular al vector % ¥ 3) el plane
rectificante, MM M, perpendicular a los dos planos primeros.
M;
B
Flaro Plang
rectificante hormal
A
MmMIv MZ

Plano

J osculador
r
! Tdt
M,
Fig. 84

Las intersecciones de estos tres planos forman ires rectas:
1) la tangente MM; 2) la normal principal MMy v 3) la binormal MM,
que se determinan respectivamente con log voctores:

1} T=i—:‘ (vector de la tangente);
dr  d%r :
2) B_WXF {vector de la birnormal) y

3) N=BXIT (vector de la normal prineipal).
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Los correspondientes vectores unitarios
T B N

T E T

se pueden calcular por las [ormulas

dt
T»:.Q- v:.-m—-——dt P pe=tXxy
ds ' dr | ’ &
ds

Si X, Y, Z, son las coordepadas variables el punto de la tangente,
las ecuaciones de dicha tangente en ¢l punto M (z, y, z) tendrdn la forma

X—z - Y—y Z-—:z

TS R 7 )
donde Tx=§—': ) Tyx% 2 Tz:.—%; partiendo de la condicién de perpen-
dicularidad de la recta y ¢l plano, obtenemos fa ecuacidon del plano normal

T (X —2) + T (Y —4)+ T (2~ 2) =0. @

Sustituyendo en las ecwaciones (1) y (2} 7x, Iy ¥ T, por By, By, B,
y Ny Ny &, obtenemos las ecuaciones do las rectas binormal y notmal
principal’ ¥, respectivamente, de Jos planos osculador y rectificante.

Ejemplo 1. Hallar los vectores unitarivs principaies =, v y 8 de la
curva

en el punto ¢=1.

Escribir las ccuaciones de la tangenle, normal principal y binormal
en este punto.

Solucidn. Tenemos:

re=ti4-12J + 38
7
d_"=¢+2t.7'+3z2k,
dt
dip .
—am=2J L 6ik.
= 2J -6
e donde, para t =1, obtcnemos:
=97 1294 3k
di
iJ kK
) 2 ;
.J}:ijr?xit=l'l 2 3|—61—6JLok;
i di | 5 %
o 2 6
i Jk
N=BxT=|6 —6 2 |=—22i—16J |- 18K,

1 23
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D

Por consiguiente,

e $4-27 + 3k b= 3t—3J 4k ' _—Ui—87+9k
V14 L VG
Como para ¢=1, tenemos r=1, y=1, z==1, entonces
z—1 y—1 z2—1

T ER -

es Ja ecuacién de la tangente,
z2—1 y—1_ z—1

8 —a 1
ez la ecuacién de la hinormal y

es ja de }a normal principal- .
8i la curva en el espacio se da como la interseccidn de dos superficies

Fz, y, 2)=0, G(z, y. z)=0,

a2y
de2
dy, dz} ¥ d%r{d%z, d%y, d*z}, pudiéndose considerar una de las varinbles
z, y, z como independiente y suponer que su segunda diferencial es igual
a cero,

Ejemplo 2. Lscribir la ecnacidn del plano osculador de la circun-
ferencia

en lugar de los woctores ci—:' ¥ s¢ pueden tomar los veclores dr {dz,

22yt z2=4, 2+y+2=0 (3)

en el punto M (1; 1; —2). 4
Soluei6n. Diferenciando el sistema (3), como sila fuera variable
independiente, tendremos:

rdrtydy-+zdi=0,

dz-l-dy-|} dz=0
¥
da? - dy? -y d®y +d2 2 d22 =0,
2y + a2z =0.
Poniendo z=1, y=1, == —2, ohtencmos:
dy = —dz; d2=10;

, 2 ” 2
diy= g dx2, £Z~z=?dx2,

Por congiguiente, el plano osenlador se determina por Ins vectores
jaz, —dz, 0} y {0, —-.3—4.{:. -é—m}

o bien,
1, -1, 0 y {0, —1, 1],
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De donde, el vector normal al plano osculador es

i J k
B=|1 —% 0 |=—i—J—=k
0 —1 1

y, por consiguienle, su ecuacidn sord

—1(z—1)—(@y—1)—(z+2)=0,
es decir,

z4y4:=0,
come debia ocurrir, ya que nuestra curva se encuentra en este plano.
2090. Hallar los veclores unitarios principales 1, v, § de la

curva

z=1—cosf, y=sent, z=1

en el punto ¢ = -’2i 2

2091. Hallar los vectores unitarios de la tangente y normal
principal de la espiral cdnica

' r==e'(icost+ jsent-+ %)

en un punto arbitrario. Determinar los dngulos que forman estas
rectas con el eje OZ.

2092. Hallar los veetores unitarios principales ©, v, B de la
cnrva

y=a% z=2x
en el punto z=2.
2093. Dada la hélice circular

r—=acost, y—=asent, z==bt

escribir las ccuaciones de las rectas que forman las aristas del
tetraedro inirinseco en un punto arbitrarioc de dicha Iinea. Deter-
minar los cosenos directores de la tangente y de la normal prin-
cipal.

2094. Bscribir las ecuaciones de los planos que forman el
letraedro intrinseco de la curva

24y 22 =6, 22—yt 2P =4
en el punto M (1; 1; 2).

2095. Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano normal
y del plano osculador de la curva

z=1, y=12, z=1% en el punto M (2; 4 8).
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2096. Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal prin-

cipal y de la binormal en un punto arbitrario de la curva
et _;.‘.F 2
w=gE ¥Tg g

Hallar los puntos en que la tangente a esta curva es paralela al
plano z+43y+2z—10=0,

2097. Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano oscula-
dor, de la normal principal y de la binormal de la curva

2
r=t, y=—1I, Z---Z—

en el punto £==2. Calcular los cosenos directores de }a binormal
en este punto.

2098. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor-
mal a las ecurvas siguientes:

a) x= Rcos’t, y= Rsentcost, z= Rgen! cuando r—%;
b) z=2*+¥®, x=y en el punto (1; 1; 2);
¢) 2?4+ +22 =25, x+2="5 en el punto (2; 2V 3; 3).

2099. Hallar la ecuacién del plano normal a la curva z =22 —
—y®, y==z en el origen de coordenadas.

2100, Hallar la ecuacién del plano osculador a la curva z=-ef,
y=et, z=1t)2 en el punto £=0,

2101. Hallar las ecuaciones de los planos osculadores a las
curvas:

a) 224+ y*+22=9, 2°—y>=3 en cl punto (2; 1; 2);
h) 2* =4y, x*=24z en el punto (6; 9; 9);

¢) 22+22=a? y?+z2=0" en cualquier punto de Ja curva
(Zo. Yos Zo)-

2102. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal
principal y de la binormal a la curva

yleez, 2®==2 en el punto (1; 1; 1).

2103. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal
principal ¥ de la binormal a la hélice cdnica x=1co5f, y=1sen!,
z=2>bt en el origen de coordenadas. Hallar los vectores unitarios
de la tangente, de la normal principal y de la hinormial en el
origen de coordenadas.

17=1016
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§ 20, Curvaturas de flexlon y de torslon de uma curva en el espaclo

1°, Curvatura de flexidn. Se entiende por curvatura de flezion
de una ecurva on un punte M, el nimero

P

1
ey .
R Asap Os

donde @ es el dngulo de giro de la tangente (drgulo de contingencia) en el

segmento do curva M, y As, la longitud del arco de osto segmento de curva.
£ se llama radio de curvature de flezion. Si la curva se da por la ecuacién
r=2(s). donde s es la longitud del arco, tendremos

1 | ér I

I Fl dst |’

Para el caso on que la curva se dé en forma paramétrica general, tenemos:
dr _ der
Wx‘m‘l

dr |3
||

1
T 1

2°. Curvatura de ftorsidn. Se entiende por curvetura de torsién
de uwna curva cn el punto M, el mimero

donde 0 es el dngulo de giro de la binormal en el segmcnto de curva MN.
La mangnitud p so llama redio de curvatura de forsidn. Si r=r(s), s¢ tiene

dr dir d3p
ds ds% dsb

(&)

o d . 3
donde el signo menos se toma cuando los vectores —rg y v ticnen la misma

1 _ |48
?"‘+|"3?|_

direccidn, y el signo mis, en el caso contrario.
Si #=»{¢), donde ¢ es un pardmetro arbitrario, se tondra

dr d2r dr
1@ e )
f dr , diWr \2'
: (G xar)
Ejemplo 1. Iallar las curvaturas de flexién y de torsién de la
hélice circular

r=tacostfJasent-FRdt(a>0).
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Solucidén, Tenemos:
dr

W:—-iasen!-{-iacost-}kb,
dlr
-ﬁ=-—tacoss—.fasent.
dir :
—_— t— £,
PTE i asen J ¢ cos
De donde
’ i i I
%X%= —asent acost b [=4iabseni—Jabcosi-tak
~acosf —asent 0
Yy
e Ak oo —a sen ¢ acost b
T » = =
—— = ] : t 0 |=a2b.
T e @ CoS 2 gen
asent —acost 0

Por consiguiente, basiandonos en las férmulas (1) y (2), obtenemos:

1 e VT _ a

R (a2-b%)"2 T a2
Yy

1 ah b

P ad(a*40)  aiqpE’

es decir, para la hélies circular, las curvaturas do flexidn y de torsién son
eonstantes.
3°. Formulas de Frenet
dt v dv

g v dv dp v
ds R ' ds

o B o N
L R e

2104. Demostrar, que si la curvatura de flexién es igual a cero
en todos los puntos de una linea, ésta es una recta.

2105. Demostrar, que si la curvatura de torsion es igual a cero
en lodos los puntos de una curva, ésta es una curva plana.

2106. Demostrar, gue la curva

z=1+43t+4 22, y=2—2t+ 52,
g=1—22

es plana; hallar el plano en que se encuentra.
2107. Calcular la curvatura de las Iineas:

a) x=cost, y=sent, z=cht cuando ¢=0;
by & —y? 422 =1, y?*—22+2=0 en el punto (1; 1; 43
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2108. Calcular las curvaturas de flexion y de torsidon de las
siguientes curvas en cualquier punto:

a) z=¢'cost, y=e'sent, z=c¢e';
b) z=acht, y=asht, z=at (hélice hiperbilica).

2109. Hallar los radios de curvatura de flexién y de torsion
de las siguientes lineas en ‘an punto arbitrario (z, y, 2):
a) 2% =2ay, m“nﬁa*r |
b) 2*=3p%y, 2z2=p
2110. Demostrar, que las componentes tangencial y normal del
vector de aceleracidn 4¢ se expresan por las férmulas
)

dv
Wi % MRS

donde v es la velocidad, R el radio de curvatura de flexién de la
trayectoria, T y v los vectores .unitarios de la tangente y de la
normal principal a la curva.

2111. Por la hélice circular  =4acos ¢t J asent + bik se mueve
uniformemente un punto con velocidad v. Calcular su acelera-
cién w, ’

2112, La ecuacién de un movimiento es

’J‘=l’i+lsj+tsk. ,
Determinar en los instantes t=0 y t=4: 1) la curvatura de
flexién de la trayectoria y 2) las componentes tangenmal y normal
del ' vector de aceleracién del movimiento.



Capitulo VII

INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

§ 1. Integral doble en coordenadas rectangulares

1°, Cdlculo inmediato de integrales dobles. Se llama

integral doble de una funcién continua f{z, y) sobre un recinto cerrado

'317 acotado & del plano XOY, al limite de la suma integral doble correspon-
tente

z, yydzdy=  lim i, AziAy,, 1
| 1 dzdy ey 20 2 10 va) baibuy ()
(S) max Ayy—0 © B

donde Az;=2zi4—xi, AY,=Vp4y~¥y ¥ 12 Suma se extiende a aquellos valo-
res de ¢ y k, para los que los puntos {z;; ¥y) pertenecen al recinto 8.

Y

Pig. 86

2° Colocacién de loslimites deintegraciénenlainte-
gral coble. Se distinguen dos formas principales de recintos de inte-
racién:
;i 1) El recinto de integracién S (fig. 85), estd limitado a izquierda y
derecha por las rectas x=z; y =2, {2 > ), mientras _que por abajo y por
arriba lo estd por las curvas continvas y=q (2)(4B) e y=g,(z} (CD)
[02{z} > 91 {z})}. ¢ada una de las cuales se corta con la vertical z=2X
(z;<<X < z;) en un solo punto {véase la fig. 85). En el recinto S, la
variable z varia desde x; hasta z, y la variable y, cuando z permapece
constante, varfa entre yy=@;(x e ya=qp(z). El éalculo de la integral (1)
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puedo realizarse reduciéndola a una integral reiterada de la forma

. y(2)
S Sf{z. y)dzdy;fdx 3 f(z. ¥)dy,
(s} SRR

'pa(x)
donde, al calcular fiz, ¥) dy, se considera z como cantidad constante.
Py (x)

.2) El recinto de integracién S (fig. 86), estd limitado por abajo y por
arriba por las rectas y=y; @ y=uy, (y; > y,), mientras que por la izquierda

y por la derecha lo ostd por las curvas continnas z=1 (y} (4B) y z =1, (y)
(CD} [pa(¥) 2Py ()], cada una de las cuales se corta en un solo punto con
la horizontal y=Y (¥, <Y <u») (lig. 86).

Anadlogamente al caso anterior tenemos:

Vs W)
\ Ve naa={a { te e
sy B
Vo)
donde, al calcular la integral S f(z, pydz, se considera y como cantidad
‘I’i(y)

constanle.

Si el recinto de integracién no pertenece s ninguna de las [ormas
anteriormente examinadas, se procura dividirlo en partes, de manera, que
cada una de ellas corresponda a alguna de agquellas dos formas.

Ejemplo 1. Calcular la integral
1 1
= K dx S {z4-v) dy.
§

x
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Solucidn
’“S, (mu+-¥;)|;;:;d,-.=$ [(s4+4)~ (= +5) o=t

Ejemplo 2. Determinar los limites de integracidn de la integral
|\ 1@ paaay,
(&)
si e] recinto de integracién § (fig. 87) estd limitado por la hipérbola

y2—z2=1 y por las dos rectas x==2 y = —2 (se considera el recinto gue
comprende al origen de coordenadas).

Soluc¢idn, El recinto de integracidén ABCD (fig. 87) esld limitado
por las dos rectas = —2 y =2 y por las dos ramas de la hipérbola:

y=11+2" o y=—11+22,

0s decir, pertepece a la primera forma, Tenemos:

§ 2 'VT:'FSE?
{Vienazay= as { j@pay
) =2 -v’;;‘-ﬁi

Calcular las siguientes integrales reiteradas:

2 1 3 5
2113. deS (z* +2y) dz. 2117. \ dy S (z + 2y) dz.
0 i 25 yiey
4 2 2n i
c 4y \ s
2114. Sdm \ TPl 2118. S de 5 rdr.
3 i 0 agenyp
2115. S dz \ T 2119. ( de \ risen? g dr.
LI 't ¥
Tz
2 a
& 2 gy 1 V1==2
2116, i @ i i
ke §dx§ v 2120. Sd;r. \ VT2 R dy.
= b i

Escribir las ecuaciones de las lineas que limitan los recintos
a que se extienden las integrales dobles que se indican més abajo
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y dibujar estos recintos:

i 2—y 3 2x

2121, \ dy S flo, p)de. 2124 dei f (=, y)dy.
.';5 ye { ' 1 ';:

T 5

3 249 3 Va5i—a3

2122. | do S f(z, y) dy. 2125, Sd:c S f(z. y)dy.
1 *2 9 R
A 1{}.‘—1; 2 xi—').

2123. { dy \ 7@ y)de. 2126.  dz \ 7z v)dy.

' b v -1 x2

Colocar los limites de integracién, en uno y otro orden, en la
integral doble

\ \ 1 pazay
(8)
para los recintog § que a continuacién se indican.

2127. § es un rectangulo cuyos vértices son: O (0; 0), 4(2; 0),
B(2; 1) y C(0; 1).

¥

Bf11) Aft1)

Fig. 88 Fig89

2{28. § es un tridngule cuyos vértices son: O (0; 0), A(1; O}
y B(1; 1).

2129. § es un trapecio cuyos vértices son; O (0; 0), 4(2; 0),
B(; 1) y C{(O; 1).

2430. S es un paralelogramo cuyos vértices son: A{1; 2),
B2 4), €% T) y D(L;9).

2131. § es un sector circular OAB con ceniro en el punto
0(0; 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1; 1) y B(—1; 1)
(fig. 88).

2132. S e¢s un segmento parabélico recto AOB, limitado por
la pardbcla BOA y por el ségmento de recta BA, que une entre
si los puntos B(—1; 2) v A(1; 2) (fig. 89).
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2133. S es un anillo eircular limitado por las circunferencias,
cuyos radios son r=1 y R=2, y cuyo centro comiin estd situado
en el punto O (0; 0).

2134, § estd limitado por la hipérbola y?—z*=1 y por la
circunferencia z®-4-y?=9 (se considera el recinto que comprende
el origen de coordenadas). '

2135. Colocar los limites de integracidon en la integral doble

\ § f@ vdzay,

®)
si el recinto.S estd determinado por las desigualdades siguientes:
a) 220, y2>0; z4y<1; d) yrxz>—1 y<1;
b) 2* +y* <a¥ e) y<z<Ly+ 24
¢) Byt < N 0<gy<a.

Invertir el orden de integracion en las siguientes integrales dobles:

4 12x 2a Viax
2136. Sd:cs f(z, v)dy. 2140. Sdm S f (z, y)dy.
0 0 V 2ax—x3
. { Q t 1:!»‘
2137. Sd f(z, y)dy. 2441 de | t@nds
0 Y - [ V2 o ]
o Gt Vica
2138. | dz f (@, y)dy. ‘
g ML ( 2442. gdy f(z, y)de
%a "
o Vi :
2139, de S f(z ) dy.
w [ ]
3
RYZ
= & R Y Ri—x3
2143. g d‘ng(x, y) dy + S dz S fiz, y)dy.
0 0 RVE &
~

2144, i‘dz S f (2, ) dy-

Calcular las siguientes integrales dobles:
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2145, S S zdxdy, donde § es un tridngulo cuyos vértices son
: (5)
0; 0), A(1; 1) v B(0; 1).
246. S S »dzdy, donde el recinto de integracién S estd limi-
(8}

tado por la recta gue pasa por los puntos 4(2; 0), B(0; 2) y por

B(OY) Alr:1)

Fig. 90 Fig 9

el arco de circunferencia de radio | gue liene su centro en el

punto € (0; 1) (fig. 90).

Va—zt—y '
radio a, con centro en el punto O(0; 0), situado en el primer
cuadrante.

2148. SSsz—myﬁ dxdy, donde S es un tridngulo con los
8)
vértices en los puntos O (0; 0), A(1; —1) y B(1;1).

2149, SS V zy— y*dzdy, donde S es un tridngulo con los

2147, i S—d_ﬂ_’i— donde § es la parte del circulo de
(s

(s
vértices en ios pantos O (0; 0), A(10; 1) y B(1; 1).
. %
2150, E\ evdxdy, donde S es un tridngulo mixtilineo OAB,

(5)
limitado por la pardbola y* =2z y por las rectas z=0e y=1 (fig. 91).
2151. 5 5 %, donde S es un segmento parabélico, limitado

(8)

2
por la parabola yr—%— y por la recta y=z.
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2152, Calcular las siguientes integrales y dibujar los recintos
4 que se oxtienden:

{4cos x dcos y

T
£
y¥senx dy; c) gdy ‘ a2 sen? y dx.
b ' o
3

Antes de resolver los problemas 2153 — 21537 se recomienda hacer
los dibujos correspondientes.
2153, Calcular la integral doble

‘ i xytdx dy,

®
si § es un recinto limitado por la pardbola y?=2pr y por la recta
2154*, Calcular la integral doble
Y E zy drdy,
©)

que se extiende al recinto S, limitado por el eje OX y Ja semi-
circunferencia superior (z-—2)?+y?=1. _
2155. Calcular la integral deble
S \ dr dy
(S; V2a—x
donde S es un circule de radie ¢, tangente a los ejes de coordenadas

y que se encuentra en el primer cuadrante.
2156*. Calcular la integral doble

S \ ydzdy,
(8)

donde ¢l recinto S estd limitado por el eje de abscisas y el arco
de cicloide
z=H(t—seni)
y=R(1—cost) (0Lt 2n).
2157. Calcular la integral doble
‘ Qxydr-my.

e
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en la que el recinto de integracién S esta limitado por los ejes
de coordenadas y por el arco de astroide

x=FRcos*t, y=Rsen’i (0<t{~;%).
2158. Hallar el valor medio de la funcidén f(z, y)==zy® en ol
recinto S{0<z<<1; 0Ly}

Indicacién. Se da el nombre de valor medio de une funcién f(z, ¥}
en el recinto 5 &l ndimero

donde S, en el denominador, sefiala el drea del recinto 5.

2459. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto
Mz, y) del circule (z—a)®+y*< R?% al origen de coordenadas.

§ 2. Gambio de varfables en la Integrai doble

1% Integral doble en coordenadas polares Cuando en
la integral doble se pasa de las coordenadas rectangulares z, y a las polares »,
@, relacionadas con las primeras por las expresiones

r=rcos@, F=rs3end,

se verifica la férmula

S S f{z, y)dz dy= S S { (rcos @, r sen ¢ r dr do. {1)
) )

$i el recinto de integracién S estd limitado por los rayoy r=a y r=§(a < f)
? por las curvas r=r; (¢} Y r=ry{p), donde r; {g) yra {9) (r (tﬁ)grz(qa)} son
unciones uniformes en el segmento a Lo < f, la mtegrall oble se puede
calcular por la férmula

. B r2{@)
({ronrasw={dw { ro.nre,
(5) o (o)
ra (@)
donde # (p, r)=/f (r cos @, rsen @). Al calcular la integral S F (¢, r)radr,
r1 ()

se considera constante la magnitud .
Si el recinto de integracién no pertenece a la forma examinada, se
divide en partes, de manera que cada una de ellas represente de por si un

recinto de la forma dada.
2°. Integral doble en coordenadas curvilineas. En el

casc mis general, si en la integral doble

{ {1
(8)
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se quiere pasar do las variables z, ¥ a las variables «, v, relacionadas con
aquéllas por medio de las expresiones continuas y diferenciables
z=q(u, v), ¥="17p(, ),
que establecen una correspondencia biunivoca y continua en ambog sentidos,
entre los puntos del recinto § del plano XOY y los puntos de un recinto
determinado R’ del plano U0'V, al mismo tiempo gue el jacoblano
oz By
__D(x, ¥) fu  du
D (u, v) oz J_y
do  dv

conserva invariable su signo en el recinto §, serd vilida la férmula

S Sf(:c, y)dmdy=s S 719 (@ 2}, ¥ (, ]| 1] du dv.
(5) (5')
Los limites de esta nueva integral se determinan de acuerde con las
reglas generales, sobre la base de la forma que tenga el reciato S5”.

Ejemplo s1. Caleular la siguiente integral pasando a ecoordenadas
polares

I

SK VI—zt—ytdzdy
8)
donde el recinto S es un circulo de radio R=1 con centro en el origen de
coordenadas (fig. 9%_%.
Solucion. Haciendo la sustitucién z=r cosp, y=r sen ¢, obtenemos
V1I—22—y2=")1—(r cos g)>—(rsen @) ="/ 1—rs,

Como e¢n el recinto § la coordenada r varla de 0 a 4, cualquiera que
sea ol valor de @, mieritras que ¢ varia de 0 a 2n1, tenemos

’ 2a i
S ( V1—2z2—y2 d:cr?y:& dep Y » V- r“dr=-—%~ .
(s) : I '

Pasar a las coordenadas polares r y ¢ y colocar los limites de
integracién para las nuevas variables en las siguientes integrales:

i i 2 x
2160. | sz 1 (2, y) dy- 2161. S d S t(VEF5)dy.
4] 0 i} 0
2162. S S i (z, y) dz dy,
(8)
donde S es un tridngulo limitado por las rectas y=z, y= —=z
o y=1.

2163. i &xlgf(%)dy.
] X2
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2164. r\'Sf(o:, y)dedy, donde el recinto S ostd limitado por
©
la lemniscata

@+ ) = a® (2 — 2).

2165. Caleular la siguiente integral doble, pasando previamente
a coordenadas polares

Siydm dy,

&
donde § es un somicirculo de didmetro a con centro en el punto
¢ (3 0) (fig. 93).

a
Fig. 92 Fig. 93

2166. Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente inte-
gral doble,

S S (z*+y*) dz dy,
b3}
que se extiende al recinto limitado por la eircunferencia

2?4y = Zax.

2167. Calcular la siguiente integral doble, pasando a coorde-

nadas polares,
|\ VE=F—Pdzay,
{s)

donde el recinto de integracién S os un semicirculo de radio @ con
centro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje OX.

2168. Calcular la integral doble de la funcién f(r, @) =r sobre
el recinto limitado por la ecardiode r=a(l+-cos@} y la circunfe-
rencia r==a. (Se considera el recinto que no contiene el polo).
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2169. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas
pelares

a ¥ ad—xt
S dx S V a4y dy.
0 0

2170, Caleular la siguiente integral, pasando a coordenadas
polares

(§ ve—a—raay.
()
donde el recinto § esta limitado por la hoja de lemniscata
(@ZB+y)=a(@—y") (&>0).
2171*, Calcular la integral doble

S 1/1 — Y dzay,
)

que se extiende al recinte S, limitado por la elipse »E;»{—«-g;:i,

2
]

pasando a las coordenadas polares generalizadas r y ¢ segin las
férmulas:

£

y
—=r0C0SQ, —-=T%engp.

2472#«, Trapsformar la integral

¢ B

\dz \ F (@ ) dy

i ax
(0<Ca<<p y ¢>0), introduciendo las nuevas variables u=x--y,
Uy =y.
2173*. Lfectuar el cambio de variables u=z—+y, v=z—y en
la integral

{ 1
. 5 dx Sf(a:, ) dy.
J !
2174**, Calcular la integral doble
{ { azdy,
)

donde § es un recinto limitado por la curva
x2 !,(2 v 2 xz y2
(755" ) TR TR
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Indicacién. Efectuar el cambio de variables

T=arcosq, y=brsenq.

§ 3. Caleulo de areas de figuras planas

1°, E]1 drea en coordenadas rectangulares. El drea § de
un recinto plane (S§) es igual a

T S S dz dy.
s5

Si el recinto (S) estd determinado por las desigualdades ¢ Lz b, p(2) <<
<L ¥ << P (2), tendremos

b Plx}
S= S dx S dy.
a @}

2°, E]1 4roa en coordenadas polares. Si el recinto (5) esta
determinado, en coordenadas polares r y @, por lag designaldades o o<,

F{®) < r < F (), se tiene

p F{g)
S=§Srdq;dr=s&qa S rdr.
IS a (e

2175. Construir los recintos cuyas édreas se expresan por las
siguientes integrales:

% x+2 “1 V 323
a) Bd:.-: S dy; b) de S dz.
-1 =32 0 ey

Caleular estas Areas y cambiar el orden de integracion.
2176. Construir los recintos cuyas &reas se expresan por las
integrales:

T
arcﬁgﬂ 3secq _2- af{lcosq)
a) \ dae R rdr; b) S de S rdr.
s 5 ; .
Z %

Calcular estas areas.

2177. Calcular el drea limitada por las rectas z=y, z=2y.
zt+y=ay z+3y=a (a>0).

2178. Calcular el 4rea de la figura situada sobre el eje OX
y limitada por este eje, la paribola y?=d4ax y la recta z--y=3a.

2179*. Calcular el drea limitada por la elipse

(y—)*+ 2 =1,
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2180, Iallar el drea limitada por las pardbolas
y?=10x--25 e y?*= — 6z 9.
2181, Hallar el drea limitada por las siguientes lincas, pasando
a coordenadas polares,
24 yt=2z, 2+t =42, y=x, y=0.

2182, Hallar el drea limitada por la recta rcos@=1 y la
circunferencia r=2. (Se considera Ja suporficie que no contiene
el polo).

2183. Hallar el drea limitada por las curvas

r=a{ltcosgp) y r=acosp(a=>0).
2184. Hallar el 4rea limitada por la linea
2 y2 'Z_ 22 y2
15 e % fan e x
2185*, Hallar el 4rea limitada por la elipse
(x— 2y 4+ 3)* + (3x + 4y —1)% = 100.

2186. Hallar el drea del cuadriliatero curvilineo limitado por
los arcos de las pardbolas 2=ay, «*=by, yP=uzr, y*=fr
(O<<a<<b, 0<<a<<p).

Indicacidn. Introducir nuevas variables u y v, suponiendo
i=uy, y!=uvz.,

2187. Hallar el drea del cuadrilitero curvilineo limitado por
los arcos de las curvas y*=azx, yYr=>0bz, sy=0a, cy=0§ (0<<a <h,
0 <o < B).

Indicacion. Introducir nuevas variables u y », suponiendo zy=u,
I,
yi=rx.

§ 4. Galculo de volumenes

El velumen V de un cilindroide, limitado por arriba por la suporficie
continza z=7J(zx, y), por abajo por el plano z=0 y lateralmenle por la
superficie cilindrica recta que corla en el plano X0V el recinto § (fig. 94),
es ipual a

Ve Q S f(z, y)dz dy.

()

2188, Expresar, por medio de una integral doble, el volumen

de una piramide cuyos vértices son: O(0; 0; 0), A(1; 0; 0),

B(; 1; Oy y €(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar los limites de inte-
gracion.

1§—1016
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En los problemas 2489--2192 hay que dibujar los cuerpos,
cuyos volGmencs se expresan por las infegrales dobles que se dan:

1 1—i 2 Vi—=xz

2189. { dz | (1—z—p)dy. 2191 Vdz | (1—2)ay.
. 0_0! LB

.

0 ) 0
2190, {dz { 4—z—y)ay. 2192 \de § (4—z—y) day.
o b & six
2193. Dibujar el cuerpo, cuyo volumen expresa la integral

a Va('-:-—x'a
g dz |\ Y a*—a*—y*dy, y basdndose en razonamientos geomé-
0 0

tricos, hallar el valor de esta integral.

24

Fig 9% Fig. 9

2194. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el parabo-
loide eliptico z=22%-y*+1, el plano z4y=1 ¥y los planos
coordenados.

2195. Un cuerpo estd4 limitado por el paraboloide hiperbélico
z=z2—y? y los planos y=0, z=0, z=1. Calcular su volumen.

2196. Un cuerpo estd limitado por el cilindro z*--2z*=a®y los
planos y=0, z=0, y=2. Calcular su volumen.

Hallar los voliimenes de los cuerpog limitados por las super-
ficies siguientes:

297, az=3% 224+y*=r? z=0.

2198. y=Vz, y=2Vz z+2=6, z=0.
2199, z=ua? 1+ y?, y=2% y=1, 2=0.
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2200 z4-y4-z--a, 3z4+y=a, —2— z4y =0, z=0.

2201, S 42 w1, y=L2z, y=0, z=0.
2202, z*L-y?=2ax, z=az, z==Pz (@ >f).

En los problemas 2203 —2211 empléense coeordenadas polares
v generalizadas.

2203. Hallar el volumen total del espacio comprendido enire
el cilindro 2®*4y?*=a? y el hiperholoide z? 4 y? —z2%= —a®.

2204. Hallar el volumen total del espacio compreadido entre
el cono 2(z®4-y?)—22=0 y el hiperholoide

2ty —22= —a?

2205, Hallar el volumen limitado por las superficies 26z = % + §*,
224yt —=a? z=0.
2206. Determinar el volumen del elipsoide

22 y2 72
wtEta=t

2207. Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide
2az=2*4-y* y la esfera z?-}-y*+2%=23a% (Se sobreentiende el
volumen situado dentro del paraboloide).

2208. Calcular el volumen del sélido inmtado por el plano XOY,
ol cilindro z®4y%=2ax y el cono 2?-}-y*=z%,

2209, Caleular el volumen del s6lido limitado por el plano X0V,
la superficie z=ae~*+¥ y el cilindro 22 y®= RZ.

2210, Calcular el Volumen del sélido hmltado por el plano X0Y,

el paraboloide z = —- = + bﬁ y el cilindro —-+ yg _2

2211. ¢En gqué razdén divide el hlpeﬂ]olo;de .r*—{—y -—z’—a“‘ al
volumen de la esfera z?--y2-4-z%« 3a%

2242*. Hallar el volumen del sélido limitado por las superfi-
cies . =z-ty, zy=1, zy=2, y=z, y=22, 2=0 (>0, y>>0).

§ 5. Caleulo de areas de superfleles

El drea o de una superficie re, Igular zﬁf(z, ¥), qug tenga como proyec-
cién en el plane XOY un recinto S, es igual a

S S]/H- —) dz dy.

(8

2243. Hallar el drea de la parte del plano Z4Zy2-1,
comprendida entre los planos de coordenadas. '
18*
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2244. Hallar el drea de la parte de superficie del cilindro
22+ y*=R*(2>>0), comprendida enftre Jlos planos z=mz vy
z=nz (m>n>0).

2215*. Calcular el drea de la parte de superficie del cono
z?—y?=12%, siluada en el primer octante y limitada por el plano

+z=a.

2246. Calcular el area de la parto de superficie del cilindro
2%+ y?=ax, cortada del mismo por la esfera z®+ y* z2=aq?.

2217, Calcular el 4rea de la parle de superficie de la esfera
224y 422 =a®, cortada por la superficie -%:—-}-%;-:1.

2218. Calcular el drea de la parte de superficie del parabo-
loide y®-+-2*=2az, comprendida entre el cilindro y2=azx y el

lano z=a.

2219. Calcular el irea de la parte de superficie del -cilindro
724 y® = 2az, comprendida entre el plano XOY y el cono 2% 4-y* = z2.

2220*, Calcular el area de la parte de superficic del cono
r®—y? = 2%, sitnada dentro del cilindro z%- %= 2azx.

2220.1*. Hallar el area de la parte del cilindro y* =4z cortada
por la esfera z®+4-y?+ 2% =52.

2220.2. Hallar el 4rea de la parte del cono 2 =172+ y® cortada
por el cilindro (z? - y®)? =a? (z* —y%). _

2224*. Demostrar, que las areas de las partes de las superfi-
cies de los paraboloides z®+4y?=2az y 2®—y®= 2az cortadas por
ol cilindro 2% 4-y® = R* son iguales. .

2222*, Una esfera de radio a estd cortada por dos cilindros
circulares, cuyas bases tienen los didmetros iguales al radio de
aquélla, y que son tangentes entre si a lo largo de uno de los
didmetros de la misma. Hallar el volumen y el 4rea de la parte
de superficie de la esfera que queda.

2223*. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio, con
salida, de base cuadrada, cuyo lado también es igual a a. El eje
de este orificio coincide con el didmetro de la esfera. Hallar el
irea de la superficie de ésta cortada por el orificio.

2224*. Calcular el drea de la parte de superficie helicoidal

z=c¢ arctg %, sitnada en el primer octante y que esti compren-
dida entre los cilindros 22 +y?=a? vy 224y =0

§ 6. Aplicaclones de Ia integral doble a la mecénica

1°. Masa y momentos estiticos de las laminas. Si §
es un recinto del plano XOY, ocupado por una limina, y p (2, ¥) es la den-
sidad superficial de dicha lémina en el punto (z; y), la masa M de ésta y sus
momentos estiticos My y My con respecto a los ejes OX y OY se expresan
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por las integrales dobles

m={{oenea mx={{wenaa
(5) (8}

My = S S 2p (2, y) dz dy. 1)
(8)

Si la lamina es homogénea, p (z, y)= const, )
2°, Coordenadas del centro de gravedad de las ldmi-

nas. 8i C(z,y) es el centro de gravedad de una lamina, se tiene,
s My
T = M 7 y SR M Ll

donde M es la masa de la ldimina y Mz, My sus momentos estiticos con
respecto a los ejes de coordenadas (véase 1°). Si la limina es homogénea, en
las férmulas (i) se puede poner p=1.

3. Momentos de incrcia do las ldminas. Los momentos
do inercia de una limina, c¢on respecto a los ejes QX y OY, son iguales
respectivamente a

1x=\{{ vo@vazay, 1y={ (b0 azay @
(5) (8)
El momento de inercia de la ldmina con respecto al origen de coordenadas
1=\ { G +umo (e pazay=tx+1v )
(5)

Pohiendo p(z, y)=1, en las férmulas (2) y (3), obtenemos los momentos
goométiricos de imercia de las figuras planas.

2225. Hallar la masa de una ldmina circular de radio R, si su
densidad es proporcional a la distancia desde el punto al centro
¢ igual a & en el borde de la ldmina.

2226. Una Jamina tiene la forma de tridngulo rectdngulo con
catetos OB =a y 0OA=»5; su densidad en cualquier punto es igual
a la distancia desde éste al cateto OA. Hallar los momentos
estiticos de la ldmina con respecto a los catetos 04 y OB,

2227. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la
figura OmArO (fig. 96), limitada por la curva y=senz y por la
recta OA, que pasa por el origen de coordenadas y por el vértice

p | (-g—; i) de la sinusoide.

2228, Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la
figura limitada por la cardioide r=a (1+4cos@).

2229. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un
gector circular de radio ¢, cuyo angulo central es igual a 2«

(fig. 97).
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2230. Caleular las coordenadas del centro de gravedad de la
figura limitada por las pardbolas y*=—4dz--4 & y*= —2z--4.

2231. Calcular el momento de inercia del tridngulo limitado
por las rectas z4y=2, x=2 e y=2, con respecto al eje OX.

2232. Hallar el momento de inercia de un anillo circular de
didametros d vy D(d << D): a) con respecto a su propio centro y b)
con respecto a su didmetro.

Fig 96, Fig. 97

2233. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a,
con respecto-al eje que, pasando por uno de sus vértices, es per-
pendicular al plano del cuadrado.

2234*, Calcular el momento de inercia del segmento interceptadoe
de la pardbola y®=az por la recta z==¢, con respecto a la recta
yi= —a.

2235*, Calcular el momento de inercia de la superficie limi-
tada por la hipérbola 2y=4 y la recta z-+y=2>5, con respecto
a la recta z=y.

2236*. En una lidmina cuadrada de lado a, la densidad es
proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices. Calcular el
momento de inercia de dicha limina con respecto a los lados que
pasan por éste vértice.

2237. Hallarel momento de inercia de la cardioide r = « {1 - cos @),
con respeclo al polo.

2238. Caleular el momento de inercia de la superficie de la
lemniscata r*= 2a? cos 2¢, con respecto al eje, perpendicular ul
planc do la misma, que pasa por el polo.

2239*. Calcular ¢l momento de inercia de una ldmina homo-
génea limitada por un arco de la cicloide z=ga(t—sent),
y=a(l—cost) y el eje OX, con respecto al eje OX.

§ 7. Integrales friples

1°. La integral triple en coordenadas rectangulares.
Se llama integral triple de una funcién j(z, y, z), sobre un recintoe ¥, al
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limite de la correspondiente suma triple

. N
S g S ez, y, z)dz dy d*‘-=méxliﬂ; 5 2 Z f (=i iy, 3p) Axi Ay Asp.
) mix auj-i) ik
méx Azp—+0

El célculo de la integral triple se reduce a calcular sucesivamente tros inte-
grales ordinarias (simples) o a calcular una doble y una simple.
Ejemplo 4. Calecular

= S S S zdy2z dz dy dz,
v
donde el recinto ¥ se determina por las desigualdades
O, 0y, O g2y,

Solucidn. Tenemos:

i x xy i X
a » z2 |xy
1= S dz \dys x%r&zdzm‘ dx \ x3y2-i— 5 dy =
TR S 59

Ejemplo 2. Calcular
K S S z% dx dy dz,
")

- . d i z2 ya 22
extendida al volumen del elipsoide -;z-—i--.bT-{—c_g:i.

Solucidn.

a8 a

S g S xtdz dy ds = “ z2dz ‘ dedz: B z25,, dz,

4 ~a B, ~a

2 2 2
donde Sy, es el 4rea de la elipse ‘gﬁ*+:_2=1""§s:‘ , £=oconst, igual a

P x2 22
Syz:ﬂb]/‘l-—--:;ﬁ--c Vi m-ﬁ-»—-nbs(i——?) ¥

Por esto, en definitiva, tenemos:

)

)

a
R ‘ﬁ(ﬂ—ﬁ)dm—é 9
a®dz dy dz=mnbe ) = = yg a’be.

—iL
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2°. Cambio de variables en la integral triple. Si en
la integral triple
55 {1 v azayas
V3

hay que pasar de las variables z, y, z, & las variables u, v, w, relacionadas
con las primeras por las igualdades x =@ (1, v, w), y=1P (4, v, W), =% (4, v, 1),
donde las funciones ¢, ¥, 1

1) son continuas, junto con sus derivadas parciales de 1° ordea.

2} establocen una correspondencia biunivoca continua en ambos sentidos,
entre los puntos del recinto de integracién V del espacio OXYZ y los puntos
de un recinto determinado V* del espacio O’'UVW y

3) el determinante funcional (jacobiano) de cstas funciones

dz dr dx
du  dv P
_D@wn)_|w w w

I= D(g, v, w} | 8 8v -{’I}'U._’
0z o1 o2
e dv fw

conserva invariable su signo en el recinto ¥, entonces, serd vilida la [érmula

S‘S S fle,y, 2)dzdydi= S ‘ Q fIp{u, v, w), P (u, v, w), ¥ (@,v,w)]} I|dudedw.
) oy

En particular,
1) para las coordenadas cilindricas , r, @, 2 (fig. 98), donde

r=rcosqQ, y=rsenq@, z=Ah,

obtenemos que, J=r;
2) para las coordenadas esféricas @, ¢, » (p es la longitud; ¥, la latitud
y r el radio vector) (fig. 99), dondo
r=rcosYpcosq, Yy=rcossengp,
s=rsen P,

tenemos J=r2cos
Ejemplo 3. Calcular la siguiente integral, pasandola a las coorde-

nadas esféricas,

RUS)S VErFyEF 22 dz dy dz,

donde ¥ es una esfera de radio R. .
Solucidn. Para la esfera, los limites de variaciém de las ecoordena-

das esféricas ¢ (longitud), ¥ (latitud) y » (radio vector), serdn:

0 p < 2m, —i‘-gﬂ:g—i}. 0 r <R

Por esto, tendremos:

S S E dezdydz s-—-2§“ do

) iz

R
ay S rr2 cos P dr =gt R4,
0

s ta|Y

M|='-l
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3% Aplicaciones de las integrales triples. El volumen
de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a

V= S g S dx dy dz.
I
La masa de un cuerpo que ocupa el recinto ¥,
M-—_S S S vz, ¥, 2)dzdy dz:
V)
donde vy (z, ¥, z) es la densidad del cuerpo en el punto (x, y, 2).

Fig. 98 Fig 99

Lod momentos estdticos de un cuerpo, con rospecto a los planos coorde~
nados son:

Mxy=s S S v (z, ¥, 7) 2 dz dy dz;

)

Myz:tg S S v {(x, ¥, 2) zdrdyds;
V)

MZX=S S S‘ vz ¥y, z) y dz dy da.
)

Lias coordenadas del centro de gravedad

- Myz — Mzx -~ Mgxy

g b SR RNy

Si ¢l cuerpo es homogéneo, en las fdrmulas para detérminar las coor-
denadas del centro de gravedad se pucde poner y (z. y, z)=1.

Los momenios de inercia, con respecto a los ojes coordenados son:

. S({S)S (42422 ¥ (2, . 2) dw dy dz;

ry=| § { 2oy v deayas
(V)

Ige S§ S (z2+ D y {2, y, 2) dz dy dz.
(¥}
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Poniendo en estas foérmulas ¥ (z, y, z)=1, obtenemos los momentos
geométricos de inercia del cuerpo.

A. Céleulo de las integrales triples
Calcular los limites de integracidon en la integral triple
S S S flx, y, 2)dzdydz
¥)

para los recintos V que se indican a continuacién:
2240. V es un tetraedro limitado por los planos

z4+ytz=1, z=0, y=0, z=0.
2241. V es un cilindro limitado por Ias superficies
:L‘ﬂ—’r-yg=R2, 2=0, z=H.
2242%. V es un cono limitado por las superficies

x2 y?, 2%
FTRE= a0 A=

2243. V es un volumen limitado por las superficies
. z=1—z"—y% z=0.
Calcular las siguientes integrales:
1 1 1
e dz
2244, \ dz\ dy \ —es .
§ S, yS, VaztytzF1
Tx—yt
2 2Yw V-ﬂ 2
2245, \ dz dy xzdz.
=L

0 0
a V a2—x2 ¥ nd—xe—ys
2266. {2 \ &y | -
0 0 @ Jatbmatomytes
1 {wx frmx—y

2247. \ dz E dy \ ayzdz.
0 [ 0
2248. Calcular
e dz dy dz
W w5
W)

donde V es el recinto de integraciém, que estd limitado por los
planos de coordenadas y por el plano z-4-y+4z2=1.
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2249, Calcular
K ‘ S (z 4y - 2z)*dzdydz,
"
donde V es la parte comin del paraboloide 2az.>2*<-y? y de la

esfera %~y - 2% < 3a®.
2250. Calcular

{8 22z aydz,
3(‘3)85 zdydz

donde V es la parte comin de las esferas 2*+y?+2° C R?* y z*
4yt 22 2Rz,
2261. Calcular

S R S zdzdy dz,
s
donde ¥V es el volumen lnmtado por el plano z=0 y por la mitad
2 2
superior del ehpsmde 3 ~+ iﬂ + =1,
2252. Caleular

§ U5 (Gt gt or) et
)

2 & 2
donde V es la parte interna del elipsoide —i—%g-q'——ii-:i-
2253. Calcular ’
S 5 g zdzxdy dz,
(¥}
2
donde V es el recinto limitado por el cono z“:%(z“ +yt) ¥ por

el plano z=~A.
2254, Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas

cilindricas, -
{ § | dzdyas,
V)

donde V es el recinto limitado por las superficies #*+ y* 4-2* = 2Rz,
2?42 =2 y que conliene el punto (0, 0, R).
2255. Calcular

2 V'.!:rc
\ dz S dy Sz]/:c”—l—y”dz
v

transforméndola previamente a las coordenadas cilindricas.
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2256. Calcular

ip V¥ 2ra—x2 Viari—xt-.y2
S dz S dy R dz,

0  _¥Vorm—az

transformindola previamente a las coordenadas cilindricas.
2257. Calcular

R VRi=z2  VI-xi-p
5 dz i dy s (z®+ y?) dz,
o - }/m ]

tranforméandola previamente a las coordenadas esféricas.
2258. Calcular la integral siguiente, pasando a las coordenadas
esféricas

S S S V2 + ¥+ 2° dz dy dz,

¥)

donde V es la parte interna de la esfera z®+4 y®+z22< 2.

B. Céleulo de volimenes por medio de integrales triples

2259, Calcular, por medio de una integral triple, el volumen
del cuerpo limitado por las superficies

yi=40°—3ax, Yy =ax, z2=+h.

2260**. Calcular el volumen de la parle del cilindro z*+4y* =
=02ax, comprendido entre el paraboloide z® +y*=2qz ¥ el plane
Xoy.

2261*. Caleular el volumen del cuerpo limitado por la esfera
4y +s=a® y el cono z*=2z?-}-y* (la parte ecxterior con res-
pecto al cono).

2262*, Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera
2*4-y*+ 22 =4 y el paraboloide z?4-y* =3z (la parte interior con
respecto al paraboloide).

2263. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano
XOY, el cilindro 2%4-y*=gqx y la esfera z%-} y®>+4 2> =a? (interno
con respeclo al cilindro).

2264, Calcular el volumen del cuerpo limitado por el parabo-

loide g—:+j—:=2% y el plano z=a.
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2264. 1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie

x2 y2 78 42 2 yﬂ z2
[(fstfetar) ~ptdr—cr-
2264. 2. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las super-
ficies . g ’
z2 yz |, z® 2 Yy 2 :
S A Y P

C. Aplicaciones de las integrales triples a la mecanica y a la fisica

2265. Hallar la masa M del paralelepipedo rectangular 0 Lz < a,
0<y<b, 0Kz, si la densidad en el punto (z, y, z) es p(z, ¥, 2)=
=z+y-+sz.

2266. Del octante de la esfera 2?+4y*+22<c?, 220, y>0,
z2 0, se ha cortado el cuerpo CABC, limitado por los planos de

coordenadas y por el plano “E'+'%=1 (a<ge, bge) (fig. 100).

Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto
(z, y, z) es igual a la cota z del mismo.

2267*. En el cuerpo de forma semiesférica 2?4-y?-+2z2<a?,
230, la densidad varia proporcionalmente a la distancia desde
el punto al centro. IIallar el centro de gravedad de este cuerpo.

2268. Hallar el centro de gravedad del cuerpe limitado por el
paraboloide y®+42z°=4z y por el plano z=2.

2269*. Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que
tiene por altura A y por radio de la base a, con respecto al eje
que sirve de diametro de la base del propio cilindro.

2270*. Hallar ¢l momento de inercia del cono circular, que
tiene por altura %, por radio de la base a y de densidad p, con
respecto al diametro de su base.

2271**, Hallar la atraccion que ejerce el cono homogéneo,
de altura % y éngulo en ol vértice @ (en la seecién axial), sobre
un punto material, que tenga una unidad de masa y que esté
situado en su vértice.
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2272%*. Demostrar, que la atraccién que ejerce una esfera
homogénea sobre un punto material exterior a ella no varia,
si toda la masa de la esfera se concentra en su centro.

§ 8. Integrales Improplas, dependlentes de un parametro. integrafes
fmproplas multiples
1°. Derivacién respecto del parimetro. Cumpliéndose
ciertas restricciones que se imponen a las funciones f(z, @) ¥ [ (=, @) y a las

correspondientes integrales impropias, se verifica la regle de Leibniz
L3

—éi—c—cg’f(:c, a‘.)dz:ussf('x(z, @) dz.

Ejemple 1. Valiéndose de la derivacién respecto del parimetro,
calcular

¢ @ o—Bxt
S T @>0p50
Q0

Solucidn. Seca

¢ —axd_ ,—Px3
g e dr=F(a, P
. T
b
Entonces,
o (a, B) 1 1
.—......E.‘.._..m-_ ~axd == —— —ax? N'—*- e
9e, 5’”: =

De donde P {(a, p)= ---;— Ina+-C (). Para hallar C (§), ponemos a=f en la
#ltima igualdad. Tenemos, 0= ---;— Inf~-C (B).

De donde ¢ (;5}~_--;—ln B. Por cousiguiente,
. 1 e B
Fla, )= -—--2-111 o:.+?ln ﬂ_'ﬁ“ In =

2°. ilntegrales dobles impropias. a) Caso en gue el
recinto de integracidén eg infinito. Si la funcibn f(z, y) es
continua en un recinto infinito S, se supone

(1@ naa=1m ({1enea. )
(g)

(5}
donde ¢ es un recinto f{inito, situado totalmente en S, entendiéndose por
c— &, quo ampliamos ¢l recinto ¢ segin una ley arbitraria, de manera que
en éste entre y permanezca en él cualquier punto del recinto §. Si el segundo
miembro tiene limite y éste no depende de la eleccién que se haga de o,
la correspondiente integral impropia recibe el nombre de convergente; on el
caso contrario se llama divergente. :
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Si la funcién subintegral f(z, y) no es negativa (f{=z, ¥) > 0), para que
la integral impropia sea convergente es necesario y suficiente que exista
el limite del segundo miembro de la igualdad (1), aunque sea para un sistema
de recintos ¢ que completen el recinto 5.

b) Caso de una funcién discontinua. Sila funcidn f(z. ¢}
&3 continua en todo un recinto cerrado y acofado S, a axcepcion del punto
P (a, b), se supone:

S { 1@ nazay=tim { {1 vyazay, @)
153 s

donde S, es el recinto que resulta de excluir del S un recinto interior
pequefio de didmetro & que contiene al punto P. En el caso de que exista
el limite (2) ¥ de que no dependa do la forma de los recintos interiores
pequefios que se excluyan del recinto &, la integral considerada se llama
convergente, mientras que en €l caso contrario, es divergenie.

Si f{z, ¥) >0, ol limite del segundo miembro de la igualdad (Z) no
depende de la forma de los recintos internos que sc excluyen de .5; en par-

: ; : . s 8
ticular, en calidad de tales recintos pueden tomarse circulos de radio = con

2
centro en ¢l punto P.
Il concepto de integralcs impropias dobles es ficil pasarle al caso de
integrales triples.

Ejemplo 2. Investigar la convergencia de la integral

dz dy
S S AFr =+’ 3)
{5)

donde § es todo el plano XOY.
Solucién., Sea o un circulo de radio p con centro en el origen de
coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, si ps&1, tenemos;

P
e dx dy _ G S
1=\ \ aretme=\ | arm=
(@) 0 0
1 1 (42~
L L o ] i =
—_-S e | A [(1-Fp2—P —1].

8i p<C1, se tiene lim J (0)=1im J (0)=co y la integral diverge. Si por el
a-+8 p—hoo

contrario, p > 1, so tiene lim ;!’(o‘)sz,l v la integral converge. Cuande

p—+o0
o e
p=1, tenemos que I(cr):‘ do \ -:-‘—if—é—:nln (1-4-p2); lim F{o)=c0, es
LA 'l:} 1'-l-““ oo

decir, 1a integral diverge.
Por consiguiente, la integral (3) es convergente para p> 1,
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2973. Hallar § (z), si

fx)= S eV dy {z >0).

2274. Demostrar, que la funcidn

4o
- 2f (2)
-

satisface a la ecuacién de Laplace

8%u 2
oz Ty

2275. La transformacién de Laplace # (p) para la funcion f(2)
se determina por la férmula

F(p)=\ e™f()adt.

at—23

Hallar F({p), si: a} f()=1; by f()=e*; c) f(f}=senft;
d) f(t)y=cosft.
2276, Aplicando la {érmula

i

{emae=L @0,
L4

caleunlar la integral

2
B 2" Vlnxdx.
0

2277*. Aplicando la férmula
oo

g e dy =~j; (p>0),
i

calcular la integral

g 2e P di.
1)
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Utilizando la derivacidn respecto al paramelro, calcular las
siguientes infegrales:

iy e —Px

2278. §~z—a‘z (@>0, B>>0).
o e __ o —hx

2279, \ = senmrdr (e>>0,p>0).
3

: & arctg oz

2280. émdi’.
1

2281. S%ﬁ (Ja|<1).
0

2082, | e 28B4, (550,
b

Calcular las siguientes integrales impropias:
2283, § dxg e~+) dy,

o

R ev dz.

i

1
2284, § dy
:

G da d 1. : :
2285. SS%_;;.‘—, donde S es wn recinto, que se determina
(8)

por las designaldades z>1, y.» 22

0986%. | de\ il —s facsl)
o

@R
0

2287. La integral de Euler-Poisson, determinada por la férmula
sk oo
1= Be_xﬁ dz, se puede escribir también en la forma J — ; e~ dy.
0 b
Multiplicando entre si estas férmulas y pasando después a las
coordenadas polares, calcular 7.

2288, Calcular

dz

o
| dz TP rETOE

]

dy

S B
o g ] B

1 0—1016
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Averiguar si convergen las siguientes integrales dobles impro-
pias:

2289**, S S 1oV 221 ° dz dy, donde S es el circulo 2?4 y*< 1.

(&)
2290. SSM—, donde S es un recinto que se¢ determina
iy (B4 :
por la desigualdad 2?4 y*>>1 («parte exteriors del circulo).

- dx dy .
2291*, SS)S Vo donde S es un cvadrado |z |1, |y|<1.

2292. SS S-———‘ffdy—dz&, donde V es un recinto, que se deter-
i (a?+ y2+-52)

mina por la desigualdad x%-+-y*>-}z*2>1 («parte exterior» de la

csfera). ?

§ 9. Integrales curvilineas

1° Integrales curvilineas de primer tipo. Sea f(z, m
upa funcidn continug o ¥=9 (z) {6 < =< b] la ecuacion de una curva plana
determinada C.

Marcamos un sistema de punfos M; (z;ﬂ.__‘ys) (i=0,1,2,...,n), que divi-

dan la curva € en arcos elementales M;_M;=As;, v formamos la sema
m

integral S,= Zf{xg, yi}As;- El limite de esta suma, cvando n—-co ¥

i=1
méx As; » 0 recibe el nombre de integral curvilinea de primer tipo

n
Sim 3 1 (@ v bsy = { £ (22 1) ds
{=1 C

{ds es la difercncial del arco} ¥ se calcula por la fjrmula
b

S £z, y)ds = S {0 @) VITW @) de.
C a

En ¢l caso de que la curva € esté dada en forma paramétrica:
re=@(t), y=19 () (&<t <<pl, tonomos:

B

§ fle, nas=\ 1y © 0@ VITHTTTD e
i [+

Sc consideran también integrales curvilineas de primer tipo de funcio-

nes de ires variables f (z, v, z)._ tomadas sobre uma curva en ol espacio, que
se caleulan andlogamente. La integral curvilinea de primer tipo neo depende
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del sentido del camino de integracién. Si la funcién subintegral f se interpreta
como la densidad linecal de la curva de integracidon C, esia integral répre-
sentard de por sf la mase de la eurve C.

Ejemplo 1. Caleular la integral curvilinea
\ (=+u)ds,
C

donde € es el contorno del tridngulo A4BO, cuyos vértices son: 4(1; 0),
B(0;1) y O(0; 0) (fig. 101).

y

B

G
Fig. 101

Solucién. Aqui, ia ecuacién de AB es: y={1-2 la do OB: z=0y
la de 0QA4: y=0.
Por lo tante, tendremos:

{etna={ctnot {ernat | @rpa=
{ -

AB BO 0A
1 i i 4
J i ' .
={ v2at {vay+ {2ae =241
0 i b

2°, Integrales curvilineas de segundo tipo. Si Pz, 1)
¥ Q{=z, ) son funciones continuas e y=g(2z) es una curva plana €, que
s¢ recorreé al variar # desde e hasta &, la correspondienie integral curvilinea
de segunde tipe se expresa de la forma siguiente

b

g P(z, y)dz+0Q(z, y)dy= S [P (2, ¢ @)+ ¢ (@) Q (&, p(a))]dz.

a

En el casoc m#s general, cuando la curva € se da en la forma paramé-
trica: z=g{¢#), y="y(t), donde ¢t varia entre & y f, tenemos:

B
S P(z, y)dz+Q{z, y)dy= S (2@}, V) o (D1+Q (g (t). ()P {Hldt.
¢

%

Férmulas andlogas son validas para la integral curvilinea de segundo
tipo tomada sobre una curva en el espacio,

19%
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La integral curvilinea do segundo tipo cambia su signo por el
contrario, al cambiar el sentido del camino de inte-
gracidn., Mecdnicamente, esta integral puede interpretarse como el trabajo
do la correspondiente fuerza variable {2 (z, y), Q (z, 1)} a lo largo de la curva
de integracion €.

Ejemplo 2. Calcular la integral curvilicea

S yrdz--2z2 dy,
¢

donde € es la mitad supevior de la elipse z=acost, y=>bsent, que se
recorre en el sentide de las agujas del reloj.

Soluciocn. Tenemos

i
S yidzt22dy = S [B2sen?t.{—asen )+ a?costi-bcosf] dt=
C b

0
= —ab? S send t di-+-a2b \ cos? {di %abz.
f1

b

3°. Caso de dilerencial exacta. Si la cxpresion subintegral
de la integral curvilinea de scgundo tipo es la diferencial exacta de una
funcién uniforme determinada U=~ (z, y), es decir, P (z, y)dz+Q (z, y) dy =
=4dU (z, y), esta integral carvilinea no depende del camino de integracién
y se cample la férmela do Newton-Leibniz

(xai- Ua)

P (2, y) da--Q (z, y) dy=U (%3, y2)— U (x4, 1y), (1
(s by)

donde (zy; yy) os el punto inicial y (zy; yy), el punto final del camino. En
particular, st el contorno de integracién € es cerrado, so tiene

{ P& nazt0 pay=o. @

Si, 1) el contorno de integracion C estd comprendido totalmente en un
determinado recinto simplemente conexo S y 2) las Funciones Pz, y) ¥
Q(z, ¥}, junto con sus derivadas pavciales do 1° orden, son continuas en 6l
recinto S, la condicion necesaria y suficionte para la existencia de la
funcién U es que se verifiquo idénticamente en todo el recinto .5 la igualdad

3Q _ op )
Gz ay )

(véase integracién de dilervnciales exactas). Si ne se cumplen las condicio-
nes 1) y 2), la subsistencia de la condicién (3) no garantiza la existencia
de la funcion uniforme ¢ y las férmulas (1) 'y (2) pueden resultar ser
errneas (véase el problema 2332). Sefialemos un procedimiento para hallar
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la funcién T (z, y) por medio de su diferencial total, basado en ¢l empleo
de lag integrales curvilincas (es decir, un procedimiento mas de integracion
de la diferencial exacta). Como contornoe de integracién € se toma la linea

Yh

¥

Yo

Fig. 102

quebrada PP M (fig. 102), donde Py (zy: i) es un punto fijo, M (z; y) un punto
variable. Ln este caso, a lo largo de Pyl tenomos que y=yy y dy=0,
mientras que a lo large de Py}, tenemos que dz — 0. Obtenemos:

{x; 1)
U (2, 9)—U (g, ¥g)= S Pz, y)ds+Q{z, y) dy =
(g’ Ug)
= y
==\ Pz, yp)dz + 5 G (x, ) dy.
o Yy

Anélogamente, integrando sobre la linea quebrada PoPoM, lenemos:

y ’F.
U (2, )= U (2, )= 5 Q (a0 Ny + | P (@ vy .
¥ *o

Ejemple 3. (4 2y)dz+ (2x—b6y)dy=al’. Hallar T.

Sclucidén. Aqui, Pz, y)=4e+2y v Q(z, y)=2r—6y; al mismo
ticmpo que, evidentemonte, se cumple la condicion (3). Sean zy=1, yo="0
Entonces,

& ']
U (2 y)=§ 4o dot- | (22— 8y) dy+€ =202+ 2oy — 3p2+-C,
8 b
o bien,
g X
Uz, y)= 3 =i dy»-{—s (hz+-2y) dz+C— — 3yt 42224 22y -,
0 1]

donde C=U (0; 0) es una constante arbitraria.
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4. Formula de Green para ol plano. Si € es la frontera
del recinto § y las funciopes P(z, y) y Q (=, y) son continuas, junto con
sus .derivadas parciales de 1° orden, on ¢l recinto cerrado §4-C, se veri-
fica la férmula de Green

§P dr4-Qdy = S(s§ %g—-%{;-) dz dy,

donde ¢l sentido del recorrido del contorne € se elige de forma que el
recinto & quede a la izquiorda.

5°. Aplicaciones do las integrales curvilineas 1) El
drea limitada por un contorno corrado C, es igual a

S = —§ydz=§a:dy
r c

(el sentido dol recorrido del contorno dsbe elegirse contrarie al movimiento
de las agnjas del reloj).
Mas 4til para las aplicaciones es la siguionto férmula

qu}&g(mdy—gdz):%g)z?d (%) .
c e :

2) El trabajo de una jfuerza, cuyas proyecciones sean X=X (z, y, z),
Y=Y (z.y,2), Z=1Z (%, y, z) (0 correspondientemente, el trabajo de un
campo do fuerzas), a lo largo del ecamino €, se exprosa por la integral

e S Xdz Y dy+Zdz.

C

Si la fwerza tiene potencial, es decir, si existe una fupcién U=
=U (z, ¥, 2) (funcién potencial o de fucrza) tal, que

ol ou au
. -—5:1— =X, —63-=Y‘ ?= z,
el trabajo, indepondientemoente de la forma dol camino €, es igual a
{x2; va2: 22) {xg; v 22)
A= S Xde}YdytZdz= S dU=U (z3, ys, 29— U (24, ¥(. 3¢)s
(x2; ¥1; @1 (=33 v13 21)

donde (z4, ¥y, z4) es el punto inicial ¥ (zs, ¥, 25) €l punto final del camino.

A. Integrales curvilineas de primer tipo

Calcular las siguientes integrales curvilineas:
2293. Sxyds, donde € es el contorno del cuadrado

|z]+ |y |=a (@ 0).

2294, \ ——— | donde C es un segmento de recta que une
& Va¥ -ty +i
entre si los puntos O(0; 0) y A(1;2).
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2295, S xy ds, donde € es el cuadrante de la 'elipse Z_:+g_:: 1,

s
situado en el primer cuadrante.

2296, S y*ds, donde € es el primer arco de la cicloide
¢
g=qa ({—sent), y=oa(i—cosi),

2297, S V 2%+ y*ds, donde C es el arco de la evolvente de la

¢
circunferencia z=a (cosé-+i¢seni), y==a(sent—icost) [0 LI 20
2298. ‘ (z®*+y®)? ds, donde C es el arco de la espiral logarit-

c
mica r=aem®{m >0) desde el punto A(0;a) hasta el punto
O (—oc; 0).

2299. S (z+y) ds, donde C es el lazo derecho de la lemniscata
o
r?=a®cos 2¢.

2300. S(x-;~z)ds, donde € es un arco de la curva

¢
2=t y:%%, z=8[0<t< 1]
2301. i ;fl_ij%»ﬁ, donde C es la primera espira de la hélice

¢
circular z =acost, y=asent, z="bt.

2302. S V 2% ¥ 22 ds, donde C esel eirculo z? - y* + 22 = a?, z=y.
s [

2303*, Hallar el 4rea de la superficie l1ateral del cilindro parabédlico
y:%xg, limitada por los planos z=0, =0, z=2, y=6.

2304. Hallar la longitud del arco de hélice cénica C,
z=ae' cost, y—ae' sent, z=ae', desde el punto O (0; 0; 0} hasta el
punto A4 (a; 0; a).

2305. Determinar la masa del contorno de Ia elipse -§~:—+g—:= 1,
si su densidad lineal en cada punto M (z, ¥) es igual a |yl

2306. Hallar la masa de la primera espira de la hélice circu-

lar z=acost, y=asent, z—bf, si la densidad en cada punto es
igual al radio veetor del mismo.

2307. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del
semiarco de la cicloide

r=a(t—seni), y=a(l—cost) [0t Lm).
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2308. Hallar el momento de inercia, con respesto al eje OZ,
de la primera espira de la hélice circular z=acost, y=asent,
z=bi.

2309. éCon qué fuerza influye la masa MM, distribuida con
densidad constanle por la circunferencia z*+4 y®=a?, z=0, sobre
la masa m, situada en el punto A(0; 0; b)?

R. Integrales curvilineas de segundo tipo,

Calcular las siguientes integrales curvilineas:

2310. S (x* —2xy) dx + (2zy + y*) dy, donde AB es el arco
An
de la paribola y-=2* que va desde ¢l punte A(f; 1) hasta el
punto B {2; 4),

2311, S(2a—y) dr+zdy, donde C es el primer arco de la
¢
cicloide z=a(i—sent), y=a(l-—cost) recorrido cn el senlido
del crecimiento del parametro 2.

2312. E 2zy dz — z* dy, tomandola a lo largo de los diferentes
GA
caminos, que parien del origen de coordenadas O (0; 0) y que
finalizan en el punto A(2; 1) (lig. 103):
a) sobre la recta Omd, . : .
b) sobre la pardbola OnA, cuyo eje de simetria es el cje oY
¢) sobre la pardhola OpA, cuyo eje de simetria es el eje OX;
d) sobre la linea quebrada OBA;
¢} sobre Ja linea quehrada OCA.

2313. 5 2zydz -+ x*dy, en las mismas condiciones que el
04

problema 2312.
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, toméndela a o largo de [a cir-

(z-+-y)dz—(z—y) dy
2314%. § e
cunferencia 2®+ y®=c¢? en sentido contrario al de las agujas del
reloj.

2315, Sy“ dz+z2dy, donde C es la mitad superior de la elipse
(3 i
z—acost, y= bsen ¢, quese sigue en el sentido de [as agujas del reloj.

2316. S cos y dr—sen z dy, tomandola a lo largo del segmento
AB
AB de la biscctriz del segundo dngulo coordenado, si la abscisa
del punto A es igual a 2 y la ordenada del punto B igual a 2.
2317. @ﬁ(y—fa;;iﬂ{]— donde € es el lazo derecho de la lemnis-
2 x4y
cata 7*=a?cos 2¢, que se sigue en el sentido contrario al de las
agujas del reloj,
2318. Calcular las integrales curvilineas do las expresiones
diferenciales exactas siguientes:

(2; 3 (3; 4} (1
) cdytyde, ) | zdotydy.e) | (e+y) (@de+dy),
(—4; 2) (0 1) (1 0)
2; 0
d) -!“ix—;;@— {por un camino que no corte al eje 0X),
(1; 2) i
(= 9
e) S di i;y (por un camino que no corte a 1a recta z+y=10),
(i)
(x2; )
n | e@d+v@ads
{x1; ¥1)

2319, Hallar las funciones primitivas de las expresiones
subintegrales y calcular las siguientes inlegrales:

3,5
a) S (z* -+ 4ay®) dz + (627y* — Sy*) dy,
(—2; —1)
(1 0)
h) S %ﬁ%‘t— (el camino de integracién no se corta con la
{0; —1)

recta y ==z},
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3 1)
2y} d d % 3 i
c) X (x+(i}_!_:;ity Y (el camino de integracién no se corta
(15 1)

con la recta y= —ux),

& S (V 224 2+I)d$+(v 2+J2‘{ x)

(0: 0)

2320. Calcular la integral
=S zdz+ydy
Vitatrse’
tomandola en el sentido de las agujas del reloj, a lo largo del
2 2
cuarto de la elipse %—i—-g—gz i, que se encuentra en el primer

cuadrante,
2321. Demostrar, que si f{u) es una funcién continua y C es
un contorno cerrado «regular a trozos», la

§1(+y?) (@dz+y dy)=
[

2322. Hallar la funcién primitiva U, si:
a) du=(2z+ 3y) do+ (3z— 4y) dy;
b) du= (3a®—2zy -} y?) dz — (22— 22y - 3y*®) dy;

¢) du=e*V[(l+z+y)de+(1—2z—y)dyl;
dz , oy
x4y | aty’

d) du=

Calcular las siguientes integrales curvilineas, tomadas a lo largo
de curvas en el espacio:

2323. g(y—z)a‘x+(z—x)dy+(x—y)dz, donde € es wuna
s

espira de la hélice circular

Tr—=—acost,
y=asent,
| z=11,

correspondientes a la variacién del pardmetro ¢ desde 0 a 2m.
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2324, ESS ydxz+z2dy+zdz, donde C es la circunferencia
&

r= Rcosocost,
y=HRcosasend,
z= R sen o (& = const),

recorrida en el sentido del crecimiento del parametro.
2325. K 2ydz+yzdy+2xdz, donde OA es el arco de la cir-
da
cunferencia z?-+y®4z8=2HRz, z=2z, situado por el lado del plano
X0Z, donde y>0.
2326. Calcular-las integrales curvilineas de las diferenciales
exactas siguientes:
(8; 4, 8)
a) S rdx-t+ydy—zdz,
(13 03 —3) ’
(a; b; ¢}
b) S yzdx +zedy + zydz,
(1; 1; 1}
(3; 4 8)
zdrtydytzdz
& Vatara
(0; ;0 Y
1
@l
& yzdz+zr dy +xy dz
ETY

{el camino de integracién estd
130

situado en ol primer octante).
B. Férmula de Green

2327. Valiéndose de la férmula de Green, transformar la inte-
gral curvilinea

I»_—é?)]/'x”-i—y”dx-l—y [:cy+1n($+ V$2+yz)] dy,
o

donde el contorno C limita un recinto S.
2328. Aplicando la férmuia de Green, calcular

I=§2(x“+y2)dx—1—(x+y)“ dy,
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donde € es el contorno do un tridngulo, cuyos vértices estdn en
los puntos A(1; 1), B(2; 2) ¥y C(1; 3) ¥ que se recorrc en sentido
positivo. Comprobar el resultado obtenido, ealeulando la integral
direclamemnle.

2529. Aplicando la férmula de Green, calcular la integral

:[E — 2%y de -+ zy® dy,
c

donde € es la cirennferencia z* -+ y* = R?, que se recorre en sentido
contrario al de las agujas del reloj.

2330, Por los puntos A(1;0) vy B(2;3) se ha trazado una
parabola AmB, cuyo eje coincide con el eje OY, y su cuorda
es AnB. Hallar la ;

Ci'D (2 +y) de— (z—y) dy

AmBra

directamente, aplicando la férmula de Green.
2331. Hallar la R eV y*de -+ (1 +xy)dy]l, si les puntos A
AmB
y B estén situados cn el eje OX y el area, limitada por el camino
de integracion AmB y por cl segmento AB, es igual a §.

2332*. Calcular la (&)%—E‘E Examinar dos casos:
o

a) cuando el origen de coordenadas estd fuera del contorno C,
b) cuando ol contorno rodea n veces el origen de coordenadas.
2333**, Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces

(f)cos(}(, n)yds=0,
bsd

donde s os la longitud del arco y r la normal exterior.
2334. Valiénduse de la formula de Green, hallar la integral

I= cg) [z cos (X, n)-+y sen (X, n})] ds,
donde ds es la diferencial del arco y n, la normal exterior al

contorno C.
2335*. Calcular la integral

<$ dx—diy
- x"*‘ﬂ ’
c
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tomada a lo largo del contorno del cuadrado gue tiene sus vértices
on los puntos A{1; 0}, B(0:1), C(—1;0) y D(0; —1), con la
condicion de que el recorrido del contorno sc haga en sentido
contrario al de las agujas del reloj.

D. Aplicaciones de la integral curvilinea

Calcular el 4rea de las figuras limitadas por las siguientes
clirvas:

2336. Por la clipse x=acost, y=~0bsent.
2337. Por la astroide z=-acos®#, y=asen? ¢,
2338. Por la cardioide z==a (2cost—cos 2t),

¥=a{2sent—zenlf).

2339*%, Por el lazo del folivm de Descartes a®-+ y*—3azy=—

2340. Por la ecurva (x4 y)®= axy.

2341*. Una circunferencia de radio r rueda sin reshbalar sobre
otra circunferencia fija, de radio R, consorvindose siempre fuera

g R - =
de ella. Suponiendo que - sea un nilmero entero, hallar el &rea

limitada por la curva (epicicloide) que describe cualquiera de los
puntos de Ia circunferencia mévil. Analizar el caso particular en
gue r =R (cardioide).

2342*. Una circunlerencia de radio r rueda sin .resbalar por
otra circunferencia fija, de radio JZ, permancciendo siempre dentro

: R ., .
de ella. Suponiendo que — sea un nimero entero, hallar el &rea

limitada por la curva (hipocicloide) descrita por cualquiera de los
puntos de la circunferencia moévil. Analizar el caso particular en

que r= -‘;i (astroide).

2343. Un campo esta engendrado por una [uerza de magnitud
comstante F, que tieno la direccién del semieje positivo OX. Hallar
el trabajo de dicho campo, cuando un punlo material describe, en
el sentido de las agnjas del reloj, el cuarto del circulo x?4-y*= f2*
que se encuentra en el primer cuadrante.

2344, Hallar el trabajo que realiza la fuorza de gravedad al
trasladar un punto material de masa m, desde la posicién
A{z;; yy; z) hasta la posicidn B (xz; y2; 22) (ol ejo OZ esta dirigido
vorlicalmente hacia arriba).

2345. Hallar el {rabajo de una fuerza clistica, dirigida hacia
el origen de coordenadas, cuya magnitud es proporcional al ale-
jamiento del punto respecto al origen de coordenadas, si ¢l punto
de aplicacién de dicha fuerza describe, en sentido contrvarie al de
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5 y 3 2 2 "
las agujas del reloj, el cuarto de elipse -3*+%§-z1 situado en el

primer cuadrante.

2346, Hallar la funcién potencial de la fuerza R{X,Y, Z}
y determinar el trabajo de dicha fuerza en el trozo de camino
quo se da, si:

a) X=0, Y=0, Z=-—mg (luerza de gravedad) y el punto
material se desplaza desde la posicidon A (zy, ¥y, 2;) a la posicion

B (23, Y2 22);
by X u%, ¥= —ir;i», Z= w%, donde p—=const y
r=V at+y2+ 2% (fuerza de atraccién de Newton) y el punto mate-
rial se desplaza desde la posicién A (a, b, ¢} hasta el infinito;
¢) X= —k%, Y= —Ak%, Z= —k%, donde k=const (fuerza
elastica), estando el punto inicial del camine en la esfera
22222 = R? v el final en la esfera 22 4-y?+22=12 (R >71).

§ 10. Integrales de superflele .

1. Integrales de superficie de primer tipo.
Sea f(z, ¥, #) una funcién continua ¥ z=¢ (z, y) una superficie regular 5.

La integral de superficie de primer tipo rtepresenta de por si el limite
de la suma integral

n
( < f{z, ¥, 2)dS= lim E (@i yir 2:) ASH,
Jgv P el

donde AS; es el drea de un elemento i de la superficie §, al que pertenece
el punto (xj, ¥;, z1); el didmetro méximo de estos elementos en que se

divide la superlicie tiendo a cero.
El valor de esta integral no depende del lado do la superficie & que se

elija para la integracién.

Si la proyeccién ¢ de la superficio § sobre el plano X0V es wuniforme,
es decir, que cualguier recta paralela al ejo OZ cortd a la superficie 5 en
un solo punto, la correspondionte integral de superficie de primer tipo se
puede calcular por la férmuia

{ {7y nas= {§ 1t 0 0@ VTR DT ey G D dsds.
s (0}
Ejemplo f. Caleular la integral de superficie

SSS (z+y+7) S,

donde S es la superficie del cubo 0 Lz {1, 0<Cy <1, 0Lz,
Calculamos la suma de las integrales de superficie tomadas sobre la caia.
superior del cubo (z==1) y sobre la cara inferior del mismo (z=0)
1 1 PR I | f 4

§ g{m+y+i)dm€y+§ S.(n:-{-y)dzdymg §(2z+2y+:l)dzdy=3.
.‘n Ll L7 L7

00 0
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Es evidente, que la integral de superficie que se busca sera tres veces
mayor e igual a

S g {z+v-+2)dS=9.
8

2°>. Integral de superficie de segundo tipa.
51 P=P(z, vy, z%, Q=Q{z.y,z) vy R=R{(z, y, 2) son funciones continuas
y S+ es la cara de una superficie regular § que se caracteriza por la direc-
cién de la normal m{cosa, cosP, cosy}, la correspondients integrel de
superficie de segundo tipo Se expresa de la forma siguiente:

S S Pdydz-+Qdeda--Rdrdy = S S (P cosa+Q cos f- R cos y) 5.
S+ s
Al pasar a la otra cara 8= de la superficie, esta iniegral cambia su
signo por el contrario.
: 8i la superficie § estd dada de forma implicita, F(z, y, z)=0, los
?93@0}3 directores de la normal a esta superficie se determinan por las
ormulas :

cosa—_iqﬁ cosﬂ——!’—‘gfu cos —.—.!'.—-gf—
T dee =0 oyt e

donde

dF \2 AF \2 oF \2

D_iV(ﬁx) +(ay) +(6z ) *
v el signo que se ponga delante del radical dede elegirse de acuerdo con la
cara de la superficic & quo se tome. :
3°. Férmula de Stockes. Si laz funciones P=P{x, y, 1),
Q=Q(z, 5y, 2) y R=R{z, y, z) tienen derivadas continuas y € es un con-
torno cerrado, gque limita una superficie bilateral 5, se verifica la férmula

de Stockes

§P dz-+Qdy-+Rdz=
c

= SSS [(Z—f‘—g—?) 005'1-1-(?3.—5—%) cosﬁ+(%—%——%—) cosv] as,

donde cosa, cosf y cosy, son los cosenos directores de la mormal a la
superficie 5, debiendo determinarse la direccidn de la normal de tal forma
que, desde ésta, el recorrido del contorno £ se efectiie en sentido contrario
al que siguon las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas do mano
derecha). :

Caleular las siguientes integrales de superficie de primer tipo:
2347. SS(::“—}-y’) dS, donde S es la esfera z%4-y?--z2=gq2

5
2348. SSVxM-—- y3dS, donde § es la superficio lateral del
2 y? Z2

cono %+a—2—-b—z—=0 0Lz b,
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Calcular las siguicentes integrales de superficie de segundo
tipo:

2349. R g yzdy dz+xzdzdz+ay drdy, donde S os la cara

oxterior de la superficie del tetraedro limitado por los planos
x2=0, y=0, z=0, 24+ y4z=a.
2350. KSzdxdy, donde S es la cara exterior del elipsoide
83
2 y‘Z z2
Co e e

2351, S K 22 dy dz 4-y® dz de -+ 22 dx dy, donde S es la cara exte-

rior de la superficie de la semicsiera z®-+y? -+ 22 =a®(z>0).

2352. Hallar ln masa de la superficic del cubo O<lz<1,
Owxy<<t, 0Lz, si la densidad superficial en el punto
M (z; ys z) es igunal a zyz.

2353. Determinar las coordenadas del centro do gravedad de la
capsula parabdlica homogénea ez=2a*+y* (0<z<a).

2354, Hallar el momento de inercia de la parte de superficie
lateral del cono z=) >4y |0 22 k] con respecio al cje OZ.

2355. Valiéndose de la férmula de Stockes, transformar las
integrales:

a) §(a—ys) dz -+ (y* — zz) dy -+ (2* — ay) dz;
c

b} is;ydx-}-zdy—}—xdz.
¢
Aplicando la férmula de Stockes, hallar las integrales que se

dan a continuacién y comprobar los resultados calculandolas
directamente:

2356. (g(y-i—z) dz + (z+x) dy + (x -+ y) dz, donde C es la eircun-
¢
ferencia 22-}y*4-2t=a? 2+ y+z==0

2357. (j‘:(y—z) dx+ (z—2z)dy -+ (z—y)dz, donde C es la elipse
o
224 yt=1, r4z=1.
2358. E:.:dsc+ :c-i—y)dy—l—(m—l-y—rz)dz donde C es la curva

[
T=asent, y=acosi, z=a (sent—{—oo%t) [0t << 2.



Férmula de Ostrogradski-Gauss 305

2359. § y*dzr 4+ 2*dy+2*dz, donde ABCA es el contorno
ABCA
del AOABC con los vértices en los puntos 4 (a; 0; 0), B(0; a; 0) v
C(0; 0; a).
2360, ¢En qué caso la integral curvilinea

I=8Pdz+Qdy+Rdz
c

serd igual a cero, para cualquier coantorno cerrado C?

§ 11. Formala de Dstropradskl-Gauss

Si § es una superficie regular cerrada, que limita un volamen V,

y P=PFP(z, y,lf Q=Q{x,y,2) y R=H(z, y, z) son funciones continuas,
junto con sus derivadas parciales de 1° orden, en el recinto cerrado V, se
verifica la férmula de Ostrogradski-Gauss

S S (Pcosa+Qcosf+ R cosy) dS:S i s ( = -I— + )da:dydz,
8 vy

donde cosa, cosf y cosy, son los cosenos directores de la mormal exterior
a la superficie S.

Valiéndose de la férmula de Ostrogradski-Gauss, transformar
las siguientes integrales de superficie, sobre las superficies cerra-
das S, que limitan el volumen V (donde cosa, cosP y cosy,
son los cosenos directores de la normal extierior a Ia superlicie S).

2361. S S 2y dedy 4 yz dy dz -+ 2z dz dx.
s

2362. S S wt dy dz 4 y? de dz + 28 dz dy,
s

2363, SS xcosa-ycosfi-zcosy ds

2364. i--cosoc-l— 0036+ cow das.
e

Valiéndose de la férmula de Ostrogradski-Gauss calcular las
siguientes integrales de superficie:

2365. S S x?dydz+y*dzdz+z*dedy, donde S es la cara ex-

terior de la superficie del cubo 0Lz <a, 0Ly «a, 0LzLa.

2366. S S wdyds+ydsde-+zdrdy, donde § es la cara exte-
8

20-1016
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rior de la pirdmide limitada por las superficies z+y+z=a,
.7.'=0, yzo, z2=0,
2367, \<x3dydz-{—-y3dzd:r+z3 dz dy, donde S es la cara

g
exterior de la esfera z*+ y®+4z%=a?
2368, S K (z2cosa+y2cos p+ z2cos y) 4, donde S es la super-

8
ficie exterior total del cono

22

2 g 4
%E"*'ﬂ_z_b_e:() [0z b).

2369. Demostrar, que si S es una superficie cerrada y 7 cual-
quier direccion constante,

SSS cos (n, 1) dS =0,

doude 7 es la mormal exterior a la superficie S.
2370. Demostrar, que el volumen V, limitado por la super-
ficie §, es igual a
fi

V=-_§» 5 S (zcosa -+ ycosP 4 zcosy)dS,
8

donde cosc, cosp y cosy, son los cosenos directores de la normal
exterior a la superficie S.

§ 12. Elementos de l1a feoria de los campos

1° Campo escalar y campo vectorial. El campe escalar
so determina por una funcién escalar del punto u={f{P)=f(z, v, 2), donde
P(z, y, 2) es un punto del espacio. Las superficies f(z, v, z)=C, donde
C=const, se llaman superjicies de nivel del campo escalar.

El campo vectorial se determina por la funcidn vectorial del punto
a=a (Py=a (r), donde P os un punto en el espacio y r=zi4yJ 42k es el
radio vector del punto P. En forma coordenada @ = agi-tayJ +ae;k, donde
ax=ax(2, ¥, 2), ay=aylz, ¥, z), az=a,(z, Y z), son las proyecciones del
vector & sobre los ojes de coordenadas. L.as lineas wectoriales (lineas de
fuerza, lineas de corriente) del campo vectorial se deducen del sistema de
ecuaciones diferenciales

El campo escalar ¢ vectorial que mo depende del tiempo i, se 1lama
estacionario, mientras que el que depende del tiempo, no es estacionario.
2°. Gradiente. El vector
all

atr a7 .
i e gl e s
grad U (#) 72 i+ 5 J - 5 k= U,
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donde v:ia—i--i-.f %-Jr«k-% ; es el operador de Hamilton (nabla), recibe el
nombre do gradiente del campo U =f(P) en ¢l punto P (véase el cap. VI. § 6).

El gradiente estd dirigido por la normal n a la superijcie de nivel en el
punto P, en el sentido del crecimiento de la funcidén U, y tiene wuna lon-

gitud igual a
w=V TG )

Si la direccidn se da por el vector unitaric 2 {cosa, cos B, cos vy},
entoneces
U . 8U oU au
w—grad U.I=grad; U=-§;cosa+ﬂcos [H-a—zcoa.y.
{Derivada de la funcion U en la direccién I).
3° Divergencia y rotor. 8e llama divergencia de un campa.
vectorial @ (P)=ayi+ta,J .k, el cscalar

" _ Bay Bay day
dive = T —i——*é-y— Tz = .

Recibe ol nombre de rotor de un campo vectorial @ (Py=at - ayJ -} a,f,
el vector

- 34: adﬂ aax aaz oaff aax
rotm_(—ﬁw—w) H‘(Tz__Tz—) J4 o i _r?_f;") k=¥ Xada.

4. Flujo del vector. Se demomina flujo del campo vectorial
& (P), a través de la superficie §, en el sentido determinado por @l vector
unitario do la normal = {cosa, cos B, cos v a dicha superficio S, la integral

SSS an dsS = SSS 8, dS = SSS (ay cos a-ay, cos fi-+ 4, cos y) dS.

St 5 es nna superficie cerrada, que Fimita un volumen ¥, y m es el vector
unitario de la normal extericr a la superficie .S, sord vaili(fa la férmula de
Ostrogradski-Gauss,, cuya forma vectorial es

@ dp @5 = S S S div e dx dy dz.

&
s vy

5°. Circulacidn del vector; trabajo del campo. La inte-
gral lineal del vector a sobre la curva C se determina por la férmula

§ adr= S ag ds= \ aydz--aydy-ta,ds {1}
¢ &

¥ representa de por si el trabajo del campo @ a lo largo de la curva C
(ag es la proyecci6n del vector @ sobre la tangente a C).

20%
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Si la curva C es cerrada, la integral lineal (1) se llama eirculacidn
del campo vectorial e a lo largo del contorno C.

Si la curva cerrada C limita una superficie bilateral &, se wverifica la
formula de Stockes, cuya forma vectorial es

§adr= S S nrotads = i g (rot @)y, dS,
c [ “s

donde 7 0s el vector de la normal a la superficie &, euva direceién debera
elegirse de tal modo, que para el observador que mire en el sentido de =,
el Trecorride del contorno € so ofectie em dircecién contraria a la que
siguen las agujas del reloj, cwando el gistema de coordenadas os de mano
derecha.

6°. Campo potencial y campo solencidal. Un campo
vectorial « (») se llama potencial, si

a=grad U,

donde U =f (7} es una funcién escalar (poiencial del campa).

Para que sea potencial un campoe a, dado en um recinto simplemcnte
conexo, es necesario y suficiente que « sea irrotacioral, os decir, que rot
a=0. En esto caso oxiste un potencial ¥/, que se determina por la ecuacién

dU=aedx+taydyta,dz.

Si el potencial ¥ es una funcién uniforme, sc tiene iadr:b’(ﬁ’)—

A
~U (4); en particular, la circulacion del vector @ serd igual a cero:

§adr=0.
c

Un campo vectorial e (») se llama solenoidal, si en cada punto del
campo la div @=0; cn esto caso, el flujo del vector a través de cualquier
suporficie cerrada serd igual a cero.

8i el campo es a la vez potencial ¥ solenoidal, se tiene div (grad U)=0
v la funcién potencial U es armonica, es decir, satisface a la ecuacién
J aeir azu a2

a2u _ L. ey
de Laplace v -+ 77 -+ e =0, o sea AU=0, donde A= ._—ar—z—f_
52 2
+%+ % os ol operador do Laplace.

2371, Determinar las superficies de nivel del campo escalar
U=f(r), donde »=7 22424 z%. <Cudles seran las superficies
de nivel del campo U=F (p), donde p=V 2>+ 2

2372. Determinar las superficies de nivel del campo escalar

-4
UJ =arcsen ———

Vet
2373. Demostrar, que las lineas vectoriales dol campo vecto-
rial a (P)=¢, donde ¢ es un vector constante, son rectas parale-
las al vector e.
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2374. Hallar las lineas vectoriales del campo @ = — oyi-- ozj,
donde ® es una constante.

2379. Deducir las férmulas:

a) grad (CU+C,V)y=C,gradU+C, grad V, donde C; y €; son
constantes;

b) grad (UV)=U grad V4V grad U;

¢) grad (U?)=2U grad U;

d) grad (_g_) - VgradU;}-ﬁUgradV;

e} 'grad o (U)=¢ (U)gradU.

2376. Hallar la magnitud y la direceién del gradiente del
campo U =23+ 33+ 2°—3zyz en ol punto A (2;1;1). Determinar
en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje OZ

y en cudles es igual a cero.
2377. Calcular el grad U, si U es respectivamente igual a:

a)r, b) % ¢+, d) f() r=VELF+)

2378. Hallar el gradienle del campo escalar U =e¢r, donde ¢
es un vector constante. ;Cudles serdn las superficies de nivel de
este campo y cémo estdn situadas respecto al vector ¢?

2379. Hallar la derivada de la funcién Uzz—z—j—%;—{—z—: en

un punto dade P(z,y,z,), en la direccién del radio vector = de
este punto. ;:En qué caso esta derivada serd igual a la magnitud
del gradienie?

2380. Hallar la derivada de la funcion U=-§- en la direccién

Z{cosa, cosP, cosy}. ;En qué caso csta derivada es igual a cero?
2381. Deducir las férmulas:
a) div (Ciay+ Coaty) =C, diva,+Cydiva,, donde C; y € son
constantes;
. b) div(Ue)=gradU-e¢, donde ¢ es un vector conslante;
¢) div(Ua)=grad U-a++Udivea.

2382. Calcular la div(_‘;).

2883, Hallar la div @ para el campo vectorial central a(p)=
——-f(r)%, donde r=1 22+ y2 +22.

2384, Deducir las férmulas:

a) rot (Cyaq+ Cotp) =Cirot @+ Cyrot@,, donde € vy €y son
congtantes;

b) rot(Ue) =grad U X ¢, dondo ¢ ¢s un vector constante;
¢) rot (Ua)=gradU X a4 Urota.
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2385. Calcular la divergencia y el rotor del vector @, si @ es
igual respectivamente a: a}) o b) »e y ¢) f(r}e, donde e es un
vector constante. g

2386. IHallar la divergencia y el rotor del campo de las velo-
cidades lincales do los puntos de un cuerpo, que gira con una
velocidad angular @ constante, alrededor del eje OZ en direccién
contraria a la que siguen las agujas del reloj,

2387. Calcular el rotor del campo de las velocidades lineales
v=0 Xr de los puntos de un cuerpo, que gira con una velocidad
angular ® constante, alrededor de eje determinado que pasa
por el origen do coordenadas,

2388. Calcular la divergencia y el rotor del gradiente de un
campo escalar U.

2389. Demostrar, que div (rot «)=0.

2390. Valiéndose del teoroma de Ostrogradski-Gauss, demostrar
que el flujo del vector @ =, a través de una superficie cerrada,
que limifa un volumen arbitrario v, es igual al triple de este volumen.

2391. Hallar el flujo del vector o+, a través de la superficie
total del cilindro 2> 4% R?, O g M.

2392. Hallar ¢l {flujo del vector ¢ =z% -+ y3§-+z% a través
de : a) la superficie lateral del cono ﬁ%ﬁg%,Og zar H;

b) la superficie total de este mismo cono.

2393*. Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atrac-
mr
-3
coordenadas, a través de una superficio cerrada arbitraria que rodea
a dicho punto.

2394, Calcular la integral lineal del vector » a lo largo de una
espira de la hélice circular z=Rcost; y=~Rsoni; z=ht, desde
{ =10 hasta t=2n.

2395. Valiéndose del teorema de Stockes, calcular la. circula-
cidén del vector a=a*y%i - j-+zk a lo largo de la circunferen-
cia 22+ y*=R* z=0, tomando en calidad de superficie el hemis-
ferio z =1/ RE_ZZFL,2,

2396. Demostrar, que si /" es una fuerza central, es decir, que
esta dirigida a un punto fijo 0 y depende solamente de la distan-
cia 7= hasta este punto: F=7F(r)», donde f{(r) es una funcidn
uniforme continua, el campo serd potencial. Hallar el potencial
U del campo.

2397. Hallar ol potencial U del campo de gravitacién, que
ongendra un punto material de masa m, situado en el origen de

¢ion F'= —-— de un punto de masa m, situado en el origen de

coordenadas: @ = «--:—?;'r. Demostrar, que el potencial U satisface
a la ecuacidn de Laplace AU =0,
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2398. Comprobar si los campos vectoriales que se dan a conti-
nuacién tienen potencial U y, si lo tienen, hallarlo:

a) a= (dzty—day) i+ (32 —2y) 4;

b) a =yzi 4227+ zyk;

¢) a=(y-+z)i+4(z+2)F+(z+y) k.

2399. Demostrar, que ¢l campo central espacial @ = f{r) serd
solencidal sélo cuando f(#) =—;§-—- , donde % =:const.

2400. ¢éSeré solenoidal el campo vectorial @ =r (e x #), donde ¢
es un vector constante?



Capitulo VIII

SERIES

1. Series numéricas

1°. Conceplos principales. Una serie numérica
o
agtayt... a4 ... = 2 an (1)
n=1

se llama convergente, si su suma parcial

Sn=a1+a2+ ..."I—an

tiens limite enando n - ¢o. El mimere §=LUlm &, recibe ol nombro de suma
fi—+00

de la serie v la cantidad

Bp=8—S8n=8n41+anya+...

el de resto do la serie. Si ol limite lim &, no existe, la seris recibe el
Tl OO

nombro de divergente.

Si Ia serie es convergente, el lim a, =0 (condicién necesaria para la con-

=00

vergencia). Poro la afirmacién inversa no es cierta.

Para que la seric (1) sea convergente es necesario v suficiente que para
cualquier numero positive e se pueda encontrar un NV tal, que para rn >N
¥ para cnalquier nimero positivo p, se cumpla la desigualdad

lansgtniot ... Fangp | <e

(criterio de Cauchy).

La convorgencia o divergencia de una serie no se altera si afiade o se
suprime un numero finito de términos.

2°. Criterios de convergencia y divergencia de las
series de términous positivos.

#) I criterio de comparacidén. Si 0sa,<by, a partir de un
determinado n=n4, y la serie

b1+bz+--—+bn+---=2 by, {2}
n=1

¢s convergento, la serio (1) también serd convorgente. Si por el contrario,
la serie (1) es divergente, la serie (2) también lo sera.
En calidad de serics comparativas es muy cémodo tomar, en particular,
la progresion geométrica
=]
2" (a=0),

n=0
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que es convergente cuando |g|<C1 y divergente cuando [g|>1, y la serie
arménica

718

1
g
n
H

T

que es divergente.
Ejemplo 1. La serie

1 1 1 1
atzeEtaet temte
es convergente, ya que aqui
1 1
=g <l

y la progresién geométrica

1
cuya razén es g==-5, €3 convergente.

Ejemyplo 2. La serie

In2 , In3 Inr
T+T—1—...+T+...

es divergente, ya que su término general es mayor que el término

: 1 i i i
correspondiente = de la serie arménica (que es divergente).

. s - ~a . . Q. Py
by Il ¢riterio de comparacidn. Si existe un llmb—m finito

n—+eo T
y diferente do cero (en particular, si an ~ by), las series (1) y (2) son con-
vergentes ¢ divergentes simultincamente.
Ejempio 3. La serie

1,1 1
AR RIS e ety

es divergente, ya que

S L
wlzﬁgo(zrz—i'?)=2 ol

. £ d 1 :
y la serie cuyo término general es — 98 divergento.

Ejemplo 4. La serie

1 1 1 1
stz TE—3t - tm=qt
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es convergente, porque

. 1 1 1
lim (2.,"—_”-7271-)=’1. 0 sea m‘-—z?,

N=r00

5 P 1
y la serie cuyo término general es oA ¢s convergente.
_c)Criterio de D'Alembert. Coando ap >0 (a partir de un deter-
minado r=ng) y existe ol limite
T 0 an

la serie (1) serd convergente, si ¢ <1, y divergente, si ¢ >>1. Cuando ¢g=1,
la convergencia de la serie queda sin esclarecer-
Ejemplo 5 Investigar la convergencia de la serio
1 3 5 2n—1
e R R U
Solucién. Aqui

2n—1 2n+1
=2z - %+1= Tada

{
14—
oo Bk e ALY A o T4

n—ac  @n n—}m2n+1(2n"“1);‘§hn—rm1_£& ="

2n

Por consiguients, la serie dada es convergento. "
d) Criterio do Cauchy. Cuando 2,>0 (a partir de un término
determinado n=n,) y existe el limite

lim Vﬂ‘-n=g,
Te=r o0
la serie (1) es convergente, si ¢ <1, y divergente, si ¢>1. En ol caso en
que ¢=1, la convergencia de la serie quode sin esclarecer.
) Criterio integral de Caunchy. Si ap=f(n), donde la fun-
cién f (z) es positiva, mondtona docreciente y continua euando z>a =1,
la serie (1) y la integral . '

o0

{ f@)ae
a
500 convergentes o divergentes simultineamente.
Valiéndose del criterio integral se demuestra que la serie de Dirichlet
(=]
g 1
b @
n=1
es convergente, si p > 1, y divergonte, si p<l1. La convergencia de muchas

serios se puede investigar comparindolas con la correspondiente serie do
Dirichlet (3).
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Ejemplo 6. Investigar la convergencia de la serie

1,1 1 1
: . ratrrteettmonm T
Solucidn. Tenemos:
1 1 1 1
T Bn—1)3n  4n® Rl
L 7y

Como la serie de Dirichlet cuando p=2 es convergenle, basindose en el
11 criterio de comparacidn puede afirmarse que la serie dada también es
convergente.

3°. Criterio de convergencia de las series de térmi-
nos positivos y negativos. Si la serie

ey |+lagl4-. - +lanf+- - (4)

formada por los valores absolutos de los términog de la serie (1) es con-
vergente, la serie (1) también es convergente y recibe el nombro do absolu-
tamente convergenie. Si por el contrario, la serio (1) es convergente, mien-
tras que la (4) es divergente, la serie (1) se llama condicionalmente conver-
gente.

Para averiguar si la serie (i) os absolutamente convergente pueden
emplearse para la serie (4) los ya conocidos eriterios do convergencia de las
series de términos positivos. En particular, la serie () serd a solutamente
convergente, si

Gnid
an

lim

oo

<t o lim ¥ an] < 1.
n—oo

En el caso general, de la divergoncia de la serie (4) no se desprende la
divergencia de la serie (1). Pero si el lim a"“l)-*ﬁ o bien el

n=ro0 an
lim P/ an| > 1, entonces serd divergente ne sélo la serie (4), sino tambitn
=00
la serie (1). .
Criterio de Leibmniz. Si para una serie alternada

by—byt-bg—by+ ... (b >0) (5)
se cumplen las condiciones: 1) b3 > by > bsz...1 ) lim b, =0, la seric (5}
Ti=k 00

gerd convergente. . -
Para el resto de la serie Ry, en este caso, serd vélida la acotacién

| Bn | < Bnty
Ejemplo 7. Investigar la convergencia do la serie
n(n—ii
212 31\3 4\ 4 3 n \n
1=(3)-(3)+(F) + e T (F)
Solucién., Tomamos la serie de los valores absolutos de los térmi-
nos de la serie dada:

(3 ) () ot ) e
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Como

(e AT A . R 1 i
1},‘3‘01/(5:“{) & omen L Gsona

Mo )
S
la serie dada cs absolutamente convergente.
Ejemplo 8 La serie
1 i_ n+E 1
1—-2—-+ 3 v {—1) --n—+...

es convergente, ya que se cumplen las condiciones del eriterio de Leibmiz.
Pero converge no abselutamente (condicionalments), ya que la serie

1
R I = ¥

es divergonte (serie armonica}.

Obsorvacidn. Para que las series alternadas sean convergentes, no
es suficiente que su iérmino gemeral tienda a cero. El critorio de Leibniz
afirma dnicamento, que la serie alternativa couverge si el valor absolute del
término general de la misma tiende a coro mondtonamente. Por
cjemplo, la serie

1.1 1 1 1 1
Ty Sty Sl «

es divergente, a pesar de que su término general tiende a cero {la variacién
monétona del valor absolute de este término goneral, aqui, naturalmente,

no se cumple). Efeclivamente, en este caso Sza=Si:+S§, donde

"

, 1 1 1 1 1 !
Sh=ttg byttt Si=—(z+gto+oE)
y el limite ’}im 854-co (Sk es la suma parcial de la serie arménica), mien-
]

o % i o - .
tras que el lim Sk oxiste y es finito (Sk es la suma parcial de la progresién
h—+oo
geométrica, que es convergente), por consiguionte, lim Sap=co.
koo
Por otra parle, para que la serie alternada sea convergente, no es nece-
sario que se cumpla ol criterio de Leibniz, va que la sorie alternada puede
ser convergente, si el valor absoluto de su término general tiende a cero de
forma no mondtona.
Asi, la serie

1 . 1 1 1 1
l—ertgr—agarot Zn—1p@  (2n)? Pz

es convergente, ¥ ademés absolutamente, a pesar de que el criterio de Lejb-
niz no ge cumple, puesto que el valor absoluto del término general de la
serio, aungue tiende a cero, no lo hace mondtonamente.
4° Series de téyminos complejos. La serie quo tiene por tér-
mino genera ley=a,-+ib, (i2Z=-1) es convergente si, y 96lo si, son convergentes
a3

[- <}
simultdneamente las series de sug 1érminos reales 2 ap ¥ E b, ¥ en este
n={ n=1
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caso,

oo

2 tn= E 2p4-i 2‘, by. (6)
n=1 n==1

n=4%

La serie (6) es indubitablemente convergente y se denomina absolutamente
convergente, si converge la serie

2{ fenl= Zi Vﬁi‘f*bés

cuyos términos son log médulos de los de la seric (6).

5°. Operaciones con las series.

a) Cada uno de los términos de una serie convergente puede multipli-
carse por un namero cualguiera %, es decir, si

g F+agd...fant ... =35,

kay-kag--. ..+ ka4 ... =kS.
b) Se entiende por suma (o resia) de dos series convergentes

se tendra

Byt Byt oo Byt Sy, ()
byd-bpt... .+t . =5 8
la correspondiente serie
(ag = &) - (s Lo+ A (ap £ 0p) ... =85 1+ S
¢) Se llama producto de las scries (7) y (8), la serie
eqtopd-...Fentn {9

donde 0n=ﬂibn+ﬂ-2bn_1+.--+ﬂnb! (ﬂ=1, 2, .-.)< .

Si las series (7) y (8) son absolutamente convergentes, la sorie (9) también
lo serd y su suma serd igual a 5,5,

d) si una serie es absolntamente convergente, su suma no varia ceando
se altera el orden de sus términos. Esta propiedad no tiene lugar cuando la
convergencia no es absoluta.

Escribir la férmula mds simple del término enésimo de las
siguientes series, de acuerdo con los términos que se indican:

: Iy i ,0.,.8,4,4.,14
201 1+ +5+5+- 2407. stgtotmtostast -

£ .4 5.8 3 1:8 185 1-3-5.7
2402. L g T 2408. 1"1'17;+1-4-7T1.4-74n s

2409, 1—14+1—1-1—14...
2410, 14504 F Ak B ofivane

08, LpZdedifd ..,
40K, L4k ptpimedhe o
3 4 b 6
2405. z-}-g*f—i—ﬁ-f-ﬁ-'f-...

2 4 i1 8
2406, =+t
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En los problemas N° 2411-2415 es necesario escribir los 4 6 5
primeros términos de la serie, partiendo del término general a,
que ya se conoce. ‘

31 2 1
B e M4 o=
2+seni:—t- cosnn
REE, e S, 245, a, = ( k- )

2413, g, = 2L

Investigar la convergencia de las series siguientes, valiéndose
de los criterios de comparacién (o de la condicién necesaria):

216 LA —Af, o =) e
. s+3(z) +5(3)'+ ---+~f: (5)+--

2 3 4 R-]-‘i
2418, GV 7w e e o o = 1 5
1 1 1 (—1)nt
2419, _—— —— et .
9 BT +4} = + ﬂ_!_{[ﬁ +

1 1i 1 1
2420 5 +5+g+ .ty

1ad o 1
2421. H-*-ﬁ-{'-d-]—-r- “ra +‘HJR—_H-r -
1 1 1 1

P rmtyntymt oty
2423, 2+32’;.+£+ bt
5% fd=tl g .
+v2 & i V +.
2425, 22 +'5_‘+ 82 " (3,,,_. 02 Ea

2426, L4 V2 L‘*_ _.i”_..h__
+31/2 41/3+ + (n+1)1/n+
Valiéndose del criterio de D’Alembert, investigar la conver-
gencia de las series:

5 1 3 5 Sn_i
242 o — - — = s
7 '1/5+2' +2V2+ +W+
9 2.5 2.58 2.5.8... (3n—1)
UB. v+t izst ottt
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Valiéndose del criterio de Cauchy, investigar la convergencia
de las series:

220, 24 (34 ()4 + (B + -
2430, £+ (34 (3) oo () "+

Investigar la convergencia de las siguientes series de términos
positivos:

2131, Af gt gt b
2432, 5+ o+ + ...+m+
27 M N BRI ...+ﬁn—_2;@m+
2434, %+§+%+ ...+%%+
2435. %+-‘5“-+%+ '+7£Ff+ ..

5 7 2n4-1

IR

(
g, :
e, (3)'+5 (R + o (B

i 1 1
2439, LS ot

3

436 o tmatawt - toFperm o
‘ 3 9

2437, T.;_( 2

2440, 145+ + - +

11 al 3! n!
2441. 2+1+22+1+23+1+“‘+W+”'
2445, 142 4 4 a2

s B b gt

i 18, dsk 1.8.5... 2n=1)
ZES. s T o T dy e

Nz . o@nE (32 (n1)2
2884. S+~ +gr T -t

2445, 1000 4- 1003:‘:002 + 100&:9&1004 r

1000-1002- 1004 . . . (9984 2n)
S i v e R R
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2.5.8 3.5.8. ii4.,.(6n—7)(6n—4)
2446 3+ T2+ - R HAT G @D T
5 1.5.9 ... (4n—3)
2441, _'2_+2<d-6+ <o+ 356810, (4n—4) {4n—2) ok
Ll o A 11 21 1.11.21... (10n—9)
2448. “ — 4 3 -+ + ...k Bn—1)1 + ...
1.4 1.4-9 1.4.9 ... n
2449. 1“'1-3-5+1-3-5.7-9+ B S AL (zm—s) e
u-o‘ 1 o 1
- e TR 24t - e ————————— ]
2450 2 aroson — 7= 59 Z Ve
< 1 2460. P,
2651. 2, sen 7y . >-‘ \/n(n+1}(n+2>
n=1
2461, )
2452. Z In (1+ ) . nln n+ \/ln‘*u
‘ﬂ—i oo
9462, D —peut
2453. 2‘, In 2141 e ¥a—=Vn
! 2463. 3} L4
4 =, =16 Vr—1)
2454, 3 o= - 5
n=2 2464. (1—005T)
2455 i 1 ()
iy 2465. Y i
1=n
2456. ) —r ones. S 2!
n=2 2 2 n
= n={
1 - an
2457. E a-lnn-lnlne ° 24867. > Bn:I
n=2 n=1
it 1 & ennl
2458, E ——t 2468, Z -
n=2 n=1
2469. Demostrar, que la serie 2 m.

n=2
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1) es convergente, cualquiera que sea ¢, si p>>1, y cuando
g>1, si p=1;

2) es dwergente,

g<1, si p=1.
Avenguar la convergencia jde las siguientes series alternadas.
Si son convergentes, comprobar si lo son absoluta o econdicional-

mente.

2470.
2471,
2472,
2473,

2474,

2477.
2478.
2479,

2480.

2481.

2482,

2483,

cualquiera que sea ¢, si p< 1,

y cuando

1—%-%1«(/1-3_——.. Jed= L 1:):"
1—g+5— =+
B TR G LT
%*g‘?’g+3-'.’z—---+(~—1)’*-1,f-g,-——ﬁ
na+n
R AT T
21/2 1+3'V3§~—1 4V§_1+"
'+(*1)n(n+1}n1jr:_+1—1+“'
(3= (B e (-
o= s SRR G Walx SOTPCL B
R +(—1)='”h}q1 e R
T+ e - g e
3 (il
n={
Z‘"“"‘”g 5
Cerciorarse de que el criterio de convergencia de

D’Alembert no resuelve el problema del esclarecimiento de la

2{—1016
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o0
convergencia de la serie 2 an, donde
1

Teae

gh—1 oR-1
ﬂzk_lzjﬁ:}_—, Qop = 7 (ﬁ':—j, 2, ...),

mientras que con ayuda del criterio de Cauchy se puede comprobar

que esta serie es convergente.

2484*, Cerciorarse de que el criterio de Leibniz no es aplicable
a las series alternativas a)—d). Comprobar, cudles de estas series
son divergentes, cudles convergentes condicionalmente y cudles

absolutamente convergentes:
1 1 1 1 1 1
2) '1/:“).—1_1/2+1+1/§—1*V§+1+'1/Z—1 '|/-§+1+"'
i ; T 1 3
(A= ¢ ViriTi)

1 1 1 i 1

b 1~ g —gmh T
(a . =__._~1__)‘
2B-1 = oh1 2k gth—1 ) ’
t 1 1 1 1
e o Tk e e
1 1y .
(sz—izmi—_*q, Qop == —ﬁ) ’

1 1 1 1 1
Qeg— bty

- N
("'2’*'*“'@‘1_1’ = _43:—3) ‘

Investigar la couvergencia de las siguientes series de términos
complejos:

2485, é%‘“i 2489, ‘n:i V?:-H :

2486, é L) i 2490. ;m
2487. éfsw—:—ef‘" 2491. :im.
2488, i o 2492. gi [n__.—”(éz_—z?)ﬁ L1

n=1
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2493. Entre las curvas y=-_%3~ e y=%, a la derecha de su

punto de interseccion, se han construide segmentos paralelos al
eje OY y que guardan entre si distancias iguales. éSera finita la
suma de las longitudes de estos segmentos?

2494. {Sera finita Ja suma de las longitudes de los segmentos

de que se habla en el problema anterior, si la curva yz% se sus-

tituye por la curva y=-1-?

o0 o0

— 1y __
2495. Formar la suma de las series ) 1;;” y B 4 12)” 2
n=1 n={
¢Serd convergente esta suma?
2496. Formar la diferencia de las series divergentes ) 2—:—[
1 —
n=1

oC
¥ 2 % e investigar su convergencia.
n={

2497. ¢Serd convergente la serie que resulta de restar la serie

1 1 5 1 3
Z g de la serie 2' =i
n=1{ n=1
2498. Buscar dos series tales, que su suma sea convergente
y su diferencia divergente.

; ; o 1 Q |
2499. Formar el producto de las series | e D -

n={ n=1

Este producto ¢serd comvergente? .
’ 1 1 1 2
2500. Formar !a serie (1-}—‘—2-+‘Z—|— T ) . ¢Sera
convergente esta serie?
5 L 1 — 1y
2501. Se da la serie -—i+—2—’-—3—!+...+£~TIL+-.. Apre-

ciar el valor del error que se comete al sustituir la suma de esta
serie por la suma de sus cuatro primeros términos y por la suma
de sus cinco primeros términos. ¢Qué puede decirse de los signos
de estos errores?

2502*%. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de
la serie

15 LFiva. 4 f4xn 1 (1yn
+z (2) +7 (3) tocobap () + o
por la suma de sus n primeros términos.

2
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~ 2503. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de
la serie

1 1 1
bt grdgptscatagrd e

por la suma de sus » primeros términos, En particular, acotar
la exactitud de esta aproximacién cuando rn =10,
2504**, Acotar el error que se comete al sustituir la suma de

la serie
1 1 1
LEg N e R e

por la suma de sus r primeros términos. En particular, acotar
la exactitud de esta aproximacioén cuando n = 1000.
2505*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de-

la serie
Zn-~

L2 (3) 8 () e ()
por la suma de sus n primeros términos.

(_1’?‘1 hay que tomar

2506, ¢Cudntos términos de la serie
n=1
para calcular su suma con exactitud desde 0,01 hasta 0,001?

2507. éCuéantos términos de la serie 2 —(-2-;?”1)—5-; hay que tomar
1

n=
para calcular su suma con exactitud hasta 0,01, 0,001 y 0,0001?
2508*, Hallar la suma de la serie
1 1 1 1
R S Ty

2509. Hallar la suma de la serie

Vot VD= VE) + o+ T VD) 4.

§ 2, Series de funclones

1°, Campo de convergencia, El conjunto de los valores del
argumento z, para los que la serie de funciones

h@+f2@+ .+ fal@)t... (€Y
es convergente, se llama campo de convergencia de esta serie. L funcidn
§ (z) = lim Sp (z),
Th=po0

donde Sp(z)=1f, (z¥4fa ()4 ... 4 fn (z} ¥ = perteneco al campo de conver-
poncia, ;et{:ifao e!l (ngmhlge c?e suma d: la} serie, ¥ Rp (z) =8 (2)—Sn (), el de

resto de la serie.
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En los casos mds simples, para determinar el campo de convergencia
de la serie (1) basta aplicar a esta serie los conocidos criterios de conver-
gencia, considerando z fijo,

Ejemplo 1. Determinar el campo de convergencia de la serie

1.2 i 2.22 T 3,08 ++W+ (2)

Solucién. Designande por medio de ¥, el término general de Ia
serie, tendremos

. Ungq) |z+1 "+ 2mn  _ |z-1]
llm-‘JLL-—lim T (Do 1T —

=00 ; Un ' Neroa

Baséndoss en el criterio de D’Alembert se puede afirmar que la serie es
convergente (v ademds absolutamente convergente), si E.,Q_il < 1, es decir,

div. oony iy
_‘_WW‘%_'——'
-7 - a f X
Fig. 104

si —3 <z < 1; la serie es divergente, si E%ﬂ >1, es decir, si — o<
<z<{—3 o si' 1< a<co (fig. 104). Cuande z=1 se obtiene la serie
arménica 1-{—-2“}-3-{-..., que es divergente, y cuando z/=—3, la serie

1
—1 +%_'3_+ v«.y que (de acuerdo con el criterio de Leibniz) es convergente

(pero no absolutamente).
Es decir, la seric converge cuando ~-3<Cx< 1.
2°, Series de potencias. Para toda serie de potencias

cotos (g —a)Fea{g—a)+ ... on (B—a)P ... 3)

(¢n ¥ @ son mumeros reales) existe un intervalo (intervalo de convergencia)
|z—a|< R con centro en el punto z=e, en cuyo interior la serie (3)
es absolutamente comvergente; cuando |z--a] >R la serie es divergente.
El redio de convergencia R puede ser en casos particulares igual a 0 ¥ a oo.
En los puntos extremos del intervalo de convergencia x=ga - R puede temor
lugar, tanto la convergencia, como la divergenmcia de la serie de potencias.
El intervalo de convergencia se determina generalmente por medio de los
criterios de D'Alembert o de Cauchy, aplicindolos a la serie formada por
los valores absolutos de log términos de la serie dada (3).
Aplicande a la serie de los valores ahsolutos

leal+lesltz—ald...+ien[lz—a[*+...



326 Series

los criterios de D’Alembert a; de Cauchy, obtenemos respectivamente las
siguientes [ormulas para el radio de comvergencia de la serie de potencias (3):

1 ¢
A= — Y A= lim 2 .
lim '-V] cn | n-00 | Cn+i
n—roo

No obstante, hay que emplesrlos con mucha precaucidn, ya que, frecuen-
temente, los limites que figuran en los segundos miembros do ostas férmu-
las no existen. Asi, por ejemplo, si un conjunto infinite de coeficientes
¢n se anula (lo que, en particular, ocurre cuando la geric consta solamente
do términos do potencias pares, o solamente de potencias impares de (z—a)),
no se pueden emplear las formulas indicadas. Debido a esto, se recomicnda
que¢, al determinar el intervalo de convergencia, se omplee el criterio
de D'Alembert o el do Cauchy directamente, como se hizo mds arriba al
investigar la serie (2), sin recurrir a las férmulas generales de determinacién
dol radio de convergencis.
Si z==xz iy es una variable compleja, para la serie de potencias

co¢y (z—20)+ep(2—20)2 ... Fen (2—zg)2 4. .. {4)

(en=tp—-iby, sp=1xy-}-iys) existe un detepminado circulo (circulo de conver-
gencia) |z—zp|<H con el centro en el punto z=z; en cuyo interior la
serie cs_absolutamente convergente; cuando |z —zo | >R, la serie es diver-
gunte. En los puntos situados en la misma circunferencia de¢ esto eireulo
¢ convergoncia, la serie (4) puede ser tanto convergente como divergente.
El eirculo de convergencia se determina, generalmente, valiéndose de los
criterios de D’Alembert o de Cauchy, aplicados a la serie

leol+leg| -Vz—zg |+|eal-|z—20 2+ ... +]en |- p—2{"+..-,

cuyos términos son los médulos de los de la serie dada. Asi, por ej.,
utilizando el criterio de D’Alembert es ficil observar de que ek circulo de
convergencia de la serie

341, (A (1) 1y
12 T 5 T gt e b

estd determinado por la desigualdad |z--1|< 2 (basta repetir las operacio-
nes que se hicieron en la pag. 288 para determinar el intervato de conver-
gencia de la serie (2), y sustituir # por z). Kl centro del circule de conver-
gencia estd on el pupto z=—1, vy el radio R de este circulo (radio de
convergencia} os igual a 2.

3°. Convoergencia uniforme. La scrie de funciones (1) converge
uniformemento en un intervalo determinado, si para cualquier & >»U
se puede hallar un N tal, que no depende de z, que cuando » > N, }Jara
todos los valores do z del intervalo dado, se cumple la designaldad
| Bn (2) | < e, donde Ry {z) es ol resto de la seric dada.

Si[fa(2)| Cenln=1,2,...) para a<lax<b y la serie numérica

E ¢n e8 convergente, la serie de funciones (1) serd absoluta y uniforme-
n=1
mente convergente en ol segmento [a, b] (eriterio de Weierstrass).

La serio de potencias (3) converge absoluta uniformemente en cual-
guier segmento situado dentro de su intervalo de convergencia. La seric
e potencias {3) se puede derivar e integrar término a término dentro de su
intervalo de convergencia (cuando |z —a| < R), es decir, que si

sotey (z—a)Fep(a—aft ...t on (s —a) ... =] (@), ®)
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entonces, para cualguier =z del intervalo de convergencia de la serie (3)
tenemos:

e142eq (x—a)+ - .. +10p (T— )4 =" (), (6)

: - - :
S cgdz - 5 ey {z—u)dz4 S e (x—a)tdr+.. .+ S ep(z—aday...=
e xg xg <0

n=0 X0

(el ndmero z, también pertenece al intervalo de convergencia de la serie (3))
Ademés, las series (6) y (7) tienen el mismo intervalo de convergencia que

la serie (d).

Hallar el campo de convergencia de las series:

wd

2510. 3 X 2518, 3 — .
n=1 n=1 l
o s N
2511. Zi(_i) M, 2519, D yrmayr X
= n=1

oo oo
ok 1 Vr
2512, 2 (— 1)ﬂ+] ﬁ? . 25620, 2 m .
=1t n=1

92513, i sen 2n—1yz

2w, 3 b
n=0

& =1 T
. i 2 {_1}::-1
2514, 2 27 sen 55 . 2522. 2 n.g" (z—hy’
n=>0 Azl
s cos na QR o ont
251 5%+, Z = 2523, }_J e
n=0 fi==| £

2518, ) [— A rgrneens,

=0

2517, 3 I
n=1

2524%, B (2" + ) -

n=1

2525. Z &

n=-=1

Hallar el intervalo de convergencia de las signientes series de
potencias e investigar la convergencia en los extremos de dicho
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intervalo:

2526, ) z".

n==(
2627, 3 L.
n=1
2528. 3 S—.
n=1
2529. }_1 s
n=1
o5, =t
n={
2531, 2 {nz-}'—lgf:fznl
2532. 2} (—H"(2n 4 1)2%2",
fi=0
o Tt
2533, ¥ -
n=1
2634, ) nl",
na=={
2585, 3 I
n=
. ?-D‘ n en-1
2536. % (2n+1) ™.
2537, Y 3n°zn’
n=0
¥ n xA\n
s, 3, 2o (4)

2539. 3 I,

n=={
& n=1
4 sl
2540. 2 O
n=2

2541, ) o

n={

2542%*, D) nlam.
n=1%
&
2543%. D) s -
=1

2544*,

n={

2545. z
Z(

zn®

n?

Loy i n-1 (z—5)*
n-3n

! d)ﬂ

n. 5?!,

2546.

2547, Z Lo

2548. Z = 1)1;._1ﬂ_
n=1

o5aw, 3 L
n==i

2550. ) n"(z+3)"
n=1

2551, 3, LEI
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(z—2)"
2552 D\ Gatyar -

ni=t1

i & 2r—4)20{z—-1 )"
2653. 3 (-l

2)2n
n=1
2554, 3 PLELI"
L2 | nh
=4

(2 )
e E TR D

__@=3m

2556, 2 TEE I YT

(z—2)"

2557. Z (=)™ e ReTD

n=1

2558, 3 LA
n=1{

(e

2559%. 3 (1+4)" (z—1)"

n=1

2560, 2 (Zrn—1)" ($+1}n

91,
n=1

2561. ) (-1)“7""*‘2@ 2",
n=0

o_u An—2 —qir
2s62. 3y SR
n=>(

S (g E=
2563';:0( Ve van

Determinar el circulo de convergencia:

2564. Z i"z".

2566. }_‘, =

X
n=0 n=1
2565. S} (14 ni)z". 2567. 3 o .
n=0 n=0
2568. (1 + 20)+ (14 2i) (B34 20) 2+ .
(1420 (3420).. . (2n 1+ 20) 2"+

za

2569. 1+ —+

1-}-2ni )nz“.

2570. 2‘_‘ =TT

zn
A {7 T

a—pa—m

a=my

2571. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos-
trar que la serie

{tzta2t . . 421,
no converge uniformemente en el 1ntervalo (—1 1), pero es uni-
formemente convergente en cualquier segmento situado dentro de ¢l-
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Solucién. Utilizando la férmula do la suma de la progresién geo-
métrica, para | z|<C i obtenemos

ZhH
{—=z "
Tomemos ol segmento [—1i-c, 1—a], dentro del intervalo (—t, 1)

donde o es ur nimero positivo tan pequeito como se desce. En sste segmento
iz{<l—a y}i-z|>a y, por consiguicnte,

1 —gynt+l

() <=2
Para demostrar la convergencia uniforme de la serie dada en ol scgmento
{—1-+0, 1—a], hace falta probar que para cualguier >0 se puede hallar
un & fal, que dependa exclugivamente de £, ¥y que para enalquier » > A

se veriligue la desigualdad | R, () |<e para todas las z del segmento
examinado.

Ry (zy=ahtifgnte L —

Tomando cualquier >0, hacemos que ﬂ_—gf:_l< g; de donde
(1=—a)*" < 2a, (r41) 1n (1= a) < In (sa), es decir, n-+1> ﬁ% (ya que
In(l—ea)<<0) yn> BLZ-(%}T—L Tomando, de esta forma, N=
=I§% —1, nos convencemos de que, eiectivamente, enando n > N, se

verifica la desigualdad | R, (z) | < e para todas las z del segmento [—1+a,
1—a] y, por consiguiente, queda demostrada la counvergencia uniforme de
la serie dada en cualquier segmento situado dontro del (—1, 1).
En Io que se rofiere a la totalidad del intervalo (—1, 1), éste contione
puntos tan préximos como se desee al punto z=1, ¥ como lim R, (z)=
1

Zh+2

== lim

a=i ez
para los que Ry () serd mayor que cualgquier otro niimero, tan grande como se
desec. Por consiguiente, es imposible elegicr N tal, que para n>N se
verifique la desigualdad &Rn (v})|<<e en todos los puntos del intervalo
{—1, 1), lo que quiere decir, que la convergencia de esta serie en dicho
intervalo {—1, 1) no es uniforme.

=q0, por grande que sea n, siempre se pueden hallar puntos z

2572. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos
trar que:

a) la serie
; ; i
42+ 54
LT T
converge uniformemente en cualquier intervalo finito;

b) la serie

I® i zh (__1)71—1x2n.

B g g

converge uniformemente en todo el intervalo de convergencia
(—1, 1);
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¢) la serie
1 1 i
1_1..?.?.3_&_;'- . +n_°=+

converge uniformemente en el intervalo (14-8, oo), donde & es un
numero positivo cualquiera;
d) la serie

(@ —2%) + (2 —2%) + (2 —2%) 4 . .. + (@22 ..

es convergente, no s6lo dentro del intervalo {(—1, 1), sino también
en los extremos del mismo, pero la convergencia de la seric en el
intervalo (—1, 1) no es uniforme.

Demostrar la convergencia uniforme de las siguientes series de
funciones en los intervalos que se indican:

oo

2573. 2 % en ¢l segmento [—1; 1).

n=1
2574. ‘% en todo el eje numérico.
=1
o T
25675. —1)™t Z_ en el segmento [0, 1].
g

Valiéndose de la derivacién e integracion término a término,
hallar lags sumas de las series:

76, T+ bt b

2577. x————*-fi_.‘___},.(“j)“-l‘z i
2578. x+T+T+_,,+;":’1
2579. m___§+%____+(_ml),,_lze .

2580, 14224322+ ... +(r+ 1) 2"

2581, 1 —322 4 520—... -}—(—1}”'1(21'1—1) A
2582. 1.242-32+3 42+ ... Fnn+1) 2" 4 ...
Hallar las sumas de lag series:

2583. -—+ + ~t - .—;’Z—Jr---
47—-3
i "’+*5—+f99—'*'--- = o3
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- 1 1 1 (= 1)=L
B M —ggtrE—vm -t

{(2n-~q}gn-1 b " °°
2n—1

A
2586. -+ 5+t + -

§ 3. Serle de Taylor

. Daéqrro]lo de una funcién on serie de potencias.
Si una funcién f(z) admite un desarrolle en serie de potencias do z—a en
un entorno [z—a| < R del punto e, esta serie (serie de Taylor) tendrd la

forma:
i" () f (a)

[@=1@)+f (0) t—a)+== (F—a)f ... +—=(s—a)"+... (1)

Cuando a=0, la serie de Taylor recibe también el nombre de serie de Ma-
cleurin. La igualdad {1} es cierta, si pava |z—a | < R el término complemen~
tario de la formula de Tayler

o ek
Ra@=fto— [ @+ LD o] =0
=1 -

cuando »n — co.
Para acotar el resto de la serie se puede emplear la férmula
o fp—ajia (413 o
Ry (z)= T i {648 {z—a)}], donde 0 << B <1 (2)
(forma de Lai'rangs).
Ejemplo 1.
0z
Solucién., Hallamos las derivadag de la funcién dada f(z)=chz,
f'(z)=shz, j7(z)=chz, f"{z)=shz, ...; en general, ™ (x)=chz, si n es
par, ¥ f™ (z)=shz, 8i n es impar. Poniendgo a=0, obtememos: f(0)=1,
I'0)=90, f(0=1, f*{0)=0 ...; en general, f™(0)=1, si n es par, ¥
™M {0)=0, si n es impar. De donde, basandonos en (1), tenemos:

xﬁ T in )
°h¢=i+"2'"|‘+'§r+u-+m"r--- (3)

Para determinar el intervalo do convergencia de la serie (3) empleamos el
criterio de D'Alembert. Tenemos:

i Z2n+2 Z2n i z2 0

M | e} e | = |1l 75T 5+ =

n—seo | En4=2)1 7 (2n) nesoa (20 —1) {2n -2}

para cualquier z. Por consiguiente, la serie ¢s convergente en el intervale
E——m(z(m. El resto de la serie, de acuerdo con la formula (2), tiene la
orma

Degarrollar la funcién f(z)=ch z en serie de potencias

Zn+l . .
¥ien (x):-(-n—_i—;i—)i-ch Oz, si 7 es impar, ¥

Ll ;
Ry (z)-—-—v—ﬁ? sh 0z, si n es par.

(n
Como ¢ >8> {, tendremos
fx —fx
|ch0x|=i»i;fm*gelx‘. | sh 8z |=

PLEI. R

5 < glxl,
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| z | +L
(n4-1)!
es convergente para cualquier z (lo que cs fécil de comprobar valién-

por lo cual |Rp(2)|< ¢l La serie cuyo término gemeral es
|z]”
_nl
dose del criterio de D’Alembert), por lo que, de acuerdo con el eriterio
necesario de convergentia

. i ;glﬂ+1
Aim e

y, por consiguiente, lim Ry {(z)==0 cualquiera que sea z. Esio significa, que
o

={),

=
la suma de la serie (3), para cualquier z, es efectivamente igual a chz.
2. Procedimientos que se emplean al desarrollar en
serie de potencias.
Valiéndose de log desarrollos fundamentales

Y] T
L ex=1+%!~+%!-+...+f£r+-.. (—oo < z < o),

z 3 z%

zint+l
I1. senz:—iT——s-r-i- —ST— .+(—1)nm+ (HC‘D(.’G <CD),

2 | xh _ n " e
111, 003::51-—-—2-?--{-?—.-]—{—5) W+.-.( oo <L ¥ < o),

Iv. (1+x)m=1+_;’3rz.;._"i"‘§[—_“,z+”_

I Tt VPP Ul 5 o1 RS SO RS g | 0

7}
V. In (1+z}=x-—--z;—+%—...+(—1)“"1-€:;+... (—f <z ),

y de la formnla de la suma de la progresidn geométrica se ptede, on muchos
casos, obtener ficilmente el desarrollo de una funcién dada en serie de
potencias, sin quo haya necesidad de investigar el resto de la serie. A veces,
al hacer el desarrollo, es conveniente utilizar la derivacién o integracién
término a término. Cuando se trate de desarrollar en serie de potencias fun-
c_ionels. racionales, se recomicnda desarrollar dichas funciones en fracciones
simples.

Ejemplo 2 Desarrollar en serie de potencias de z*¥) la funcién

3
I&S=a—aaF%"

Solucién. Desarroliando la funcién en fracciones simples, tendremos:
1 2
Lo s e i

*) En los extremos del intervalo de convorgencia (es decir, cuando
z= -1y z=1) el desarroilo 1V se comporta de la siguiente manera: si
m >0, converge ahsolutamente cn amhbos extremos; si 0 >m >—1, diverge
cuando z= —1 ¥ converge condicionalmente cuando z=1; sim £—1, diverge
en ambos extremos.

*%) Agui, lo mismo que en lo sucesive, se sobreentionde «potencias
enteras y positivas».
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Como
1 oo
?—_I=1+:+za_§_'”:= ZI“’ (4}
n=4g
¥
T-_:Wzi—%—{—@x)?—...: D (— 2z, (5)
n={)
en definitiva tenemos,
f)= ) a"+2 3} (—1)n2%en= D} [1-(— 1) 27+ o, (6)
ni=0 n=0 n=>0

Las progresiones peemétricas (4) y {(5) son convergentes respectivamente
caando |z] <1 y|z|<—2—; por consiguiente, la férmula (6) os cierta

cuando |:]<—‘3— . es decir, cuando __;, <z -;—

3° Serie de Taylor para funciones do dos variables.
El desarrollo de una funcidn de dos variables f(z, y) on la serie de Taylor,
en un entorno del punto (e; &), tiene la forma
; w ot T g & 1 a
fe =il Otqr | e—aZ+u—v5 |16 D45 [ e—0 o+

oW | S Ot [e—0mtu—0—5 | 1@v+...

Si a=b=0, la serie de Taylor se llama también [serie de Maclaurin. En
este caso, s¢ usan las siguientes notaciones:

o ‘ |
[e-amto—vg ] e n=20D]_ e—otZE0_ o—b:
== y=b
2
[_(z—a)%ﬂyﬁb)g‘;—] f(a, b):%’. _@—ap
y=b
2 g .
e o 'xzu @) y—ty+ L | b,
o y=b

kil desarrollo de la serie (7) tiene lugar, si el rosto de la serie
n
8 k
o =1 @ )+ {1 @ 0+ A [e—a g+ o-nL] 1@} —o
h=1

cuando n —> co. El resto de la serie puede representarse cn la forma

q g ¥ n-4-1
Rn (5 )= [(z—a)-gx—-Hy—b)E 10| e
y=b-8{y—b)

donde 0 <8 < 1,
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Desarrollar en serie de potencias enteras y positivas de z las
funciones que se indican a continuacién, hallar los intervalos de
convergencia de las series obtenidas e investigar el comportamiento
de los restos de las mismas:

2587, a* (¢ >0). 2589. cos(x+a).
- 2590, sen®z.
2588. sen (:c ~{—T) ; 9501%. 1n (2+2).

Utilizando los desarrollos fundamentales I—V y la progresién
geométrica, escribir el desarrollo en serie de potencias de x, de las
giguientes funciones e indicar los intervalos de convergencia de
ellas:

95992, 22—3 2998, cos®z.

=l 2599, sen 3z - z cos 3z.

Jr—>
2093 s 2600. ﬁ-_—&é— .
iy T 2601, — .
2595, ex®, P —
¢ 142

2596. shz. 2602. 1n3— .
2597. cos 2z. 2603. 1o (1 +z—227%).

Aplicando la derivacién, desarrollar en serie de potencias de z,
las siguientes funciones e indicar los intervalos en Yque dichos
desarrollos tienen lugar:

2604, (1 +2)In(14-2). 2606, arcsenz. -

2605. arctg z. 2607. In(z+711+ab).

Valiéndose de diferentes procedimientos, desarrollar en serie de
potencias de z, las funciones que se dan a continuacién e indicar
los intervalos en que dichos desarrollos tienen lugar:

2608. son®zx coszx.

Een ¥
2609. (1+z)e™. 2616. i
2610. (14 &%) 8
2611. }/§ 7. 2617. i e dx.
0
g12. B—3z41
2612 zi— Sr-+46 SATE. g: ln(‘l-}-z}d::
2613. ch®z. ) g
1 -
2614, ——.
et 2619, S
2615. In (2% 32 4 2). J Vi—z"
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Escribir los tres primeros términos diferentes de cero, de los
desarrollos en serie de potencias de x de las siguientes funciones:

2620, g2, 2623. secz.
2621. thz. 2624. Incoszx.
2622, ecosw, 2625. e*senx.

2626*. Demostrar, que para caleular la longitud de la elipse se
puede utilizar la férmula aproximada

stna(i—-—f;),

donde & es la exceniricidad y 2a el eje mayor de la elipse.

2627. Un hilo pesado suspendido por sus extremos forma, por

su propio peso, la catenaria y:ach%, siendo aﬁ-, donde H es

lJa tensién horizontal del hilo y ¢ el peso de una unidad de
longitud del mismo. Demostrar, que para valores pequeiios de z,
puede admitirse, con aproximacién hasta una cantidad del orden

de %, que el hilo cuelga formando la parébola y=a+-§.

2628. Desarrollar la funcién 2%--2z*—5z--2 en serie de
potencias de z--4.

2629. f(x)=>52°—42®—3z-+2. Desarrollar f(z %) en serie de
potencias de A.

2630. Desarrollar Inz en serie de potencias de z—1.

2631. Desarrollar % en serie de potencias de z—1.

2632, Desarrollar % en serie de potencias de z-1.

1 E S i
2633. Desarrollar SETIs o on serie de potencias de z 4 4.
2634. Desarrollar 1 ___ en serie de potencias de = 2.

it Aw-+7
2635. Desarrollar € en serie de potencias de z4-2.

2636. Desarrollar [/ en serie de potencias de z—4.
2637, Desarrollar cos = en serie de potencias dez———g—.

2638. Desarrollar cos®z en serie de potencias de m-—%-.
2639*¢. Desarrollar Inz en serie de potencias de -1—-:_{:—

2640. Desarrollar ——-—— en serie de potencias de - T
‘I/i _+_x 1+I
2641. é¢Qué error se comete si se supone que aproximadamente

oy A iy o R
e R
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i . = -~ :[ -
2642. éCon qué cxactitud se calculara el nimero - sl seem-
plea la serie

) z5
arctgm:z——:ﬁ——g— BT e

tomando la suma de sus cinco primeros Lérminos con x =17
2643*, Calcular el niimero % con exacktitud hasta 0,001, valién-
dose del desarrollo en serie de potencias de z, de la funcidn
arcsen z (véase el ejemplo 2606).
2644. ¢(Cuantos términos hay que tomar de la scrie
72
R

para calcular el cos 18° con exactitud hasta 0,001?
2645. {Cuantos términos hay que tomar de la serie

cosz-=1—

3:3
Senr=r—— ...
3 :

para calcular el sen 15° con exactitud hasta 0,0001?
2646, ¢Cuantos términos hay que tomar de la serie

5 2
e“zi—i—ii!—i——;—+... ;

para hallar el nimero e con exactitud hasta 0,0001?
2647, ¢Cudntos términos hay que tomar de la seric

]r1(1-l-x)=:c—z7:+.‘. i

para calcular ¢l In 2 con exactitud hasta 0,01 y hasta 0,001?

2648. Calcu]ar;'f-’f? con exaclitud hasta 0,01, por medio del
desarrollo de la funcién ¥ 8 z en serie de potencias de .

2649, Aclarar la procedencia de la férmula aproximada
Vafo~ a—l-%(a}[}), calcular con ella /23, lomando o =35,
y valorar el error cometido.

2650. Calenlar 719 con exactitud hasta 0,001.

2651. ¢Para qué valores de z la férmula aproximada

Es
cosxf:.fi—T

da un error no mayor de 0,01; 0,001 y 0,0001?
2652, ¢Para ué valores de « la f6rmula aproximada

Seny ~r
221016
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da un error no mayor de 0,01 y 0,001?

172
2653, Calcular R 27 dz con exactitud hasta 0,0001.

v z
0

2654, Calcular \ e=**dz con exactitud hasta 0,0001.

2655. Calcular

D ST

¥/ zcoszdx con exactitud hasta 0,001.

sen

2656, ;
Calcular Vz

dz con exactitud hasta 0,001.

-

O Sl e

Lol

2657. Caleular \ V' 1+ z*dx con exactitud hasta 0,0001.

[

(=L

o

2658. Calcular V ze* dz con exactitud hasta 0,001.

26569, Desarrollar en serie de potencias de z e y la funcién
cos (z—y), hallar el campo de convergencia de la serie obtenida
y analizar el resto de la misma,.

Escribir el desarrollo en serie de potencias de z e y de las
siguientes funciones e indicar sus campos de convergencia:

2660. sen z-sen y. 2663*. In (1 —2—y -+ zy).
2661. sen (2®+y%). 2664*. arctg L.

2662*, 1—=tv

1+z—y '

2665. f(z, y}=aa®+2bxy--cy* Desarrollar f(z-+h, y+k) en
serie de potencias de 2 y k.

2666. f(z, y)=2*—2y*+3xy. Hallar el incremento de esta
funcién al pasar de los valores x=1, y =2, a los valores x=1-+#,
y=2-+k

2667. Desarrollar la funeién e™7? en serie de potencias de
z—2 e y4-2,

2668. Desarrollar la funcién sen (z+-y) en serie de potencias

de z ¢ y—i,:—.
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Escribir los tres o cuatro primeros términos del desarrollo en
serie de potencias do x e y de las siguientes funciones:

2669. *cosy.
2670. (1 + ).

§ 4, Serles de Fourler

1. Teorema de Dirichlot. Se dice que una funcién f(z) satis-
face a las condiciones de Dirichlet en un intervalo (¢, b), si en este inter-
valo la funcién

) estd uniformemento acotada, es decir, [f(2)| <M para e<z<b,
donde M es una constante;

23 no tiene mas que un nimere finito de puntos de discontinuidad
y todos ellos de 14 cspecie (es decir, que on cada punto de discontinuidad
E la funcién f{z) tienc un limite finito a la izquisrda f(§+0)=lir‘|]1f(§-—s)

B

y un limite finito a la derecha ‘f(§+0)=“[3”§+8) {e >0,
B

3) no tiene més que un ndmero finito de puntos de extremos estrictos.

El teorema de Dirichlet afirma, que toda funcidn ,f(a:} que satisfaga en
¢l intervalo (—m, ) las condiciones de Dirichlet en cualquier punto z de
este intervalo, en que f(z) sca c¢ontinua, ésta so puede desarrollar en serie
trigonométrica de Fourier:

f(x):aT“-l—ai cod £-}- b, sen x4-a, cos 22+ by sen 2o . . .

ventapcos nz-f-by son nz-..., (i)
en que los coeficientes de Fourler ap ¥ b so calculan por las férmulas

i
1
an=?s f(z}cosnxdr (n=0, 1, 2,...);
it
EES
1 Pl
b,,:? 5 flz)sen nzdz {(n=1,2,...%

-

S5i z es un punto do discontinuidad de la funcién f{z) pertonecciento al
intervalo (—am, =n), la suma de la serie de Fourier & (z) serd ignal a la
media aritmética de los limites a la izquierda y a la derecha de la fun-
cién:

S (2= g [f (5—0) 1 (z+0).
En los extremog del intervalo z= —x y z=n
§ (—m) =8 (W) == [f (— 40+ (n—O)}

2. Series incompletas de Tourier. 8i la funcién f(z) es
par (es decir, 9i / (—z)=/(2)), entonces, en la férmula (1)
bp=0{rn=1,2,...)

22%
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¥
i:.[
an_—.:% \ /(2 cos nzdz (z—0, 1, 2,...).
0
as,i;:}:;l (Eluiﬁ;f'n;‘ ;Em))e; impar (es decir, si f(—a)=—(z)), entonces,
50
bn::f;- f(¥)sennzdze (n=1, 2,...).
0

Una funcigun, dada en el intervalo (U, n), se paede prolongar, a voluntad,
en el intervale (—m, 0} como par ¢ como impar; por consiguiente, puede
desarrollarse en ol intervalo (0, n1), en series incompletas de Fourier, como
se dosce, en scrie de senos o de cosenos de arcos milliples.

3. Serieos de Fourier de periodo 2l 5i una funcién §(x}
satisface las condiciones de Dirichlet en un intervalo (—1,1) de longitud
2l, para los puntos de continuidad de la funcién, pertenecientes a oste
intervalo, so verificard ¢l desarrollo

a { G
i (x):-‘)i—i—af co% f-;i-{-bi sen %‘F-—I—bzwsf%%ﬁ—bg gen 2—1}‘-?—J* Y
..« apcos H';w by, sen n?x 4.,
donde
\ |
anz-%— g f {z) cos n:;a: dz (n=0, 1, 2, ..., |
=
: H (2
bn=%- S f(z)sen%‘idx (n=1, 2, ...)
~I

En los puntos de discontinvidad de la funeidn f{z) y en los exiremos del
intorvalo z—— 7, la suma de la seric de Fourier se determina analoga-
monte a como se hace cuando se desarrella en ¢l intervalo (—m, 7).

En el caso de que la funcidén f (=) se¢ _desarrolle en serie de Fourier en
un intervalo arbitrario (z, a--21) do longitud 21, los limites de integracién
en las formulas (2) debe sustituirse, respectivamente, por @ y a-- 21,

Dosarrollar en series de Fourier, en el intervalo (—u, zi), las
funciones que se indican a continuacion, determinar la suma de
las serios en los puntos de discontinuidad y en los extremos del
intervalo (x= — s, x=-7), construir la grifica de la propia fun-
cién y de la suma de la serie correspondiente (dentro y fuera del
intervalo (—=, m)):

¢y para —mn <<z <0,

2671, {(2)= : 0t
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Examinar el caso particular en que ¢, = —1, e, =1.

ax para —a<<y<0,
2672. f(2)= br » O z<<m.

Examinar los casos particulares: a) a=b=1; b) a= —1, b=1;
¢) a=0, b=1; d) a==1. b=0
2673. f(z)=2z% 2676. f(x)=-cosar.
2674. ()= ™. 2677. f () = sh ax.
2675. f{x) =-rsenax. 2678. f(x)=chax.
nN—2x

2679. Desarrollar en serie de Fourier la funcién f(x)=-——,

en el intervale (0, 2m).

2680. Desarrollar In funcidn f{x)%. en el intervalo (0, x),
en serio de senos de arcos multiples. Empléese el desarrollo
obtcnido para la suma de las series numéricas siguientes:

i .1 4 . £ & g .
8y d—gt=wt i b Ibpmw=grEtyg— e
1 1 1 1
R -] B s~ =
O el

Desarrollar en series incompletas de Fourier, en el intervalo
(0, 1), Jas lunciones que se indican a continnaeién: a) en series
de senos de arcos miltiples, b) en scries de cosenos de arcos mil-
tiples. Dibujar las grificas de las funciones y las graficas de las
sumas de las correspondientes series en sus campos do cxistencia.

2681. f(z)==z. Valiéndose del desarrollo que se obtenga, hallar
la suma de la serie

1
1+—_§2--+-§~+...

2682. f(x}=22. Valiéndose del desarrollo que sc¢ obtenga. hallar
Jas sumas de las series numéricas:

1 1 1 1
Nitmtgt.s Dl-gtam—Qpgmt--.
2683. f (x) =",
!1 para 0<x<-§~,

2684. f (z) = .
[ O para el
[z para U{x-g%,
2685. f(x)= 5
M— para 5-<< &< 7

2
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Desarrollar, on e] intervalo (0, n) en serie de senos de arcos
miltiples, las siguientes funciones:

z para 0<Z o

2686, f(z)=
(O para %‘: <M.

2687, f(z)==z(n—z).

2688, f{.t):sen%.

Desarrollar, en el intervalo (0, n) en serie de cosenos de arcos
multiples, las funciones:
1 para O<<z <l

2689. f(x)Z‘ 0 para <<z m.

, S 0 <2k,
2690. f{x)=l & R Ve

|0 para 2h <<z <.
2691. f(x)=xsenz.

cosz para 0<x<%,
2692. f(z)=

—¢OST para -g»<:r<:n.

2693. Valiéndose del desarrollo de las funciones z y z% en el
intervalo (0, =), en serie de cosenos de arcos milltiples (véanse

los N® 2681, 2682), demostrar la igualdad

2 co:snx=3x2~—61:‘12x+233(Oéx\gn)-

n=]
2694**. Demostrar, que si la funcién f(z) es par y al mismo
tiempo f(%—}—x): --f(u-g-—x) , su serie de Tourier en el

intervalo (—a, n) representa de por si el desarrollo en serie de
cosenos de arcos multiples impares, mientras que si la funcién f (z)

es impar y f(-’;——{—x)=f(-%~—:c), se desarrolla en el inter-

valo (—m, ©) en serie de senos de arcos multiples impares.
Desarrollar las siguientes funciones en series de Fourier, en
los intervalos que se indican:

2695. f(z)=|z| (—1<<z<1).
2696. f(r)=22 (O<<z<<1).
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2697, f(x)=€" (—Il<z<<l).
2698, f(z)=10—z (b<<z<C15).

Desarrollar, en series incompletas de Fourier en los intervalos
que se indican: a) en serie de senos de arcos miiltiples, ¥ b} en
serie de cosenos do arcos multiples, las siguientes funciones:

2699. f(z)=1 (D<xz<).
2700, f(z)=2 (D<a<<l).
2701, f(z)=2® (0<<z<<2m).
z para O<Zax<1,
@i, f(I):[ 2—z para 1<z <<2.
2703. Desarrollar la funcién siguiente cn serie de cosenos de
e : 3
arcos multiples, en el intervalo (?, 3) .

3
f(:z:)={ 1 para 3<<z<2,
33—z para 2<<z<<3.



Capitulo IX

ECUACIONES DIFERENCIALES

§ 1° Verlficacion de las soluclones. Formaclon de las ecuaclones
diferenciales de familias de curvas. Condlclones infclales,

1. Conceptos fundamentales, La ecuacidn de la forma
F('t= ¥, y’) ey y(”-)):(}‘ (1)
dondo y=y{x) es la funcidn ,que se husca, se llama ecuacion diferencial de
orden n-simo, Cualguier funcién y=r(2) que transformo la ecuacin (1) cn
identidad, recibe el nombre de solucién de esta eeuacion, I} la gréifica de
dicha funcidn se llama curva integral. Si la solucign se da en forma implicita,
W (2, y)==0, generalmente, recibe ol nombre de integral.
Ejemplo 1. Prebar, que la funcién y=sen z es solucién do la ecuacidn
y'+y=0.
Solucidn. Tenemos:
y'=cosx, y'=—sen z.
¥, por consiguiento,
¥'+y=—senz-fson c=0,
La integral
{D(i’, Y, Clv-":cﬂ)zo (2‘)

de la ceuacidn diforcncial (1), que contiene » constantes arbitrarias indepen-
dientes €y, ..., Cp ¥ quo es equivalente (en el campo dade) a la ecuacién (1),
se llama infegral general de esta ecuacidn {en ol campo correspondiente).
Dando valores determinados a las constantes C,, . ., €, en la relacion (2),
st obtiene una infegral paerticular do la ecuacion 1.

Reciprocamente, teniendo una familia de curvas {(2) v excluyendo los
pardmetros &, ..., €, del sistema de ecuaciones

b - M
= — =} —_— =
=, da 0.y da’ ¥

se obtiene, ¢n general, una ecuacién diferencial do la forma (1), cuya integral,
en el campo correspondiento, es la rolacién (2).
Ejemplo 2 Fallar la ecuacién diferencial de la familia de pariholas
y=C;s (z—Cot. 3)
Solucidn. Derivando dos veces la expresién (3), tendremos:
y’ :201 (.tu-Cz) a y":—:ZCi. . (4)
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Excluyendo de las ecuaciones (3) ¥ (4) los pavdmetros Cy y Cg, hallamos la
ecuacién diferencial que buscidbamos

2yy"=y'%
Es facil comprobar que la funcién (3) transforma esta ecuacién en identidad.

92 Condiciones iniciales. Si para la solucién particular
y=y{z) de la ecuacién difercncial

YW =1 (2, Y5 ¥'s -eur YO) )}
se dan las condiciones iniciales (problema de Cauchy) .
¥ @0y =ar ¥’ (@o)=Vy --+o ¥ (z) =y~
y sc conoce la solucién general de la ecuacidn (5)
y=¢($1 cjr B ] Cﬂ);
las constantes arbitrarias ¢y, ..., €, se determinan, si ello cs posible, del
sistema de ceuaciones
o= ('r{)! Cla ey Cn)a
yo=0" (€0 Cy» - > Cn),
g = " (zg, €y ooey Ca)
Ejomplo 3. ITallar la curva de la familia
y="Ce% 4 Coe™?%, (8)
que tiene ¥ {0)=1 o y’ (0)= —2.
Solucion. Tonemos:
y' = Ce® —20 5072, ; {7y
Poniendo z=0, en las férmulas (6) y (7), tenemos:
1=C,-+C;, —2=C{—2C,
de donde
(-'l=|}' 02;1
y, por comsiguicnte,
y=e 2%,

Averiguar, si son soluciones de las ecuaciones dilerenciales que
so dan, las funciones que se indicamn:

27040 .‘ny’=2y, y=5x2|
2705, y" ==+, y=é.

2706. (z-+y)dz-pady=0, y— 2.

2707. ¥ 4+y=0, y=3senz—4cosz.

a2z
2708. T

+wtr=0, x=C cosat-+ Cysenwi.
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2709. y"—2y -y=0; a) y==z¢% b) y==a?e".
2110, y"— (M4 2o) ¥' 4 Mo y =0,
y — Ciehx + Cae?.'zx_

Demostirar, que las relaciones que se indican sou integrales de
las ecuvaciones diferenciales que se dan:

2711, (z—2y)y =2x—y, a*—ay-+yi=C2
2712, (z—y+1)Yy =1, y=zx+4Ce.
2713, (zy—x) ¥y +ay*+yy'—2' =0, y=In(zy).

Formar las ecuaciones diferenciales de las familias de curvas
que se dan (C, Cy, €3, C3 son constantes arbitrarias);

e 2724. In = =1+ ay

2715. Y= C;’L'g_ ¥ )

2716, yt=23Cz (@ es un parametro).
2717, %412 = C*. 2722, (y—yo)* = 2pz

2718, y=Cé*. (4o, P son pardmelros).

2723, y = C ¥+ Coe™.
u2 2724, y=C,cos 2z -- Cysen 22.
: g A e
2720, y*+—=2+4Ce . 2725, y=(C,+Cpx)e*+Cs
2726, Formar la ecuacién diferencial de todas las rectas del
plano XOY.
2727, Formar la ecuacién dilerencial de todas las pardbolas

con eje vertical en el plano XOY.

2728, Formar la ecuacién diferencial de todas las cireunferen-
cias en el plano XOY.

Hallar, para las familias de curvas que se dan, las lineas que
satisfagan a las condiciones iniciales que se indican:

2729, 2 —y?=C, y(0)=5.
9780, y = (C,+Coz) &*, y(0)=0, y (0)=1.
2731, y=C,;sen (z—Cy), ym)=1, y' (n)=0.
2732, y = e 4 Coe™ -+ Ce™;

y(0=0, y(0)=1, ¥y (O)=—2.

2719, 23 =C (22— y?).

§ 2. Feuaciones difereaciales de 1° orden

1°, Formas de ecuaciones diferonciales do 1°fr orden.
‘La ecuacidn diferencial de 1er orden con una funcidn y incégnita resuelta con
relfcion a la derivada y’, tiene la forma

v'=f(, ) (1)
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donde f(z, y), es una funcién dada. En algnnos casos, ¢s conveniente consi-
qf]erar como funcién incégnita la variable = y escribir la ecuacién (1) en la
orma

i =gz, y), (1"
dond: P Y mm—e
onde g (z,y) TG 0 ; .
Teniendo en cuenta que y‘_-z—é;z« y 2 d_: , las ecuaciones diforenciales
(1) y (1'} se pueden escribir en forma simétrica
P (z, y)dz+Q (2, y) dy=0, )]

donde P (z, y) ¥y Qéx. y) son funciones conocidas.

Por solucién de la ecuacion (2) se entiende la funcién de la forma
Y=o {z} 0 x=1(y), que satisface a esta ecnacién. La integral general de las
ecuaciones (1) y (1°}, o de la ecuacidn (2), ticne la forma

O (=, y, C)=01

donde € es una constante arbitraria. .
2°. Campo de direcciones. El conjunto de direcciounes

tg a=f(z, ¥)
se llama campo de direcciones de la ecuacién diferencial (1) y se representa
npralp:ente por medio de un sistema de rayitas o de flechas con un dngulo
e inclinacidén .

Las curvas f(x, y)=4%, on cuyos puntos la inclinacién del campo tiene
un valor constante %, se llaman isoclinas. Construyendo las isoclinas y el
campo de direcciones, en los casos mas simples se puede dibujar a{)roxi-
madamoente el campo de las curvas integrales, considerdndose estas iitimas
como curvas, que ¢n cada uno de sus puntos tienen la direccién dada del
campo.

Ejemple 4. Construir, por ¢l método de las isoclinas, el campo
~de las curvas integrales de la ecuacion

y' =z

Solucidn. Construyendo las isoclinas =% (lineas rectas) y ol campo
de direcciones, obtenemos aproximadamente el campo de las curvas integrales
{fig. 105). La solucién general es la familia de parabolas

z2 O
!I“T'i“

Construir, por el método de las isoclinas, el campo aproximado de las
curvas integrales para las ecuaciones diferenciales que se indican a conti-
ouacién:

2733, y = —u2.

2734. y' = —5.
2735, y' =1y
2936, ¢ =2H0,

z—y
2737, y =22 432,
3°. Teorema de Cauchy. 5i una funcién f(z, y) es continua en
un recinto deferminado U f{a<<z< 4, b<y< B} y tiene en este recinto
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derivada acotada fy (%, ¥), entonces, pr cada punto (zg, yo) de U, pasa una,
y séle una, curva integral y=q (z) de la ecuacidn (1) (p (z5) =yg).

ool s

AN 3y Ny ey

4°. Método de las quobradas do Buler. Para la construc-
cién aproximada de la curva jntegral de la ccuacién (1), que pasa por un
punto dado My (zg, yg), tsta curva se sustituye por una linea quebrada cop
vértices en M; (x;, y;), donde
Tipg =+ AT Y=Y+ Ay
Az;=h (paso dei proceso).
Agr=0flzy, y;) (=0, 1, 2, ...,)
Ejemplo 2, Por ci método de Euler, hallar, para la ecuacién
. T
i
(), siy(®=1 (h =0, 1)
Constrnimos la tabla siguiente:

i

i CH Yi Aygﬁ—é-—g—
0 3 1 0

1 1 1 0,005

2 0,2 1,005 0,010

3 0,3 1,015 0,015

4 0.4 1,030 G021

H 0,5 1,051 0,026

] 0,6 1,077 0,032

7 0,7 1,109 0,039

8 0,8 1,148 0,046

9 0,9 1,194 0,054
10 1,0 1,248




Ecuaciones diferenciales de 1¢" orden con variables separables 349

De esta forma. y(1)=1,248. Para comparar, damos el valor
exacto de y (1) = e/t ~ 1,284.

Por el método de Kuler, hallar las soluciones particulares
de las ecuaciones diferenciales que se dan a continuacién para los
valores de x que se indican:

2738, y' =y, y{(0)=1; hallar y (1) (=0, 1).
2739, y =z 4y, y(1)=1,; hallar y(2) (h=0, 1).

2740. 9'2*1%* y (0) = 2; hallar y (1){(A=0, 1).
2748, y —y—2, y(0)=1; hallar y (1) (:=0, 2).

§ 3. Ecuaciones diferenciales de 1°" orden con varlables separabies.
Trayectorlas ortogonales

1°. Ecuaciones diferenciales de 16 orden con varia-
bles scparables. Se llaman ccuaclones coo pariables separables, las
ecuaciones diferenciales de 1¢" orden de ta forma

y'=f(z) g (¥) (0
© bien,
XY (pde- X3 ()Y () dy =0, (1)
Dividiendo ambos miembros de la ccuacion {(1) por g(¥) ¥ multiplicando
por dz, tendremos —;%=f(x) dz. De donde, integrando, obtencmos la inte-
gral general de la ocuacidn {1} en la forma
{ 5=\ 1@assc @
Andlogamente, dividiendo los dos miembros de Ja ecuacion (1’) por
X, ﬂ:c} ¥ (¥} e inlegrando, se obticne Ja integral general de la ecuacldén (17)

en la forma
X (z) S Yy (m) ;
—d. —t Ly ==,

V @=t) Yy o=e (i)

Si para nn valor determinade do y—ve. tenemos que g (yp) =0, la funciin
y ==y, tombién es solucién de la ecnacion {1}, como ¢s facil convencerse
directamente. Analogamente, lus rectus r==a ¢ y=2> serin curvas integrales
de la ecuacion (17), si ¢ y b son de por si raices de las ecuaciones X, g}):.—_(l
o Y (y)=0, por cuyos primeros miembros se dividid la ccuacién inicial.
Ejemplo 1. Resolver la ecuaciin

b o2
Yl (2

En particular, hallar la solucién que satisfaco a la condieion inicial:
y{1)y="2
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Solueidn. La ecuacién (3) so puede escribir de la forma
dy ¥

— T ——

dz z

De donde, separando las variables, tendremos:
W
7 z
¥, por comsiguiente,
Infyf=—In|z[+In Ly,
donde la constante arbitraria InC, estd tomada en forma logarftmica, Des-
pués de potenciar, se obtiene la solucidn general
C

donde C=4-C,.
Al dividir por y podrfamos perder la solucién y=0, pero esta \iltima
esta contenida en la férmula (4) para ¢ =0,
Utilizando la condicién inicial dada, obtenemos que €=2, y, por con-
siguiente, la solucién particular buscada es
2

p=—".

x

2°. Algynas eccuaciones diferenciales que pueden
reducirse a ecuaciones con las variables separables.
Las ecuaciones diferenciales de la forma

y'=f{az+by+c) (b#0)

so reducen a ecuaciones de Ja forma (1) por medio de la svstituciém
u=s=az--by-+ec, donde u es la nueva funcién que se busea.

3°. Trayectorias ortogonales gon curvas que cortan lag lfneas
de la familia dada ©(z, ¥, @)=0 (¢ es un parametro) formando dngulo recto.
Si F (2, y, y')=0 es la ecuacién diferencial de la familia,

? (e~ )m0

es la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales.
Ejemplo 2 Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de elipses
22422 =a2, 5)

Solucidén, Derivando ambas partes de la ccuacién (5), hallamos la
ecuacion diferencial de la familia

z-d-2yy’ =90,

De donde, sustituyendo y’ por -—%—. obtenemos la ecuacién diferencial de las
trayectorias ortogonales

z—z-i:(l o bien y':i"!- ;
¥ z

Integrando, tondremos que y=Cz? (familia de parbolas) (fig. 106).
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4°, Formacidn de Jas ecuaciones diferenciales. Al for-
mar la ecuacién diferencial en los problemas geométricos, se puede femplear
con frecuencia el sentido geométrico de la derivada, como tangente.'del
dngulo que forma la recta tangonte a la curva con la dircccidn positiva
del eje OX; esto permite, en muchos casos, deoterminar inmediatamente la
relacién entre la ordenada y de la curva que se busca, ¥y su abscisa z e ',
es decir, obtemer la ecnacidn diferencial. En otros casos (véanso los pro-
blemas Nos 2783, 2800, 2895), se utiliza el sentido geoméirico de la integral
definida, como frea de un trapecio mixtilineo o longitud de un arco. En este

Fig. 106

caso, directamonto de las condiciones del problema, se obtiene una ecuacidn
integral simple (pucsto que la funcidn que se busca se encuentra bajo el

signo integral), pero quo derivando sus dos miembros, se puede con’facilidad
transformar e¢n ecuacion diferencial.

Ejemplo 3. Hallar una curva que pase por el punto (3; 2), para la
que la longitud del segmento de cualquiera de sus tangentes, comprendido
entre los ejes de coordenadas, esté dividido en el punto de contaclo en dos
partes iguales.

Solucidn. Sea M({z, ¥) el punio medio de la tangente 47, que segiin
las condicicnes es, a la vez, al punto de contacto (los puntes A ¥y B son
los puntes de interseccion de la tangente con los ejes OY y OX}. De acuerdo
con las condiciones, 04 =2y y OB =2gz. Bl coeficiente angular de la’tangente
a la.curva en ¢l punto M (z, y) os igual a

W, 04 v

de OB~ z°
Esta os 1a ecuacién diferencial de la curva que se buscaba. Haciendo wuna
transformacion, tenemos:

x ¥
¥, por comsiguiente,

Inz-4-Iny=InC, o sea, zy=C.
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Utilizande la condicién inicial, determinamos que¢ €=3.2==0. Es decir,
la curva que se buscaba es la hipérbola xy =G.

Resolver las ecuaciones diferenciales:

2742, tgzsen?ydr d-costzetg ydy =0,

2743, xy' —y =y

2744, xyy =1—2a%

2745, y—axy' —a (1 +2%').

2746, 3¢ tgyda+ (1 —e®)sec? y dy =0.

2747. Y tgzx=1y.

Hallar las soluciones particulares de las siguientes ecnaciones,
que salisfacen a las condiciones iniciales que se indican:

2748. (1 +-¢%)-y-y' =e;, y=1 para z=0.

2749. (zy2+2)de - (2?y—y)dy=0;.y=1 para z=0.

2750. y'senx=ylny, y==1 para z= % ’

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales valiéndose del
cambio de <variables:

2781, ¥ = (=4 y)%.

2752, y' = (8x 42y + 1)

2753, (2r 43y — 1) dz + (4x + 6y — D) dy=0.

2754, (2v—y) dz 4 (4v— 2y + 3) dy =0.

En los N° 2755 y 2756 pasar a las coordenadas polares:
22 Lyt

2755. y':lffigL’E "

2756, (22 -+ y?) der—aydy =0.

2757*. Hallar una curva que tenga un segmento de tangente
euya longitnd sea ignal a Ja distancia desde el punto de contacto
hasta el origen de coordenadas.

2758, Hallar una curva para la que el segmenlo de la normal,
en cualquier punto de la misma, comprendido entre los ejes de coor-
denadas, esté dividido por este punlo en dos partes iguales.

2759, Hallar una cueva cuya subtangente tenga wna longitud
constante a.

2760. Hallar una curva cuya subtangentc sea el doble de la

abscisa del punto de contacto.
2761*. Hallar una curva, para la que fa abscisa del centro de gra-
vedad de la figura plana, limitada por los cjes de coordenadas,
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por esta misma curva y por la ordenada de cualquiera de sus
puntos, sea igual a 3/4 de la abscisa de este punlo.

2762, Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto (3; 1),
para Ja que cl segmento de tangente comprendido entre el punto
de contacto y el eje OX esté dividido en dos partes iguales por el
punto de interseccion con el eje OY.

2763. Hallar la ecuacién de la curva que pasa por ¢l punto (2; 0),
sabiendo que el segmnento de la tangente a dicha curva, compren-
dido entre el punto de contacto y el eje 0F, tiene longitud cons-
tante e ignal a 2.

IHallar las trayectorias ortogonales de lag familias de curvas
que s¢ dan a continuacién (e es un paramelro) y construir estas
familias y sus proyecciones orlogonales:

2764, 24P =a’. 2766. xy—=a.
2765. P =a=x. 2767. (x—a)*-+y* =a’.

§ 4. Eccaciones diferenclales homogeneas de 1% orden
i°. Ecuaciones homogéneas, Una ecuacion diferencial
; P(x, y)da~-Q (z, ¥) dy=0 1)

se llama homogénea, si P (z, y)dy Q (z, ¥) son funciones homogéneas de igual
grado. La ccuacién (1) puede reducirse a la forma

s-i(2)

y por medio de la sustitucién y==xu, donde u es una nueva funcidén incég-
nita, se transforma en ccwacion con variables soparadas. También se puede
emplear la sustitucion z=yu.

Ejemplo 1. Haliar la solucién general de la ecuacion

¥

s ¥
N
Pl @ v

Solucién. Hacemos la sustitueidn y=wuz;, cn esie caso, ut-ru’ =
=e¢¥-lu o bien,

e dy——_"
I
Integrando, obtenemos = —Inln % , de donde

(%
ye=—zlnln =

2°. Ecuaciones reducibles a homogéneas. Si

i f @z+byytey
V=t et rer) 4

23—1018



354 Fcuaciones diferenciales

b
¥ 6=I21 b;l = 0, poniendo en la ecuacién (2) z=u-+a, ¥y =v-+p,.donde las

constautes o v B se determinan por el sistoma de ecuaciones
a5+ =0, aya—+dften=0,
obtenemos una ecuacién diferencial homogénea respecto a las variables z y ».

8i §=0, poniendo en la ecuacién (2) g;x-}-b;y=u, abtenemos una ecuacidn
con variables separadas.

Integrar las ecuaciones diferenciales:

2768, y' =L —1. 2770. (z—y) y dz — 22y = .

2771. Hallar, para la ecuacién (z*-+y®ydr—2zydy=0, la
familia de curvas integrales y escoger aquellas curvas gue pasan
respectivamente por los puntos (4 0) y (1; 1).

2772. ydz+(2V zy—z) dy=0.

2773. zdy—ydx=V 2* 4 yidx.

2774, (42® 432y 4+ ¥ de+ (42 4 Bay + 22y dy = 0.

2775. Hallar la solucién particular de la ecuacién (z? — 3y2) dzx +-
4-2zy dy=0, con la condicién de que y=1 para z=2.

Resolver las ecuaciones:

2776. 2z —y+4)dy+(x—2y+5)dz=0,
z42y+1

, 1—3z--3y ¢
2777. y =Wq 27784 y =m-

2779. Hallar la ecuacién de la curva, que pasa por el punto
(1; 0) vy que tiene la propiedad de que el segmento, que inter-
cepta su tangente en el eje OY, es igual al radio polar del punto
de contacto.

2780**. {Qué forma debe darse al espejo de un proyector para
que los rayos del foco luminoso concentrado.en un punto se reflejen
formando un haz paralelo?

2781. Hallar la ecuacign de la curva, cuya subtangente es
igual a la media aritmética de las coordenadas del punto de
contacto. ; _ : o o

2782. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, la Iongi-
tud del segmento, interceptadp por la normal en cualquiera de
sus puntos en el eje de ordenadas, es igual a la distancia desde
este punto al origen de coordenadas. o

2783%, Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el drea
comprendida entre el eje de abscisas, la misma curva y dos orde-
nadas, una de las cuales. es constante y la otra variable es igual
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a la razén del cubo de la ordenada variable a la ahscisa corres-
pondiente.

2784. Hallar' la curva, para la cual, la longitad del segmento
del eje de ordenadas, interceptado por cualquiera de sus tangentes,
es igual a la abscisa del punto de contacto.

§ 5. Ecuaclones diferenciales lineales de 1% order. Feuacion
de Bernoullf

1°. Ecuacionos lineales. La ccuacidn diferencial de la forma
y' 4P} y = (Q)(x) (1)

de 1er grado con respecto a y e y’, se llama lineal.
Si 1a funcién @ (x}=0, la ecuacidon (1) toma la forma

v+ Pz)y=0 @
y tecibo el nombre de ecuacién diferencial linéal homogénea. En este caso,
las variables se separan y la solucién general de la ecuacién (2) es

—SP(x)d.x

y=Ce (3)

Para resolver la ecuacién lineal no homogénea (1) se emplea el llamado
método de variacién de la constante arbitraria. Este método cousiste en que,
primeramente, se halla la solucidn general de la correspondiente ecuacién
lineal homogénea, es decir, la expresién (3). Después, suponiendo que en
esta expresion ¢ es funcién de =z, se busca la solucidn de la ecuacidén
no homogénea (1) en la forma {(3). Para ello, poremos en la ecuacién (1)
y e y’, deducidas de (3), y de la ecnacién diferencial asi obtenida determi-
namos la fuvcidn C (z). De esta forma, obtenemos la solucidn general de la
ecuacién no homogéneca (1) de la forma

y=C (2) FIEERE

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
f=tgz-y-tcosz, {4)
Solucidn. La correspondiente ccuacidn homogénea es
y —tgz p=0
Resolviéndola, tenemos:
y=C- —1|— .
cos
Considerando ¢ como funcién de z y derivande, hallamos:
1 dC sen
y=—" W"*'__ -C.

cos x cos? =
Foniendo y & ¥* en la ecuacién (4), obtenemos:

1 dc sen x
i .
cosxT dz costx

c ac
—z-{-acosx, 0 ——=¢08%z

O=tg= s dz

23¥
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de donde
C(x)= S cos*xdx:—i-x—k% sen 2z -+C.
['or consiguiente, la solucién general de la ceuacién (4) tiene la forma

i 1 ’ 1
y=(TI+'—4"‘ sen.&a:wi-C,) 'm .

Para resolver la ecuacién lineal {{) se puede emplear también la susti-
tucion

y=uv, 6
donde u y v son funciones de z, in este caso, la ecuacién (1) toma la forma
[w'+ P (2)u] v+ v'u=Q (). (€)

Si se exige que
- P (z) =0, %)

do (7) hallamos u, y después, de (6) hallamos », y por fin, de (5) hallamos .
2°, Ecuacién de Bernoulli. La ecuacién de 18r orden de la forma

¥y P2y y=0Q (z) y*,
donde a==0 y e =1, so llama ecuacidn de Bernonlli. Esta ecuacién se reduce

a lineal valiéndose do Ia sustitucion z=y!=% Se puede también emplear
dircctamente la sustitucion y=ur, o el método de variacién do la constante
arhitraria.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion
4 e
y'=—y+zy.

Solucidén. Esta es una ecuacién de Bernoulli (en la que a=%) <

Poniendo
y=uv,
-oblenemos:
4 p— 4 i
R'B—I—v'u"—--i-uuﬂ—z Vuw o » (u'—%u)-{-v’uzz Vuw. 8)

Para detcrminar la funcidn z exigimos gue se cumpla la relacién
4
u’—.iu,=0,
x
de donde
u=axi
Ponicndo esta expresién en la ccuacidn (8), tenemos:
v’ri=z | vzl,
de donde hallamos v:
1 2
u=(Tln|z[+C) :
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¥, por consiguienle, obtenemos la solucién general en la forma
2
y=uz (—3— ]n|a:1+C') .
Hallar las integrales generales de las ecuaciones:

o785, SV _ YV _
dz

T

2786. 2L L2l i
x T

2787%, (1+y?) dzx = (Y T+ sen y— zy) dy.
2788, yrdz—(2xy - 3) dy=0.

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condicio-
nes que se indican:

2789, zy f-y—e*=0; y=1> para x=a.
2790. yf ———Y-r i —z=0; y=0rparaz=0.

1—z2

279, y —yig o=——; y=0 para z=0.

03 &

Hallar las soluciones generales de las ecuaciones:

2793. 22y 2Ly f2=0.
2794, ydz+ (x—%— xsy) dy=20.

2795, 3z dy=y (1 +xsenz— 3y’ sen z) dx.

2796. Se dan tres soluciones particulares y, y; e ys, de una

ecuacion linecal. Demostrar, que la expresiéon ¥2=Y conserva un valor

1
constante para cunalquier z. éQué sentido geométrico tiene este
resultado?

2797. Hallar las curvas, para las cuales, el drea del tridngulo
formado por el eje OX, la tangente y el radio vector al punto
de contacto es comstante.

2798. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el segmenio
interceptado por la fangente en el eje de abscisas es igual al
cuadrado de la ordenada del punto de contacto.

2799. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el segmento
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es igual a la
subnormal.
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2800, Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, el segmento
interceptado por la tangente en ¢l eje de ordenadas es proporcio-
nal al cuadrade dc la ordenada del! punto de contacto.

2801. Hallar la ecuacién de la curva, para la cual, la longitud
de la tangente es igual a la’ distancia desde el punto de intersec-
cién de esta tangente con el eje OX hasta el punto M (0, a).

§ 5. Eouaclones dlferenciales exactas. Facfor [ntegrante

1°. Ecuaciones diferenciales exactas (o en diferenciales
totales). Si para la occuacién diferencial

P(z,y)dz+Q (2, y) dy=0 )

se cumple la igualdad _‘;;E %—QJ-:-, la ecuacién {1} se puede escribir de la
forma dU (z, p)=0 y se llama ecuacion diferencial exacta (o en diferenciales
fotales). La integral general de la ecuacién (1) es U (z, y)=C. La funcién
{](?i y) Ta determina por el método que se indicé en el cap. VI, § 8, o por
a formula :

x i
v=1{ Pzt | Qe
) ¥ .

(véase ol cap. V11, § 9.
Ejemplo 1. Hallar la integral de la ecuacién diferencial
(8a%-62y?) dz - (622 4-4y®) dy = 0.
Solucion. Esta es una eccuacidn diferencial ezacta, ya que
@ (3z%-1-6xy2) 4 (6% 4-4y3)

dy
la forma di7 =0.
Aqui

t2zy y, por consiguiente, la ecuacién ‘tiene

U au
U _ s 5. 22 8.
= =322} 6xy", 5 B2y - 4y,

de donde
U=\ @21+00y9 dz+9 (1) =5 +3e22 49 ).
Derivando U con respecto a y, hallamos
oU
Oy 82y -+ @’ (y) =622y +4y3

(]i)or la condicién); de donde @’ (y)=4y® y p()=y2+Cy. En dofinitiva
obtenemos U (z, y) =284 3x2y2-Ly2+4+Cy, vy, por consigniente, 8- 3z3y?-1
+y*=C c¢s la integral general que se buscaba de la ccuacién dada.

2°. Factor integrante. Si ol primer miombro de la ecuacion (1)
no es una diferencial exacta y se cumplen las condiciones del teorema
dé Cauchy, existe una funcidn p==p (z, y) (factor integrante) tal, que

w (P dz+Q dy)=dU. @
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De donde obtenemos, ‘que la funcién v satisface a la eceacién
d a
'ag(up)=-gg(!lQ)-

El factor integrante p se puedo hallar facilmente en dos casos:

2 4 ( aP g’i’ ) = Fy (v), enlonces p=p (y).

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién
(2xy+zﬁy+~—)dz+(z2+y2)dy =0.
Solucidn. Agqui
= Al SN (L S i
P-—-2:Cy+$2y+ 3 ¥ Q—J: "i y y Q (63; 8::) z2+y3‘

¥, por consiguiente p=p(z).

2Py _ a(unQ) i SO
Como oy 6z op c‘ly =W - +QT’ se tendrd que
dp 4 yoP _8QY ., _ R
Th-a (W——a—)dﬂ:—dx 3] lny.—z, p—e".

Multiplicando la ecuacién por p=e* obtenemos:

o {2y oty + 40 ) doter (@t 0 dy =0

=1,

que es una ecudcion diferencial exacta. Integréndola, tendremos Ia integral

general .
yes (z’-}- yT*‘-) =,
Hallar las integrales generalés de las ecuaciones:
2802. (z+y)dz (24 2y) dy=0.
2803, (z?4-y*+4-2x)dx+ 2zydy=10.
2804. (23— 3zy? + 2) dz— (32— ) dy=0.

: dy—ydz
2805, ;dx-;-ydy:”—;r;;-—.
2806. “Z7- 4 o3 dy=0.

2807. Hallar la integral particular de la ecuacién

(x+e3) dufe (1—-=)dy=0,

que satisfaga a la condicién inicial y (0)=2.
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Resolver las siguientes ecuaciones, que admiten el factor inte-
grante de las formas p=p(z) o p=p (y):

2808. (z-y?) dov— 22y dy = 0.
2809. y(1+-xy) dr—z dy=0.

2810. .i-’ dz+ (y* — In z) dy == 0.
2811. (zcosy—yseny)dy -+ (z seny+ ycosy) dz=0.

§ 7. Eouaciones diferenclales de 1°" orden, no resueltas con respecto a la
derivada

1°. Ecuaciones diferenciales de 41¢r orden, de grado
superior. Si la ecuacidn
Pz, y. 3")=0, 1)
por ej., es de segundo grade coun rospecto a y’, resolviéndola con respecto
a y’, obtenemos dos ecuaciones: -
yV=hiz ¥ v'=fi(z, v). &)

De esta forma, por cada punte My (2, yo) de un determinado campo del
plano pasarin, on general, dos curvas integrales. La integral genoral de la
ecuacion {1) tiene, en esto caso, la forma

D(z, y, O)=Wy(2, y, C) Wy (2, y, C)=0, (3)
donde ®; y @, son las integrales generales de la ecuacién (2).

Ademés, para la ecuacion (1) puede existir una integral singular, Geomé-
tricamente, la integral sin%ular representa de por si la envolvente de la
familia de curvas (3) y puede obtenerse eliminando C del sistema de eeua-
ciones

D (z, y, CJ=0s m:’_‘ (‘..l:, ¥, €)=0 1Y)
o eliminando p=y’ del sistema do ecuaciones
Fz, y, p}=0, F.; (z, ¥, p)=0. (5)

Dobe advertirse, que las curvas determinadas por las ecuaciones (4) o (5)
no son siempre soluciones de la ecuaciém (1); por lo eual, en cada easo
concreto es necesario hacer la prusha.

Ejemplo 4. Hallar las integrales, general y singular, de la ecuacion
zy'% 4 2oy’ —p=0.
Solucidn. Resolviendo con respecto a y’, tenemos dos ecuaciones

homogéneas:
e 2 Fi oo _]/ del,
by 1-4- 1/1—{— PR ¥ 1 1 g

determinadas c¢n el campo

z(z-4y) >0,

cuyas integrales generales son

(Vo)=L (/o E =
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@ety—O—2VEfay=0, (@z+y—C)+2 V@ fzy=0.
Multiplicandolas entre si, obtenemos la integral general de la ecuscién dada
(224 y— O)2—4 (s2-2y) =0

o bien
(y—C2=4Cx
(familia de pardbolas).
Derivando la integral general respecto a € y eliminando €. hallamos la
integral singular
y--z=0.
(La prucba demuestra que y4x=0 es solucién de la ecuacion dada).

La iutegral singular también se puede hallar derivando zp?4-2zp—y=0

respeclo a p ¥ eliminando p. i
9% Resolucion de la ccuacién diferencial por el
método do introduceion de un pardmotro. Si la ecuacion

diferencial de 4®" orden tienc la forma
m=‘P(yv y’)’
las variables y y = se puedcn determinar por el sistepna de ceuaciones

1_9¢ , % dp
&=t

ap rly » $=‘P(ff) P}!

donde p=y’ desempeiia ¢l papel de pardmetro.
Analogamente, 81 y =1 (z, '), las variables # ¢ y se determinan por el

sistema de ecuaciones
L ah dp
p:T ._al___i_ _dﬂp_ __
5 p dx
Ejemplo 2. Hallar las integrales, general y singular, de la ecuacidn
; 23
y'==y’3—:ry'-l-—2- 3
Solucidén. Haciendo la sustitueidn ¥ = p, velvemos a escribir la
ecuacion de la forma

. F=Plz. M.

Derivando respecto a = y considerande p como funcién de z, tenemos

_ o, dp dp
p=2pgy— PRt e

" s d
o bien g—i{?.p—:c)=(2p—:c), 0 sea -;(;L——-'I. Integranido, obtenemos p=z}C.

Poniendo esto en la ecuacidn primitiva, tenemos la solucién goneral:
2 2
y=(z~f~«C)ﬂ_._x(z+C')+i2- o p=Z_4CztCn.

Derivando esta solucion general respecto a € y eliminando €, obtenemos
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2 g
la solucién singular: y=-—E—. (La prueba demuestra que y=zTes solucidén

de la -ecuacién dada] .
Si se iguala a cero el factor 2p—z, en que se hizo la simplificacién,

obtenemos p=-§-, ¥, poniendo este valor de p en la ecuacién dada, obte-

z2 2 . g7, 1
nemos y=——, es decir, la misma solucién singular.

Hallar las integrales generales y singulares de las ecuaciones
(en los N 2812 — 2813 construir el campo de las curvas integrales):

2812, ye— 2y 0.

2813. 4y?—9z=0.

2814, yy?*—(zy+1)y +z=0.

2815. yy'®—2zy +y=0.

2816, Hallar las curvas integrales de la ecuacién y®+y®=1,
que pasan por el punto M (0; %) 5

Resolver las ecuaciones siguientes, introduciendo el parametro
y=p

2817. z=seny’ --Iny’. 2820, 4y =24y,
1442
2818. y = y'%eV’, 2821, es= LV

2819, y=y'*4+ 2Iny.
§ 8. Ecuaciones de Lagrange y de Clalraut

1°. Ecunacidén de Lagrange. La ecuacién deo la forma

y=2zp (p)+P(p) 1)
dorde p=y’, recibe el nombre de ecuacién de Lagrange. Por medic de la
derivacién, y teniendo en cuenta que dy—=pdz, la ecuacién {1} se reduce
a lineal con respecto a z:

pdz=w9 (p)dz-[z¢’ (p)+9" (p)] dp. (2)

3i p= ¢ (p), de las ecuaciones (1) y (2) se obtiene la solucién general cn
forma paramétrica:

z=Cf(p)+g(p)h y=ICf(p}+& (P} @ (P)+P(p)

donde p es un pardmetro y f(p) ¥ g{(p) unas funciones conocidas determi-
nadas. Ademas, lpue;de oxistir solucién singular, que so busca por el proce-
dimiento general. o

°. BEcuacidn de Clairaut. Si en la ecuacién (1) ¢ (p) = p, se
obtiene la ecuacion de Clairaut

y=2zp-+1 (p).
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La solucién general de esta ecuacién tiene la forma do y=C2z+4p(C)
(familia de rectas). Ademds, existe solucién singular (envolvente), que so
obtiene como resultado de eliminar el pardmetro p del sistema de ecuaciones

{ = '_.q” (P)l
y=pz+¢(p)-

Ejemplo. Resolver la ecuacion
: 1
y=2y 9-'";"'5:" . (3)

Solucidén. Ponemos ¥y =p, en oste caso, ymﬂpz—l——},—: derivando
v sustituyendo dy por p dz, obtenemos:
phz=2pdx-|2=z dp-—-%%-

o bien,

Resolviendo esta ecuacidn lineal, tendremos:

1
= = & (In p+C).
Por consiguiente, la ecuacién general seré:

1
===;,;(111P+C),

1
=2 —_
y=2pz+3
Para hallar la integral singular segin la regla general, formamos el sistema
1 1
=2 —, O0=2z——.
y=2pz+ P >
De agui
e ey g
=R Ty
¥, por consiguiente,
y=2x 2 2z.

Poniendo y em Ja ecuacién (3), nos convencemos de que la funcién
obtenida no es solucién y de que, por consiguiente, la ecuacion (3) no tiene
intogral singular.

Resolver las siguientes ecuaciones de Lagrange:

i ’ ] ¢

2822, y=—= [y +~£i—). 2824, y=(1+y)z+y2

2823, y=y' +VIi—y". 2825%. y= —5 ¥ (22+¥).
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Hallar las integrales, generales y singulares, de las siguientes
ecuaciones de Clairaut y construir los campos de las curvas inte-
grales:

2826. y=xy’ 4y’

2827, y=ay +y'.

2828, y=ay' +V 1+ ()2

2829. y._—.xy’—{—-«!-},—.

2830. Hallar la curva, para la cual, el drea del tridngulo
formado por la tangente a la misma, en cualquier punto, y los
ejes de coordenadas, es constante.

7831. Hallar la curva, si la distancia desde un punto dado
hasta cualquiera de las tangentes de la misma, es consiante,

2832. Hallar la curva, para la cual, el segmento de cualquiera
de sus tangeutes, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene
una Jongitud constante, igual a I.

§ 9. Eewaciones diferenclales diversas de 1% orden
2833. Determinar el tipo de las siguientes ecuaciones diferen-

ciales e indicar sus métodos de resolucién: ~
a) (z+y)y' =zarctgL; i) ¥ =(z+y)%
b) 2=y ¥y =y%4 j) zcosy' +yseny =1;
¢} y' = Z2ay+a¥; k) (2 —zy)y’ = y*;
d) ¥y =2zy+y% 1) (224 22y%) dz -
e) ay’ fy=seny; + (y* 4 322 dy =0;
D (y—zv') =y m) (23— 3ay)dz+(22+3)dy=0;
g) y=ze¥; 1) (zy®--Inz)dz=y2dy.

h) (y'—2zy)Vy=2%
Resolver las ecuaciones:

2834, a) (a:—-ycos%)da:+xcos-§-dy=0;
b) x]n%dywydx=0.

2835, zdr=(Z—y*) ay.

2836, (2zy*—y)dr+azdz=0,

2837, xy +y=ay’Inz.
2838, y=zy' +y Iny.



Ecudciones diferenciales diversas de 1" orden 565

2839,

2840.
2841.

2842,

2843.

2844,
2848.
2849,
2850,

2851.

28562.

2853.

2854.

2855.
2856.
2857.

2858.
2859.

2860.

2869.
2870,

2871.
2872,

y=ay +V =y
22 (g 1) da+ (2 — 1) (y— 1) dy = 0.
(1-4+y?) (e2*dx —e¥ dy) — (1 4-y) dy=0.

;. 2ked .

¥ —y "‘xz =1, 2845. (1 —2 Y +ay=a.
yev = (y° 4 2zevy y'. 2846, zy' — ;r—T—i —z=0.

Y -y COS & = Sen £ cOS . 2847. ¥ (z cos y-+asen2y)==1.
(et — a2y —1) da - (zy+ 22— 3y — 6) dy=20.

/ —112
y :(1+ yzx ) !
ayd dz = (z%y 4+ 2) dy.

) 3z2
Y=y
de—t—]/%dy— %dxzf}.
y’=%+tg%. 2861. e dx+(xe¥ — 2y} dy==0.
yy Y%= cos . 2862. y=2zy + 1/ 1+y7
zdy -y dz =3 de. 2863. y':%(i-f—lny—ln z).
y’ (x+ Sen !’Q — 1_ 2864. (23“"‘!—!/4) dy__ye_x d:{‘::ﬂ.

p 2 33

y9E = —p+ 2865, y' =2 (4 T=5}"
25 dx — (2t + ¥y dy =0. 2866, ay (xy*+1) dy —dz=0.
22y %+ Bayy’ + 27 =0 2867. « (xy 42y} =xyy’.
zdztydy 2868, z dy —y dr=y?dx.

Ve

dy —yda
+ = yyz S O

(22— 1) dy 4 (2*+Bzy V 2F— 1) dz=0.

dy -
tgz——y=a.

V a%4-z* dy—}—(:z:-}-y—]/-a*—l—x”) dr=10.
zyy't—(z* )y 2y =0.
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2873. y=a +—or-
2874. (3z%-+2zy— y?) dz - (2 — 22y — 3y?) dy = 0.
2875, 2yp—g—5 — 3p2+ 4y,

Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones, para las
condiciones iniciales que se indican: ;

2876. y’:yji; y=0 para r=1,
2877, V¢ =1; y=1 para z=1.
2878. y'etgz+y=2; y=2 para z=0.

2879, &' (' +1)=1; y=0 para z=0.

2880. ¥ +y=cosz; y:é— para z=10.

2881, y' —2y = —2%; y=%— para z=10,

2882, y'+y=2x y=—1 para z=0.
2883. 2y’ =y; a) y=1 para z=1; b) y=0 para z=0,
2884. 2ry'=y; a) y=1 para z=1; b) y=0 para z=0.

2885. 2zyy’ 22— y*=0; a) y=0 para z=0; b) y=1 para.
z=0; ¢) y=0 para z=1.

2886. Hallar una curva que pase por el punto (0; 1) ¥ que la
subtangente sea igual a la suma de las coordenadas del punto de
contacto.

2887, Hallar la curva, sabiendo, que la suma de los segmentos
que intercepta la tangente a Ia misma en los ejes de coordenadas
es constante e igual a 2a.

2888. La suma de las longitudes de Ia normal y de la subnormal
es igual a la unidad. Hallar la ecuacién de la curva, sabiendo,
que ésta pasa por el origen de coordenadas.

2889*. Hallar la curva, para la cual, el angule formado por la
tangente con el radio vector del punto de.contacto es constante.

2890. Hallar la curva, sabiendo, que el &rea comprendida entre
los ejes de coordenadas, esta curva y la ordenada de cualquier
punto situado en ella, es igual al cubo de esta ordenada.

2891. Hallar la curva, sabiendo, que el drea del sector limitado
por el eje polar, la propia curva y el radio polar de cualquiera
de sus puntos, es proporcional al cubo de este radio.

2892. Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta
la tangente en el eje OX, es igual a la longitud de la propia
tangente.
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2893. Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente,
comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide en dos partes
iguales por la pardbola y*=2z.

2894, Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de
sus puntos es igual a la distancia desde este punto hasta el origen
de coordenadas.

2805*, EI drea de la figura limitada por una curva, los ejes
de coordenadas y la ordenada de cualquier punto de la curva, es
igual a la longitud del coorrespondiente arco de Ia misma. Hallar
la ecuacién de esta curva, si se sabe, que pasa por el punte (0; 1).

2896. Hallar la curva, para la cual, el area del tridngule gque
forman el eje de abscisas, la tangente a la curva ¥ el radic vector
del punto de contacto, s constante e igual a a2

2807. Hallar la curva, sabiendo, que el punte medio del segmento,
interceptado en el eje OX por la tangente y la normal a la misma,
es constante, (a; 0).

Al formar la ecuacidén diferencial de 1¢T orden, sobre todo en los pro-
blemas fisicos, son frecuentes los casos en que conviene emplear el llamado
métode de las diferemciales, que consiste en que, las relaciones aproximadas
entre los incrementos infinitamente pequefios de las magnitudes gque se
buscan, ciertas con una aproximacidén %asta de infinitésimos de orden
superior, se sustituyen por las correspondientes relaciones ontre sus dife-~
renciales, cosa que no influye en el resultado.

Problema. En un doepésito hay 190 litros de disolucién acuosa que
conticne 10 kg de sal. En este depdsito se vierte agua con una velocidad
de 3 litros por minuto y se expulsa la mezela con velocidad de 2 litros
por minuto. La concentracién se mantiene homogémea removiendo el agua.
éCudnta sal habra en el depdsito después de transcurrida una hora?

Solucién. Se da o]l nombre de concentracién ¢ de una substancia
dads; a la cantidad de la misma que hay en una unidad de volumen. Si la
concentracién es homogénea, la cantidad de substancia en un velumen ¥
serd igual a cV.

Supongamos, gue la cantidad de sal que hay en el depdsito después de
transcurrir ¢ min, es igual a z kg. La cantidad de mezcla que hay en el
depésito on este instante sera (1004-t) litros y, por censiguiente, la con-

L]
centracion e¢= kg por litro.

T
1001

Durante el espacie de tiempo dt, del depdsito salen 24t litros de
mezcela, que contienen 2¢ di kg de sal. Por esto, Ia variacién dz de la can-
tidad de sal que haya on el depésito se caracteriza por la relacién

e 2z
—dz=2cdf, o bien _I—dmm—mdt.
Estz es, precisamente, la eccuacidn difereneial que se buscaba. Sepa-
randa las variables ¢ integrando, tenemos:
Inz=—21n (10049 -+1nC
4 sea,
«

=W
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La constante € so determina partiendo de la condicién de gque, cuando
t=0, =10, es decir, C=100.000. Después de una hora, en el depdsito
quedaran

100.000
1604

= 3,9 kg de sal,

2898*. Demostrar, que la superficie libre de un liquido pesade
que gira alrededor de un eje vertical, tiene la forma de un para-
boloide de revolucion.

2899*. Hallar la dependencia que existe entre la presion del
aire v la altura, conociendo, que esta presién es igual a 1 kgf por
1 em? al nivel del mar y de 0,92 kgf por 1 em?® a 500 metros de
altura.

2900*, Segin la ley de Hooke, un cordén eldstico de longi-
tud I, bajo la accién do wna fuerza de dilatacion #, cxperimenta
un incremento de longitud ignal a A£lF (k==const). ¢En cudnto
aumentard la longitud de este cordén, por la accién de su propio
peso W, si so lo cuelga por uno de sus extremos? (La longitud
inicial del cordén es i).

2001. Resolver ¢ste mismo problema, pero con la condicion de
que on ¢l extremo libre del cordén se suspende un peso 2.

Al resolver los problemas 2902 y 2903, utilizar la ley de New-
ton, segin la cual, Ja velocidad con gue se enfria un cuerpo es
proporcional a la diferencia de temporaluras del cuerpo y del
medio que lo rodea.

2902. Hallar la dependencia entre la temperatura 7 y el
tiempo £, si un cucrpo calentado hasta 7, grados se introduce en
un. local cuya temperatura es constante ¢ igual a a grados.

2903, ¢Dentro de cudnto tiempo, la temperatura de un cuerpo
calentado hasta 100°, descenderd hasta 30°, si la temperatura del
local es igual a 20° y durante los primeros 20 min el cuerpo en
cuestion se enfrié haslta G607

2904. El efeclo retardador del rosamiento sobre un disco que
gira dentro de un liquido, es proporcional a la velocidad angular
de rolacién. Hallar la dependencia de esta velocidad angular del
tiempo, conociendo, que el disco, que comenzé a girar con una
velocidad de 100 r.p.m., después de pasar 1 min gira a una velo-
cidad de 60 r.p.m.

2905*. La velocidad de desintegracidn del radio es proporcional
a la cantidad del mismo. Se sabe, que transcurridos 1600 aiios
queda la mitad de las reservas injciales de radio. Hallar qué
tanlo por cienlo do radio rosultard desintegrado cuando pasen
100 afos.

2906*. La velocidad de salida del agua por un orificio, que
se encuenira verticalmente a una distancia % de la superficie
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libre del liquido, sc determina por la férmula

v=c)/ 2gk,

donde c~ 0,6 y g es la acoleracién de la fuorza de gravedad.
¢Cuénto tiempo tardara en salir el agva que llena una caldera
semiesférica de 2 m de didmetro, si sale por un orificio redondo
que hay cn el fondo y que tiene 0,1 m de radio?

2907*. La cantidad do luz que resulta absorbida al pasar por una
capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad de luz que
cae sobre clla y al espesor de la misma capa. Si al atravesar una
capa de agua de 3 m de espesor queda absorbida la mitad de la
cantidad inicial de luz ¢équé parie de esta cantidad llegara hasta
la profundidad de 30 m?

2908*. La resistencia del aire en el descenso de los cuerpos
en paracajdas es proporcional al cuadrado de la velocidad con que
se mueven. Hallar la velocidad limite de la caida.

2909*, El fondo de un depésito, de 300 litros de capacidad,
osld cubierto de una mezcla de sal v de una substancia indiso-
Iuble. Suponiendo que la velocidad con que se disnclve la sal
es proporcional a Jla diferencia entre la concentracién en el ins-
tante dado y la concentracién de la disolucién saturada (1 kg do
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de agua pura dada
disuelve 1/3 de kg de sal por min, hallar qué cantidad de sal
contendrd la disolucién al cabo de una hora.

2010*, La fuerza electromotriz e de un circuito, con intensi-
dad de corriente i, resistencia R e inductancia L, és igual a la
caida de tensién Ai mds la fuerza clectromotriz de autoinduccidén

L—d—;—. Detorminar la intensidad de la corriente i, on un instante ¢,
si e=Esenwt (£ y o son constantes) ¢ i =0 cuando =0,

§ 10. Fcuaciones diferencfales de ordenes superiores
1°. Caso de integracidén inmediata. Si
y(“)mf{x)l
se tieno
yzﬁ arxi' S 1 (@) dz+Cx1afe Cozt2 L, . - (..
LY

R ——
n veces

2°. Casos do reduccidén a un orden infoerior. 1) Si la
ecunacién diferencial no contiene y de forma explicita, por ejemplo:

F(z, ¥, y")=0,

poniende y’'= p, oblenemos tna écuacién de orden 'inferior en una upidad
F(z, p, p')=0.

24—1018
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Ejomplo 1. Hallar la solucién particular de la ecuacidn
zy" 4y +2=0,
quo satisfaga a las condiciones
y=0, y'=0 para z=0.
Solucidn., Poniendo ¥y’ =p, tenemos y"= p’, de donde
zp'+ p+z=0.

Resolviendo esta e¢cuacién como lineal con respecto a la funcién p,

obtenomos:
Enl
oy e= — b
p 1 2

De las condiciones y'=p=0 para z=0, tenemos que 0=C;—0, es decir,
€,=0. Por consiguientc

g £
r=—-3
o bien,
ay__ =
de 27
de dondoe, volviendo a integrar, obtenemos
z3
== +0

Poniendo y=0 para_s=0, hallamos Cp~0. Por consiguiente, la solucidn
particular que buscdbamos es

1
= —— 2
y 7
2) Si la ecuacion dilerencial no contiene x de forma explicita, p. ej.
FQ v )=0, "
d
poniendo ¥y’ =p, ¥"=p -E‘E-, obtenemos una cecuacidn de orden inferior en

una unidad .
ap o)
F (fh P dy )—0-
Ejemplo 2. Hallar la solucién particular de la ecuacidn
vy =y iyt
con la condicion de que y=1, y’ =0 para z=0.
dp

SoluciOn. Ponemos y' =p, en este caso, y’=pd—yy nuestra ecuacion

so transforma en la siguiente:
dp
S R 3
¥p dy B =¥

Hemos obtenido una ecuacidn d}aI. tipo de Bernoulli con respecto a p
(y se congidera argumento). Resolviéndola, hallamos:

p=zty VCi+yt



FEcuaciones diferenciales de drdenes superlores 371
" Do la condicién y’ = p=0 para y=1, tenemos C,= —1. Por consiguicn-
e
o ’hicn PR
%” =y Vyi—1.

Integrando, tenemos:

1
arccos? + z==C5,

Poniendo y=1 y z=0,

¥ =3sec z.

Resolver las ecuaciones.

1

20414, y":; E

" 1
2912, y" = — 58
2013, " =1—y?
2014, zy" Ly =

2915, yy"'=y's
2916, yy" -

9917, (1 +2%) y" -yt 1==0.

2018, v (1 +y"*) =ay".
2919, 22y" -y’ =1.

2920.
2921,

2922,
2923.

2924,

2925,

2926,
29217,

obtenemos que €5=0, de donde -I—i—:coax, 0

vy =¥y vyt

yy'—y (1-+y)=0.

’ T
y=—y—,.
-y —(+2)y +
+x-2=0.
o y’
zy' =y In—.

r 1 " [
¥y 47 W)=z
zy" +y' =1-=.
y2yt=1.

Hallar las soluciones particulares, para las condiciones inicia-

les que se indican:

2928, (1 +2¥)y"—2zy'=0; y=0, y' =3 para z=0.
2929. 1+y*=2yy"; y=1, y' =1 para z=1.

2030. yy"+y*=y'? y=1, y=1 para z=0.

2934, zy"=y'; y=0, ¥y =0 para =0.

Hallar las integrales generales de las ecuaciones:

2032, yy' =V +v%’

—y'y.

2933, yy' =y +y' Vyi+y™

2934, y i —yy =y%'.

2935, yy"+y*—yIny=0.
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Hallar Jas soluciones que salisfagan a las condiciones que se

indiecan:

2936.
2037,
2938.
2939,

2940.

2941,
2942.
2943.
2944.
2945,
2946,
2947,
2948,

2949.

2950.
2951,
2052,
| 2953,

y”y“ui; =4, y’=1 para a:=_l,.

Ty =1. 1...,:_y : y:() para & =1; y=1 para x=¢2
¥ (1--In :c)—:'»%-y’z?m.Llnx; y:%, y' =1 para z=1{.

y":y?(i—i—ln—z;—); y:—;—_, y' =1 para z=1.

¥—y?+y (y—1)=0; y=2, y¥ =2 para z=0.

Wy =y+y?*+1; y=—2; y =0 para z=0.

Y4y r—2yy"=0; y=1, ¥ =1 para z=0.

py' -yt Lyy"=0; y=1 para z=0¢ y=0 para z= —1.
2y L {y'?—Bx)-y"=0; y=0, ¥ =2 para z=2,
vty —y* =0 y=1, ¥ =2 para x=0.
2yy’ — 3yt =4y y=1, ¥ =0 para z=0.

2y’ 4P —y'*=0; y=1, ¥y =1 para z=0,

’ 1 1
y'=y?—y; y=——7; ¥ =7 para z=1.
v+ 3092’ 2yy’t=0; y=1, y' =e para x:—%.

15y +yt=0; y=0, y =1 para z=1.
A+yy)y =0 +y?Hy; y=1, y =1 para 2=0.
(1) y' +2zy®=y;5 y=—2, ¥y =4 para z=1.

Resolver las ceuvaciones:

2954, y =ay"t L y"e.

2905, y =zy" Ly —y"?

2956, y"t=4y".

2057, yy'y' =y . Destacar la curva integral que pasa por

el punto (0; 0) y quo es Ldngenl,e en éste a la recta y+z=10.
2958, Hallar las curvas de radio de curvatura conslante.

2959,

Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es

proporuonal al cubo de la normal.
2960, Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es
1gual a la normal, : ;
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2961. Hallar la curva, para la cual, c¢l radie de curvatura es
dos veces mayor que la normal.

2962. Hallar las curvas, para las cuales, la proyeecién del radio
de curvatura sobre el eje OY es constanle.

2963, Hallar 1a occuacion del cable de un puente colganle,
suponiendo que la carga se dislribuye uniformemente por la proyec-
cidn de dicho cable sobre una recta horizontal. El peso del cable
se desprecia.

2064*, Hallar la posicion de equilibrio de un hilo flexible,
inestirable, sujeto por sus exlremos a dos puntos y que Lliene una
carga constante ¢ (en la que sc imcluye el peso del propic hile)
por unidad de longitud.

2965*. Un grave sin velocidad inicial resbala por un plano
inclinade. Hallar la loy de su movimiento, si el dngulo de incli-
nacién es igual a a, y el coeficiente de frotamiento L.

Indicaci6én. La fucrza do frolamiento es igual a p&, donde N es
la reaceién que opome el plano.

2966*. La rcsistencia del aire a la caida de los cuerpos puede
considerarse proporcional al cuadrado de la velocidad. Hallar la
ley del movimiento, si la velocidad inicial es igual a cero.

2967*, Una lancha de motor, de 300 kgf de peso, se mueve en
linea recta con una velocidad inicial de 66 m/seg. La resistencia
del agua es proporcional a la velocidad e igual a 10 kgf cuando la
velocidad es de 1 m/seg. ¢Dentro de cudnto tiempo la velocidad
de Ia lancha serd igual a & m/seg. T

§ 11. Ecuaclones diferenciales lingales

1°. Bcuaciones homogéneas. Las funciones  yy=qq{x)
Vo=@ (2}, ... ¥n="p{x) se llaman linealmenie dependientes, cuande exislen
unas constantes €y, Cs, ..., Cn, lales, que sin ser todas iguales a cero, se
tiene
Csys+Cofyto . +Cnlin =1

en ¢l caso contrario e¢stas funciones reciben el nomhre de linealmente

inde pendienies.
La solucién gemeral de la ccuaeién diferencial lineal homogénea
Y4 Py (2) poU - Pr (@) y =0 (3
con coeficientes continuos P;{z} (i=1, 2, ..., ») tiene la forma
y=Cuys+Cayst .. Critny
donde ¥, Yo ..., ¥n, s0n solucienes linealmente independicntes de la ecua-

cién (1) (sistema fundamenial de soluciones).
9 Ecuaciones no homogéneas, La solncién gencral de la
ecuacidén diferencial lineal no homogénea

Y4 Py (@) Yo Py (@ y =1 (), @
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siendo los cocficientes Py{x) ¥ ¢l scgundo miembro f(z} funciones conti-
nuas, tiene la forma
y=yo+7Y,

donde yy es la solucién gemeral de la correspondicnte ecoacién homogénea
(1) @ Y una selucidn particular de la ecuacién no homogénea dada (2}.

Si se conoco un sistema fundamental do soluciones gy, ¥oy ..., ¥n de
la ecuaciéon homogénea {1), la solucion general de la correspondiente ecua-
cion no homogénea (2) se puede hallar por la formula

y=Cy (2} y1+Co (F) ¥3 . .. +Cn (@) Yns

donde las funciomes C; {(z) (i==1, 2, ..., n) se oblicren del sistema de ccua-
ciones

Ci (@) i+ Calx) y2 4o HC (T g =0, 3
Ci{x)y+Ca(z) s +oe+CL {2) y, =0,

CL@ ¥ G @I+ € @)y TP =0
C) () y(1“—1)+C;{:c) y%ﬂ-—i)__*_' € (2) yLn~1)={(z)

{método de variacién de las constantes arbitrarias)
Ejemplo. Resolver la ccuacion

P,

zy" 4y =22 (4)
Soelueidn. Resolviende la ecuacidon homogénca
zy" -y’ =0,
obtenemos:
y=CyInz+ Co. (5)

Por consiguiente, se puode tomar
y=Inz e yo=1
y buscar la solucion de la ecuacién (4} en la forma
y=0Cy (z) Inz-Cy (x).
Formando el sistema (3) y teniendo en cuenta que la forma reducida de la
ccuacion (4) es y"—|—%:— = z, obienemos
( Cliz}lnz4C;(2)-1=10,
y 1 ;
iqm;+@wwzm
De donde
:‘_.-_3 xd x-‘.’o
Ci (ﬁ'} =:T-I-A ¥ Cs(x): _Tlllz-+-T+B
¥, por consiguiente,
3
yme+Alulx+B,

donde A y B son constantes arbitrarias.
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2968. Investigar la dependencia lineal de los siguienfes siste-
mas de funciones;

a) x, z41; o) @, xY w2
b) @®, —22% f) &y &, #%
c) 0, 1, z; g) senz, cosz, 1;

d) z, 41, z+2; h) sen’z, cos*z, 1.

2869. Formar la ecuacion diferencial lineal homogénea, cono-
ciendo su sistema fundamental de soluciones:

a) y;=sen z. U5 == COS T;

b) y, =e%, Ys = xe™;

¢) =1z, Yo =2%

d) y;=e%, Yo=e" senzx, Yys=¢" cosx.

2970. Conociendo ¢l sistema fundamental de soluciones de la
ecnacion diferencial lineal homogénea
h=x, y2=:‘:29 9‘3=-‘$3.
hallar su solucién particular y, que satisfaga a las condiciones
iniciales
Ylomt =0, ¥lewi=—1, |e=1=2.
2971*. Resolver la ecuacién

L 2 ¢
¥+ +9=0,
sen xr

conociendo su solucién particular y; = -

2972, Resolver la ecuacion
22 (Ilne—1) y" w2y +-y=0,
conociendo su solucion particular y, — x.

Resolver las siguientes ecuaciones lineales no homogéneas por
el método de variacién de las constantes arbitrarias:

2973, =Py’ — zy’ = 325,
2074, 2% L zy —y =2%.
2975. ¥ 4y = sec z.

1

§ 12, Ecvaciones dlferenciales lineales de 2° orden con coeficientes
constantes

1°. Lcuaciones homogénoas, La ecnacion lineal homogénea
de 2° orden con coeficientes constantes p y ¢, os de la forma:

¥4 py’ 4+ gy =0. 1)



376 Leuaciones diferenciales

Si %y y ky son las rajces de la ecuacién caracteristica
¢ (k) = K-} pk4-q=0, (2)

la solucidn general de Ya ecuacion (1) se escribe en una de las tres formas
siguienkes;

1) y==Ce™ oo™ si ky ¥ ky son reales y kg o= Iy
2) y= " (C - Coz), si kymbhig
8) y=¢"" (Cycos Pa -+ Cysen Pz), si ky=a+Pi v by=a—Bi (f + 0).

2°. Beuaciones no homogéneas. La solucién goneral de fa
ccuacion diferencial lineal no homogénea

¥ 4 py gy = () ()
s¢ puede eseribir en forma de suma

y=w+Y,

donde yy es la solucién general de la correspondiente ceuacién (1) sin segun-
do miembro, que s¢ determina por las férmulas 1) —3), e ¥ es una solu-
cion particular de la ecuacidn dada (3).

La funcién ¥ se puede hallar por ¢l método de los coeficientes indeter-
minados en los siguientes cesos simples:

1. f(2)=¢"%P, (x), dondo Py (z) es gu polinomijo de grado n.

Si & po es raiz de la ecuacidn caracteristica (2), es decir, @ (2) == 0,
se considern Y =¢%*Q, (z), donde @, {z} es un polinomioc de grado r con
coeficientes indeterminados. .

Bi @ e¢s raiz do la ccuacion caracteristica (2), es decir, ¢ (2)=0, ‘so
considera Y =z"e®*Q, (x}, donde r es el grado de multiplicidad de la raie
a(r=10r_—2%

2. f(x)=e"* [Py, (z) cos bz 4-Q,, (z) sen bz].

Si ¢ {a & bi) % 0, sv considera

Y =% [S'y {2) cos bx - Ty son ba],

donde 8y () ¥y Ty (z) son polinomios d¢ grado N=max {x, m}.
Si por el contrario, ¢ (2 4= bi)=0, so considera

Y =a¥e®* [ Sy (x) v0s b - I'y (2) sen bx],

donde r es el grado de multiplicidad de la rafz @ + bi (para la ccuacion
de 2° orden r=1). |

En el caso pgeneral, para resolver la ecuacién (3) se emplea el método
de wvariacién de las constantes arbitrarias (véaso el § 11).

Ejemplo 1. Hallar la solucién de la ecuacién

2" ey oy = A2,
Solucidén. La ecuacién cavacteristica 2/2—k —1=0 tiene las raices

hi=1 ¥ I.:2=%‘-. La sclueién general de la correspondicnie eciacion homo-

x
génea (de la forma primera) es yo=C;e* +Cye 2 . El sogundo miembro do la
ceuacién dada f(z)=4ze?¥=¢%P, (z). Por comsiguicnte, Y =e2*(dzt| B),
ya que =1y r==0. Derivando ¥ dos veces y poniendo las derivadas en la



Feuaciones diferenciales lineales de 2° orden con cueficientes constantes 377

ecuacion dada, obtenemos:
263 (A2 4B 4A)— 2% (242 + 2B L A) — ¥ (Ax - B) = dze?™.
Simplificando por ¢2* o igualando entre si los coeficientes que corresponden

a las primeras potencias de @ y los términos independientes Jde ambos
miembros de la igualdad, tenemos:

28

534=1¢ v TA+38=0, de donde A:—é— v B= - e

4 258 5
De este forma, ¥ =¢2% | — & ——=} . ¥ la solucién general de la ccua-
5 %)Y g
cidén dada es

i
- 4 28
y=Ce¥+Cpe 2 L2 (*:,)L-Z _E")_) :

Ejemyplo 2. Hallar la solucién general de la couasidn y” — 2y +y=ze*.

Solucién. La ccuacidén caracteristica k2—2k-1=0 tiene una raiz
cuyo grade do multiplicidad es dos, k=1. El segundo micmbro de la
ecuacion es, f(z)==ze¥; aqui, a=1 y n=1. La solncién particular ¥=
— z2% (4z-+B), Pucsto que a coincide con la raiz k=1 cuyo grade do mul-
tiplicidad es ignal a dos y, por consiguiente, r=2.

Derivando Y dos veces, peniendo [as derivadas en la ccuacién ¢ igualando

g i 9 % i
los coeficientes, obtenemos A=? , B=0. Por consiguiente, la solucién ge-
¥

neral de la ecuacion dada se escribe de la forma
1
y= (Cj__lf_ Caﬂ'.') 8x+-E— z3e™,

Ejemplo 3. Hallar la solucién gemeral de la ccuacién-y” +y== sen z.

Solucién. La ecuacitn caracteristica A%-+1=0 tiene las raices
ky=i y ko= —i. La solucién general de la correspondiente ecuacidn homo-
L g -
génea sera fvéase 3), donde =0 y ff=1]:

py==Cycos x-}-Cysen .
El seguado miembro ticac Ja forma
f (z) = %% [Py, () cos bz 4 Qyy (x) sen ba],

donde 2=0, b=1, P, (z}=0, Qm{z)==z. A & le corrosponde la solucidn
particular

Y ==x1{Az-4- B) cos 4 (Cx+ D) sen z]

{aqui N=1, a=0, b=1, r=1).

Derivando dos veces v poniendo las derivadas en la ecuacién, igualamos
entre si los coeficientes de los dos miembros do la igualdad que correspon-
den a cosz, zeosx, senz y zsenws Como resullado, obtenemes cuatre
ecuaciones: 24120 =0, 46=0, —2B4+2C=0, —44=1, de las cuales se

2
determinan: 4= —1/4, B=0, =0, J=1/4 Por lo que ¥Y=- %cosz-{-

-{—-f-sen z.
4
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La solucion gencral serd

z? x
y=0C1c08z+4-Cosen —<7 €08 2+ ——son z.

3°. Principio de superposicién de soluciones. Si el
segundo miembro de la ccuacion (3) es una suma de varias funciones

f@)=f(2)+f2(2)F... +fn(2)
e Yi(i=1, 2,...,n) son las correspondiontes soluciones de las ccuaciones
wbpy' Fqy=fi (2} (i=1,2,....n),
p=Y{+¥s+...4¥n
es splucién de la ecuacion (3).
Fallar la solucién general de las ocuaciones:

la suma

2976. y"~ 5y 1 6y =0 2982, 2y -y =0.
2977. y'— 9y =0. 2983. y"—4y +2y=0.
2978. ¥ —y —0. 2084, y" +ky =0.
2979. y”—{-y:O. 2985. y:y”-’—y’.
2980, y"—2y -2y =0, 2986. y'y‘;” -

2981. ¥’ +4y +13y=0.

Hallar las soluciones pacrticulares que satisfagan a las condi-
ciones que se indican:

2987, '~ 5y -4y =0; y=>5, y' =8 para z=0.
2988. y" 3y’ +2y=0; y=1, y'=—1 para z==0.
2989, v +4y=0, y=0, ¥y =2 para z=0.

2990, ¥+ 2y =0; y=1, y =0 para z=0.

2991.y"x—;'-2e; y=a, ' =0 para z==0.

2992, " -3y’ =0; y=0 para z=0 o y=0 para x=3.
2993, ¥ 42y =0; y=0 para z=0 e y=0 para z=1{.

2994. Indicar la forma de las soluciones particulares de las
siguientes ecuaciones no homogéneas:

a) y'—A4y =z,

b) y"+ 9y =cos 2z;

¢) y'—4y -4y =sen 2z +-e*;

d) ¥+ 2y +2y=esenxz,

e) y'—9y + 6y =(2®4-1) e* + ze*";

f) ¥y —2y' Sy = ze* cos 2z — x%¢" sen 2z.
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Hallar la soluciéon de las ecuaciones:

2995, y'—4y' + 4y =22

2986. ¥ —y -+ y=a*--6.

2997. y" -2y 4y ==e",

2998, y"'—8y 4 Ty = 14.

2999, y'—y=-¢".

3000. y" y=cosz.

3001. y'+ y — 2y = 8sen 2z,

3002. y" 4 y' — By == xe®*.

3003. y'—2¢ +y=senx+shaz.

3004. v +y =sen®z.

3005. y"— 2y’ - Sy =e" cos 2z.

3006. Hallar la solucién de la ecuacién y” - 4y=senz, que
satisface a las condiciones y=1, y' =1 para z=0.

Resolver las ecuaciones:

3007. % 4+ 0% = Asen pt. Examinar los casos: 1) pz=o;
2) p=o.

3008. y'— Ty 12y = —e*".

3009. ' —2y =a*—1.

3010, ¥y’ —2y -y =2¢".

3011, " —2y =e*+ 5.

3012. y"— 2y — 8y =¢*—8cos 2z.

3018, "4y =5z 4265,

3014, ¥ —y =22—1—3e".

3015. ¥ 2y dy=e* e

3016. y" -2y’ + 10y ==sen3z+¢".

3017, y'—4y + 4y =2+ % :

3018. y"—3y =a-|-cos z.

3019. Hallar la solucién de la ecuacién y’'—2y =e**z2—1,
que satisface a las condiciones: y= % , ¥y =1 para z=0.

Resolver las ecuaciones:
3020. ' —y—=2zsenz.

3021. y"— 4y = ¢** sen 2z.
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3022, y"~4y=2sen2x—3cos2r 1.
3023. y"— 2y 4+ 2y =de“sen .

3024. y' =z’ |- y.

3025. y"-|- Oy =2z senx L xed*.

3026, y'— 2y —3y==z(1 +¢%).

3627, y'—2y = 3z + 2xe".

3028. y"— 4y’ 44y = xe?*,

3029, y' 42y — 3y =2re* — (z-1)e.
3030*%, " -Ly=2rcoszcos’z.

3031. " —2y = 2xe™ (cos x—son z).

Valiéndose del método de variacion de las constantes arbi-
trarias, resolver las ecuvaciones:

. " : 2126 LN —..._._......1
3032. ¥ |y-—iga. 3036, ¥y 5 y- e
3033, ¥ —y=ctga. J037. - y=—= e
3034, y'—2y +y=<-.  3038. a) y—y—tho;
3035, ¥ 2% |-y= 8: . by ¥ 2y =4axte,

3039, Dos pesos iguales estdn colgados del extremo de un
resorte. Hallar la ecunacién del movimiento que efeciuard uno de
estos pesos, si el otro se desprende.

Solucidn. Supongamos que el snmento de longitud que experimenta
el resorte bajo la accion de une de los posos, en estado de reposo, es igual
a a ¥y que la masa de dicho pese es m. Designemes con la letra z la coor-
denada de este peso, tomada en direccién vertical, a partir de la posicisn Je
equilibrio euando sdélo hay un pese.

En este caso,

42z
m— =mg—k (x+4a),
donde, evidentemente, k=2, y por consiguicnte, -j—;—= —% z. La solu-

- i g / ?,’ p i s =
cion gencral es z=C| cos V - {-HCzsen 1 o & Las condiciones iniciales

d 7
nos dan r=a ¥y df =0 para t=0; de donde Cy=2a y C3=0, y, por consi-

guienle,

ey
Z=a cos‘i/ % L
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3040*. La fuerza que alarga a un resorte es proporcional al
aumento de longitud del mismo e jgual a 1 kgf, para un aumento
de longitud de 1 cm. Del resorte estd suspendida una carga cuyo
peso es de 2 kgf. Hallar el periodo del movimiento oscilatorio que
recibira esta carga, si se tira de ella un poco hacia abajo ¥ des-
pués se suelta.

3041*. Una carga, cuyo peso es P =4 kgf, estd suspendida de un
rosorte al que alarga en 1 em. lallar la ley del movimiento de
esta carga, si el extromo superior del muclle efectua las oscila-
ciones arménicas verticales y=2sen30f em y en el momento
inicial la carga cstaba en reposo {(la resistencia del medio se
desprecia).

3042. Un punto material de masa m, es atraido por dos cen-
tros. La fuerza dc atraccién de cada uno es proporcional a la
distancia (el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Hallar
la ley del movimiento de dicho punto, sabiendo que la distancia
entre los centros es de 2b, que en el momento inicial el punto
en cuestién so encontraba en el segmento que une entre si dichos
centros, a una distancia ¢ del punto medio del mismo y que su
velocidad era igual a cero.

3043. Una cadena de 6 m de longitud se desliza, sin roza-
miento, desde un soporte hacia abajo. Si el movimiento se inicia
en el momento cn que del soporte cuelga 1 m de cadena {cuanto
tiempo tardard en deslizarse toda la cadena?

3044. Un tubo largo y cstrecho gira con una velocidad angular
constante ® alrededor de un eje vertical perpendicular a él. Una
bola, que se encuentra dentro de dicho tubo, se desliza por él
sin rozamiento. Hallar las leyes del movimiento de la bola con
relacién al tubo, comsiderando que:

a) en el momento inicial.Ja bola se cnconiraba a una distan-
cia a del eje de rotacién y su velocidad en dicho momento era
igual a cero;

b) en el momento injcial, la bola se encontraba en el eje de
rotacion y tenia una velocidad inicial de v,.

§ 13. Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior al 2°,
con coeflclentes consiantes

1°, Ecuacién homogénea. El sistema fundamental de soluciones
¥is ¥ar ---» Yn Qe la ecuacion” lineal homogénea con coeficientes constantes

y Moyl an gy’ - any =0 {1}

se construye sobre la hase del eardcter que tiencn las raices de la ecuacion
earaclerisiica

JFI:n-l-'ﬂlJan-]"'f' vae +an_lk+ﬂfn =0, (2)
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Es decir: 4) si & es una raiz real de la ecuacién (2) de grado de multipli-
cidad m, a ésta le corresponden m soluciones linealmenio independientes
de la ecuacidn (1}:

Yy== ehnc‘ ¥ =xe"‘x, . me—]eh'x;

2) si a:i:gi es un par do raices complejas de la ecvacidn (2) de grado
de multiplicidad m, a 6éllas les corresponden 2m soluciones linealmente
independientes de la ¢cuacién (1):

yi=¢" cos Bz, y3=e"sin Bz, y3=2¢" cos Pz, y; =ze% sen Bz, ...

sevs Yomer =2 1% 005 B, yan, =™16% sen Bz

2°. Ecuacién no homogénea. La solucién particular de la
ecuacion no homogénea

Y+ ay® Dt an gy - any =1 (2) 162
se busca basindose en las reglas del § 12, 2° y 32,
Hallar las soluciones generales de las ecuaciones:
3045. y" —13y"-12y’ =0. 3058, y1V-2y" 4 y=0.

3046. y"—y' =0. 3059,y L yn=t)p

3047. y"+y=0.

3048. yiV 1.2y —0. +n(%i)_y<n_z}+,,,
3049, y"—3y" + 3y —y=0. .
3050. yIV44y=0. ooty +Hye0.
3058, ¥V 8y" 16y =0. 3060, y'V—2y" |y =e".
3052. yWVy' =0. 3061, 1V 20" Ly =B,
3053, yIV—2y"4+y=0. 3062, y"—y=2°—1.

3054. ytV—ay=0. 3063, y'V4-y" = cos4z.
3055. yIvV.—6y"+ 9y =0. 3064, y"+y" =2 414 3xe”.
3056. yIV-pa%y” =0. 3065. y"+y' + ¥ +y=uxe".
3007, yWV L2y -y =0. 3066. 3”4y =tgxseca.

3067. Hallar la solucién particular de la ecuacién
¥+ 20"+ 20y =1z,

que satisface a las condiciones iniciales y(0)=y (0)=y"(0)=0.

§ 14, Ecuaclones de Euler

La ecuacién lineal de la forma
(az+B)" Y™ 4 Ay (ax )1 y=bif . |- A,y (a4 D) y+Any=](2), (I}
donde a, &, 4y, ..., Ap.y, dn. sSon constantes, se llama ecnaeion de Euler.
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Para ol recinte az--b>>0, introducimos una nueva variable indepen-
diente ¢, poniendo:

azx-l-b=el.
Entouces,
dy dy dy
L LR # — a2e=2 | e §
PR e AR (cm '}'ﬁ')"
dy d?y

o3 di2

y Ja ecuacién de Ruler se transforma en una ecuacién lineal con coeficien-~
tes constantes.

d, ‘ ;
g = gdedt (___‘ +2-&%) y asf sucesivamento,

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién z%y" 42y 4 y=1.
Solueidn, Poniendo x=ef, chienemos:
LR s (R ( = ﬁ*) :
dz dt ' dz2 dtt gt
Por consiguiente, la ccuacion dada toma la forma

d2y
_d?g__i_yziv
de donde
y=Cycosi+Cosent41
o seaq,

y=0C4cos (In z)-+ Cy son (In z) --1.
Para la ecuacion homogénea de Luler

2y M o gz D dpgzy’ + Apy =0 2)

cuando = >0 se puede buscar una solucién de la forma '
y=zh. (3)
Poniende en (2) ¥, ¥, ..., ™, determinadas por la relacidn (3), obtenomos

la ecuacién caracteristica, fde la que se puede ballar el exponente k.*
Si k es una raiz real do la ccuacidén caracteristica, de grado m de mul-
tiplicidad, a ella le corresponderin m soluciones lincalmente independieates

yy=3z", yp—=ztlnz, yz=2f(In2)?, ..., pp=ot (In x)™1,

Si @ Bi es un par de rajces complejas de grado m de multiplicidad,
a ellas les corresponderdn 2m scluciones linealmonte independientes

yy=—z%cos (BInz), yy=2%sen(plnz), yg=2%Inzcos(flInz),
va=z%Inzsen B ln ), -.., yom—g=2% (luz)m-1cos (f la z),
Yom = 2% (In zy™~1sen (B In z},
Ejemplo 2. Resolver la ecuacion
z3y" w32y’ + 4y =0,
Solucién. Ponemos
yp=zxty Yy =kah=1, Y =k (k1) 2h-2,
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Haciondo la sustitucién en la ecuacién dada, después de simplificar por 2%,
obtenemos lu ccunacidn caracleristica

—4k4+-4=0.
Resolviéndola, hallamos:
ky=hy=2,
por ¢onsiguiente, la solucidn general serd:
y=Cxt 4+ Cozin .
'Reso]vor las ecuaciunes:

3068. + y=10

3069. .r“y —xy —3y=0.

3070. z% ”—|— zy 44y =0,

3071. #3y"—3zx%" | bxy — Gy =10.
3072. (33:—1—2);; + Ty =0.

3073. y ==X,

3074, y'+ L+ 5 =0.

3075, 2%y" 49:y + 6y ==.
3076. 142y =3 +2)y +4dy=(1+2)
3077. Hallar la solucién particular de la ecuacidn
2y —ay -y =2z,
que satisface a las condiciones iniciales: y=0, ' =1 para z=1.

§ 15. Slstemas de ecwaclones diferenciales

Método de eliminacidn. Para hallar ia solucién, por ejemplo,
de un sistema normal de dos ccuaciones diferenciales de 1¢F orden, es decir,
de un gistema de la forma

di dz
=@y, ==gE& Y 2 (1)
rosuelto con respecto a las derivadas de las funciones v y z que se buscan,
derivamos una de ellas respecto a x. Tenemos, por ejemplo:
dby _ of af ;
Fr) 0z+‘o_y“-f+ 7z & (2)

Doterminando z de la primera ecuacién del sistema (1) y poniendo la
expresidn oblenida

1= (v gf) G
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en la ecwacidn (2), obtesemos uma ecuacién de 2° orden con una funcidn
incognita y. Resolviéndola, hallamos:

y=Y(z, €y, Gy}, {4)

dende €y y €, son uwnas constantes arbitrarfas. Poniende la funcidn (4) en
la férmula (3), determinamos la funcién z sin necesidad de nuevas integra-
ciones. El conjunto de las formulas (3) ¥ (4), donde y se ha sustituido
por W, da la soluciin general del sistema {1).

Ljemyplo. Resolver el sistema
4y 4 5 -
( =+ 2y +hs =1 + 4z,

dz 3
il b Rt
gt iia?.

Solucion. Derivamos la primera ecuacidn con respecto a z:
a2y dy dz
=42 e f ==,
dx2 + dx i dx

Despejando z en la primera ecuacidn lenemos

g dy
1= (1+4x — X 2y)

y poniendo este valor en la segunda, tendremos:

Poniendo los valores de z y de -g—; en la ecuacién obtenida después de

derivar, llegamos a la ecuacidén de 2° orden con una incbgnita y:

d2y

d :

Resolviéndola, hallamos
Y= 4 Coe™ 38 L 224 7,
y catonces

. dy s Cs _ 1,
a=“‘§“(1+4$ —gx—'— &y):—ciﬁx—i-Te 3‘:—7.’5‘.

1

De forma aniloga puede procederse ea el caso de sistemas de mayor
nimero de ecnaciones.

Resolver los sistemas:

d
1%=z= %=y+5z,
3078, { 3079. {
Le=—2 | == +¥+32=0.

2510186
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d -
| [ & _3y—s, 2 —ba—y+36t=0,
3080. | 4 3086. |
| T =% § %%—23:—!;—1—23’——*0;
i;;.=y, =0, y=1 para 2==0.
3081, | Wy -z,
5 3087. i f
i L ae=51
il =y 432 dx dyf d
T | A 1 k * — __s..
:; 3088*. ﬂ)m—m= P
3082. W=:€—I—Z, b dr dy _ dsz |
bt B o
. dt &+ oy 42 dy oz
3083. df destacar la curva integral que
d—x=m+y+z. pasa por el punto (1;1; —2).
dy | .
— + 2y-+ z=gen z, L
3084 (d* de =S
’ LN 3089. dz | 2
[—f—wy— 2=C0SZ. | Z+osy=Inz.
r——f——3y~|—4z=2:¢:,
d a2 X
3085. [ o [ a2z =ct,
| ==, 3090. .

y=0, 2==0 para z=0. | = —y—32=—u.

3091**. Un proyectil sale del canén con una velocidad inieial vy,
formando un angulo @ con el horizonte. Hallar la ecuacién del
movimiento de esto proyectil, tomando la resistencia del aire pro-
porcional a la velocidad.

3092%. Un punto material M es atraido por un centro O con una
fuerza proporcional a la distancia que lossepara. El movimientocomien-
za en ol punto A4, a la distancia @ del eentro, con una velocidad inicial
vy, perpendicular al segmento OA. Hallar la trayectoria del punto M.

§ 16. Integraclén de ecuaciones diferenclaies mediante series de potencias

Si no es posible integrar una ecuacién diferencial validndose de fun-
ciones eolementales, su solucién puedo buscarse en ciertos casos en forma
de serje de potencias

y= 3 o (x—zp)". (1)
n:D
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Los coeficientes indeterminados ¢, {r=0, 1, 2, ...) se hallan -poniendo la
sorie (1) en la ecpacidn e jgualando los coeficientes que corresponien
a potencias iguales del binomio 2—zg en ambos miembros de la igualdad
asi obtonida.

También se puede buscar la selucidn de la ecuacidn

y'=f (=2, y); donde y (20)=yo, (2)
en forma de serie de Taylor

o Y (g
y@=3 L2 e, 3
n=0

donde y{zg)=Vq y (wo)==f(zg, yp) v las siguientes derivadas "™ iz}
(n=2,38,...) se hallan sucesivamente derivando la ecuacién (2) y susti-
tuyendo z por ol nimero zg.

Ejemplo 1. Hallar la solucién de la ecuacidén

yr—ay =0,

si y=pq, ¥ =y para z=0.
Solucion. Ponemos

y=egt+cz4 .o,
de donde, derivando, obtenemos:
§¥ =2ty b3 2c53 o 1 —1) Ena" "2 (n 1) Rep gz 14
: +a(’3+2) (n41) cppoxP- ...
Poniendo y e ¥” en la ecuacién dada, llegamos a la identidad
[2-1ea4-3-2052 - ... 41 (n—1) ena™ 2o (n 4 1) nopy g2l
o (r - 2) (1) epgpaP e o ]2 [cofoga L gt L ] =0,

Reuniepdo en ol primer miembro de la igualdad obtenida los términos que
tengan z con igual exponcnte e igualando acero los coeficientes que corres-
ponden a estos exponentes, tendremos
‘o . £ .
02=0; 3'253-—*Cg=0, 03='§§ 4 4'304"—6'1:0, c-i=4__j:q! 5-435-—82=0,
cz
CH=gg ete.
En general,
S o = LF |
= FE ... BEk—1)3k' OPHMTEAG6.7.... 8k @kFD’

cahep=0 (k=1,2,3,...)

Por consiguiente,
x3 & 28 & Pl * )+
o (H'E'é 5356 TIEE e @)k

Zoh+1 )
1

x4 a7
Fe (’+'§'-'Z+:s-4-§“‘.7+""'”‘3‘".4_-6"?. PR TYE E VAR

donde cy=Yg ¥ €4=Vp-

(4)

25%
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Utilizando ol criterio de d’Alembert es {dcil comprobar, que la serie (4)
es convorgente para —oo <z <{-co.

Ejemplo 2. Hallar la solucién de la ecuacién
y=2+4y; yo=y0)=1.

Solncidn. Ponemos,

Y

2!

Tenemos, yq=1, y6=0+:1=1. Derivando los dos micmbros de la ccuacidn

‘=z-4y, hallamos consccutivamente y'=1-4y’, yi=11+1=2, z”"—y",
#y =2, ete. Por consiguiente,

v=yo+yox+ x*-i—-%-':-— zhof.

2 2
=1 e 2 L 43
y=ttat— ot 2any

=

Para ol ojemplo que examinamos, la solucidn encontrada se puede escribir
en la forma definitiva

¥=1+4z+2(e*—1—=z) 0 bien, y=2¢*—1—=z,
Anilogamente debe procederse cuando se trato de ecuaciones diferencia-
les de 6rdones superiores. La investigacion de la convergencia .de las series

obtenidas, en general, es complicada y no se considera obligatoria al resol-
ver los problemas do este parigrafo.

Hallar, valiéndose de series de potencias, las soluciones de las
ecuaciones siguientes, con las condiciones iniciales que se indican.

En los N°. 3097, 3098, 3099 y 3101 investigar la convergen-
cia do las soluciones que se obtengan.

3093. y'=y+-2% y= —2 para 2=0.

3094. y'=2y+z—1; y=y, para z=1.

3095, y = y*4- 25 y=% para =10,

3096, y' =2 —y*% y=0 para z=0.

3097. I—x)y =1+2—y; y=0 para x=0.
3098*. zy"+y=0; y=0, ¥ =1 para z=0.

3099. ¥y +2zy=0; y=1, y' =0 para =10,
3100%. y”:—i—-y’-{—ymo; y=1, ¥ =0 para z=0.
3101*, y”-|--:?y’+y=0; y=1, y=0 para z=0.

s diz dz
3102, o5 +-zcost=0; z=a; -7 =0 para ¢=0.
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§ 17. Problemas sobre el metodo de Fourier

Para ballar la solucién de una ecmacién diferencial lineal homogénea,
en derivadas parciales, por ¢l método de Fourier, se buscan primeramente las
solucionos particulares de esta ecnacién de tipo especial, cada una de las
cuales representa de por si el producto de funciones que dependen de un
solo argumento. En el caso mis simple, se tiene un conjunto infinito do estas
soluciones un &n-——i, 2, ...), lincalmente independientes para cualquier
nvmero finito de cllas v gue satisfacen a las condiciones de coniorno dadas.
La solucién u que se busca, se representa en forma dc serie, do estas solu-
ciones parciales:

[=a)
u= 3 Critn. (ny
n=1

Quedan por determinar los coeficientes Cp, que se hallan partiendo de las
condiciones inieclales.

vh

Byl | —
Py
-

Fig. 107

Problema. El desplazamienlo transversal u=u(z, ) de los puntos
de una cuerda, cuya abscisa es z en el imstante #, satisiace a la ecuacion
&u u
afs SN Y

ate a2 ' (2}

dondo 1:1.3=-i?:E (To es la tensién y p la densidad lineal de la cuerda). Iallar

la formu que tendrd esta cuerda en un instante #, si sus extremos z=0
y z=1 estdn sujetos y en el instante inicial 2==0, la cuerda tenia la forma
de la parébo]au:-‘,:—zix (1—=) (fig. 107) y sus puntos tenian una velocidad
igual a cero. o B i

Solucién. De acuerdo con las condiciones del ]_Jrobiema se pide
hallar una solucién u=u (z, ¢) de la ecuacién (2), que satisfaga a las condi-
ciones del contorno:

u (0, )y=0, wul(l, £)=0 (3)
vy a las condiciones iniciales:
u(x, 0)=i:;—:c(£-—z), ug (z, 0)=0. (4)

Buscamos las soluciones, distintas de cere, de la ceuacién (2) de tipo
especial

u=X ()T ().
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Poniendo esta expresién en la ecuacién (2) y separando las variables, obte-
nemos:

() _ X" ()

@T() X (x)

Como las variables = y ¢ son indopendientes, la identidad (5) solo serd
posible en el caso en que el valor total de la relacidn (5) sea constante.
Designando esta constante por medio de - A2, hallamos dos ecuaciones
diferenciales ordinarias;

P" () +(aA)2-T () =0 y X" (2}+ 212X (2)=0.

Resolviendo estas ecaaciones, obtenemos:

T (t)==4 cos aht 4 B sen aht,
X {(z})=Ccos Az - D sen Az,

dende 4, B, €, D, son constantes arbitrarias. De las condicienes (3) tone-
mos: X (0)=0 y X (I)=0, por consiguiente, C=0 y gen Al=0 (ya que D
no puede ser ignal a coro al mismo tiempo que C). Por esto, M=-k_:‘. ;

donde k es un nlmery entero. Es fdcil comprobar, que no se pierde gene-
ralidad si se toma para k dnicamente los valores positivoes (k=1,2,3, ...).
A cada valor de iy le corresponde una solucida particular

: %
Uy = (Ak cos'{—‘}ft— t+ By se»nj"ii:K t) sen :Ew =

que satisface a lag condiciones del contorno (3).
Formamos la serie

- . 4
“'_’E (A,a‘ ¢os kot -+ By sen M) sen i{‘-‘i 4
i
k=1

1 i

cuya suma, es evidente, que satisface a la ecuacidn (2) y a las condicioncs
del contorno (3).

Elijamos las constantes 4z y Bp dc modo que la suma de la seric
cumpla las condiciones iniciales (4). Como

oo
Ju O kan kant kamt knz
R T (+Ak sen —; -~ By, cos 7 ) sen ——,

k=1

upnniendo £=0, obtenemos:
- k 4h
nx s
u(x,O}zZ Ay, son — = x{l—ux)

k=1
W

Do
du (x, 0) kaxn kaz
37 —E i By sen 7 =0,
k=i
Por consiguiente, para determinar los coeficientes Ay y By hay que desa-
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rrollar en gerie de Yourier de senos la funeién u (2, 0) %z(l«-—z) y la

Tuncidén iu_%,ﬂ = (,
De acuerdo con las férmulas ya conocidas (cap. VIIL, § 4, 3°), tenemos:
!
2 ¢ 4h knz 32a
Ak=7§)-€3—${l—x)sen fi dz=W,

si I o3 impar, ¥ 4p=0, si k es par;
z

’“;“ Bk=—%-§ 0-sen—}-c£;-z—d:c-_-0, Bzl

0
La solucién buscada serd:
o ©0s{2rn4-1)ant
32h l (2rn+1) nx
o PR R ; ;

n=0

U=

3103% En el instante inicial {=0, una cuerda, sujeta en sus

extremos =0 y z =1, tenfa la forma de la sinusoide u=A4 sen-ﬁf- 3
siende la velocidad de sus puntos igual a cero. Hallar Ia forma
de esta cuerda en el instante f.

3104*. En el instante inicial £=0, a los puntos de una cuerda
rectilinea 0 < z < L se les dio una velocidad de -1, Hallar la forma

que tendrd esta cuerda en el instante ?, si sus extremgs r=0y z=I1
estin sujetos (véase el problema 3103).

3105%. Una cuerda, cuya longitud es 2 =100 cm, estd sujeta por
sus extremos z—0 y #=1. En el instante inicial se tira de ella,
cogiéndola por el punto z=>50 cm, y se separa de su posicion
normal hasta una distancia k=2 cm y después se suelta sin
empujarla. Determinar la forma de esta cuerda en cualquier instantez.

3{06*. Al vibrar longitudinalmenie una varilla recta, delgada
v homogénea, cuyo eje coincide con el de OX, el desplazamiento de
su seccién transversal u=u(z, t), de abscisa z, en el instante £,
satisface a la ecuacidn

s a Qu
— T (] * ——
gt az2

donde at— L (E es el médulo de Young y p la densidad de la
b g P

varilla). Determinar las vibraciones longitudinales de una varilla
horizontal elastica, cuya longitud es [=100 cm, que, estando
sujeta por uno de sus extremos, z=0, ¥y estirdndose por el otre
z=100, una longitud Al=1 cm, se suelta después sin empujarla.
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3107, Para la varilla recta homogénea, cuyo eje coincide con
el de OX, la temperatura u=u{z, t) de su seccién de abscisa z,
en un instante ¢, cuando no existen fuentes do calor, satisface
a la ecuacién de la conductividad calorifica

e a 0%
—_ = e
at dxi !

donde ¢ es una constante. Determinar la distribucion de la tem-
peratura en una varilla de 100 em de longitud, para cualquier
instante ¢, si se conoco la distribucién inicial de aguélla

u(z, 0)=0,01z (100 — z).



Captiulo X

CALCULOS APROXIMADOS

§ 1. Operaclones con numeros aproximados

1°, Error absoluto. El error absoluto de un numero aproximado a,
que sustituye a un nimero exacto 4, es ¢l valor absolute de la diferencia
entre ellos. El mimero A, que satisface a la desigualdad

| 4—a | A, (1)

recibe ¢l nombre de limite del error absoluto. El nimero exacto A se halla
entre los limites a—A « 4 <L a4-A, 0, més abroviadamente, 4=a + A.

2. Error relativo. Se entiende por error relative de un mimero
aproximado a, que sustituye a un nimero exacto A{A >-Q), la razén del
error absoluto del mimero ¢ al nimero exacto 4. El nimero 8, que satis-
face a la desigualdad

|d—al ;
<4, (2)

se llama limite del error relative del ndmero aproximado a. Como prictica-

mente A4=zg, como limite del error relative se toma com frecuencia el
A «

nimero & = b

3°, Nimero de cifras docimales exactas. Se dice que un
nimero aproximado y positivo a, escrito en forma decimal tieno n cifras
decimales exactas en sentide estricto, si el valor absoluto del error de oste

: 1 3 . 2
pnimero no excede de 5 de la unidad decimal de orden enésimo. En cste

casu, cuando 7 >>1, se pucde tomar como limite del error relativo el nimero

1 {1 yn=1
T (W) '

donde & es la primera cifra con valor dol niimero a. Reciprocamente, si se

1 ne—1
sabe quec 64;%(-1—0—) el niimere a tendrd r cifras decimales
exactas en sentido e¢stricto. En particular, el nimero « tendrd con toda

{1 ¢ 1\n
seguridad n cifras exactas cn sentido estricto, si d <5 (TO_) :

8i el error absoluto do un nimoro aproximado e no excede de una unidad
decimal del ultimo orden (como ocurre, por ej., con los nimeros que resul-
tan do las mediciones con exactitud hasta la unidad correspondiente), se dice
que todas las cifras decimales de este nimero aproximado son ezactas en
sentide amplio. Cuando ¢l nimero aproximado tiene mas cifras significativas,
éste, si es el resultado final de edlculos, se redondea generalmente de tal
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forma, gue todas las cifras que se dejan sean exactas eon sentido estricto
o en Sentido amplio. !

En lo sucesive supondremos que, al escribir los datos iniciales, todas
las cifras som exactas (siempre que no se advierta lo contraric) en sentido
estrictc. En cuanto a los resultados de los cileulos intermedios, éstos podran
tener una o dos cifras de reserva.

Hay que advertir, que los ejomplos de este pardgraio, por regla general,
representan de por si los resultades finales de cdlculos y, por consiguionte,
las respuestas se dan en ndmeros aproximados que $6lo contienen cifras
decimales exactas.

4°. Suma y resta de nimeros aproximados. El limite del
error absoluto de la suma algébrica de varios mimeros, es ignal a la suma
de los limites de los errores absclutos de estos ndmeros. Por este, para que
en la sema de una cantidad reducida de nimeroes aproximados, cuyas cifras
decimales sean todas exactas, figwren solamente cifras exactas (per le
menos en sentido amplio), hay que igualar tedos los sumandos, tomando
como patrén agquel que tonga menos cifras deeimales, y dejar en cada uno
de ollos, una cifra de reserva. Luegy, se sumaran les ndmeros asi obtenidos,
camo exactes, ¥ se redondeard la ultima ciira de la suma.

Si se trata de sumar niimeros aproximados sin redondear, hay que pro-
coder a su redondeo, conservando en cada uno de los sumandos una -0 dos
cifras do reserva, y luego regirse por las reglas @ que nos hemos referido
mas arriba, reteniendo en fa suma las cif;ras de roscrva correspondientes

asta terminar las operaciones.

Eiemple 1.
215,24 + 14,182 4-21,4=215,2 (1) 14,1 (8)4- 21,4 =250,8.
. Kl error relativo de una suma de sumandos positivos no oxcedo al
mayor de los errores relatives de sumandos.

El error relativo de uma resta no es ficil de calcular. Sobre. todo, cuando
se trata de hallar la difercncia entre dos ndmeros préximos.

Ejemplo 2. Al restar los ndmeros aproximados 6,135 y 6,131, con
cuatrp cifras exactas, ohtenemos una diferencia de 0,004 El limite de su
-’2-0,001-{--;_0,001
error relativo es ignal a & = 0,004 =Z=0’25; por consiguien-

te, ni una sola de las cifras de la diferencia es cierta. Por esta razén,
deben evitarso, siempre que esto sea posible, las restas de ndmeros apro-
ximados, préximos entrc si, transformando, si es prociso, la expresion de
que se trate de tal forma, que desaparezca esta operacién.

5°, Multiplicacién y divisién de nimeros aproximas-
dos. EI limite del error relativo del producto y cocionte de nimeros
aproximados es igusl a la suma de los limites de los orrores relativos
de estos nimeros. Partiendo de esto y aplicando la regla sobre el mimero
de cifras oxactas (3°), en la respuesta se congervard Umicamente un nimero
determinado de cifras.

Ejomplo 3. El producto de los nimeros aproximados 25,3.4,12=
= 104,236.

Suponiendo que todas las cifras de los factores sean cxactas, obtendre-
mos, quo ¢l limite dol error relativo del preducte serd

o s . N
8= 750,01 + 50,01 ~ 0,003,



Operaciones con nimeros aprozimados 395

De donde, el ndémero de cifras exactas dol producto serd igual a tres
y el rosultado, si es definitivo, deberd escribirse asi; 25,3-4,12 =104, 0 més
exactamente, 25,3-4,12=104,2 4- 0,3.

¢°. Blovacién a potencias y extraccién de raices de
nimeros aproxim 330 s. 131 limite del error relativo de la potencia
emésima de un ndmero aproximado e, es igual al muiltiplo m-simo del

limite del error de este niimero.
El limite del error relativo de la raiz m-sima de um mimero aproxi-

i 1 e ; .
mado 4, es igual a — parte del limite del orror relativo del mimero a.

7°. Céleulo del error resultanteo de diversas opora-
ciones con ntimeros aproximados. S8i Aay...,Ae, son los
limites de los crrores absolutos de los numeros aproximados ay, ..., an,
e] limite del error absoluto AS del resultado

S=f(as ..., tn}

sc¢ puede valorar aproximadamente por la férmula .

| ot 2
AS = Ba; ﬁai';-* et '(E Aap.
Iin este caso, el limite del error relativo § seri igual a
. AS af | Aay of | Aan
===l s 5 =
181 1 ay [ T0 T T B | THY
_|élnf dlnf
" =\ ", A“*'J""'Jr‘ o et

Bjemplo 4 Calcular S=1In(10,34-1/4.4); los ntimeros aproximados
40,3 v 4,4 tienen todas las cifras exaetas.
Solueci6n. Calculamos primeramente ¢l limite del error absoluto AS

= t 1 Ab
en su forma general: § =In(a-1/b), AS= a_l_vg.(Aa-{-—f _V-b—) Tene-~

» i .
mos Ae=Ab s 55 ; V% %=2,0976 ... dejamos 2,1, ya que ek crror relativo

— 1 4 1
del ntmero aproximade /4,4 cs igual a SR Tl i el error absoluto

t 1
serd entonees =w 2-wom=——1 gs decir, de las décimas se puede estar segurc.
80 40 P g

Por consiguiente,

1 . 1 1 13 "
AS =532 (m+zmr)= 42,4.20(1—%4—«3)—560—4”0.003.

Lo que significa que las centésimas son exactas.
Ahora procedemos al célculo con una cifra de reserva:

lg (10,34 V4,8 ~ 1g 12,4=1,093; In (10,34 1/%4.4) ~ 1,093-2,303 =2,57.

Obtenemos la respuesta; 2,52,

8%, Detorminacién de los errores tolerables en los
ntimeros aproximados cuando se fija el error gque
puede tenmer el resultade de las operaciones gque con

ellos se efectvan,




396 Céleulos aprozimados

Aplicando las férmulas del punto 7, cuando se dan los valores de AS
y do &5, y considerando iguales entre si todas las diferenciales parciales
v—;:’ |Aa,;1 o las canLidades|—(%|—??T , caleculamos los errores absolutos

1, &
tolerables Aay, ..., Adn, ... do los nimeros aproximados Bgsso55 @y o qUe
intervienen en las operaciones (principio de la igualdad de influeneias).

Debe advertirse, quo en ciertas ocasiones no es conveniente emplear ol
principio de la igualdad de influencias en el cdlculo de los errocrves tale-
rables de los argumenios de las fnaciones, ya que désto puede presentar
exigencias practicamente imposibles de satisfacer. FEn ecstos casos se reco-
mienda redistribuir los errores de la forma mas racional, si elio es posible,
de modo que el error total no exceda la cantidad dada. Es decir, el pro-
blema asi planieado, propiamente hablando, es indeterminado.

Ejemplo 5 El volumen de la «cufa cilindrica», es decir, del cuerpo
truncado del cilindro ejrcular por un plano, que pasando por el didmetro
de la base, igual a 2H, forma con ella un dngulo o, se calcula por la fér-
mula V=-§-B3 tg e, éCon gué precision deberdn medirse el radio R == 60 cm
y el dngulo de inclinacién o, para que el volumon de la cafa cilindrica
pucda conocerse con una exactitud hasta de 19%?

Solucidn. Si AV, AR y Ac son los limites de los errores absolutos
de las magnitudes ¥, R y a, el limite del error relativo del volumen V
que se caleula sera
% __3AR 20 . 1
V== Genie 100"

Suponemos i?}ﬂ"ﬁ“-*ﬁ'éﬁ y %éﬁ?ﬁﬁ' De donde
sy, 18, 60cm :
AR %—ﬁaﬁ—m—"ﬁo—ol—'—i mm;

4

sen 2a 1 2
s Ay z a~ 9,
700 ST de radiin "

De esta forma, aseguraremos la exactitud del 1% que se nos exigiu, si
medimos el radio con una precisién hasta de 4+ mm y el angulo de incli-
nacién g, con precisidon hasta do 97,

Aa

3108. Como resultado de mediciones se han obtenido los si-
guientes numeros aproximados, con todas las cifras escritas exactas
en sentido amplio:

a) 12°07'14"; b) 38,5 em; c¢) 63,215 kg.

Calcular sus errores absolutos y relativos.

3109. Calcular los errores absolutos y relativos de los ntime-
ros aproximados, con todas las cifras escritas exactas en sentido
estricto:

a) 241,7; b) 0,035; e¢) 3,14.

3110, Determinar el nimero de cifras exactas*) y escribir en la
forma que corrosponde los nGmeros aproximados siguientes:

* Lay cifras exactas se entienden en sentido estricto.
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a) 48,361 con precisién de un 1%;

b) 14,9360 con precisién de un 1%;

c) 592,8 con precisién de un 2%.

3111, Sumar los siguientes niimeros aproximados, con todas
las cifras escritas exactas:

a)25,386 40,49 +- 3,10 4+ 0,5;

b) 1,2-10% 441,72 4-0,09;

¢) 38,1+-2,043,124.

3112, Efectuar la resta de los siguientes ntimeros aproximados,
con todas las cifras escritas exactas:

a) 148,1-~-63,871; b) 29,72—11,25; c) 34,22 —34,21.

3113*. Calcular la diferencia entre las dreas de dos cuadrados,
cuyos lados, segin las mediciones, son iguales a 15,28 em
¥y 15,22 em (con exactitud hasta de 0,05 mm),

3114. Calcular el producto de los siguientes nlmeros aproxi-
mados, con todas las cifras eseritas exactas:

a) 3,49.8,6; b) 25,1.1,743; ¢) 0,02.16,5.

Indicar los ltmites probables de los resultados.

3115. Los lados de un rectingulo son iguales a 4,02 m y 4,96 m
{con precision hasta de 1 em). Calcular el 4rea de este ree-
tangulo.

3116. Calcular el cocienie de los niimeros aproximados siguien-
tes, cuyas cifras escritas son todas exactas:

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: 1,2; ¢) 216: 4.

3117. Los catetos de un tridngulo recténgulo son iguales
a 12,10 em y 25,21 em (con precisién hasta 0,04 cm), Calcular
la tangente del dngulo opuesto al primer cateto.

3118. Caleular las potencias que se indican de los siguientes
nimeros aproximados (las bases de las potencias son exactas en
todas las cifras escritas):

a) 0,4158%; b) 65,2%; ¢) 1,52

3119. El lado de un cuadrado es igual a 45,3 em (con preci-
siéon hasta 1 mm). Hallar el drea de dicho cuadrado.

3120. Calcular el valor de las signientes raices (log numeros
subradicales son exactos en todas las cifras escritas): g

a) V'2,715; b) y/65,2; c) )/81,1.

3121. Los radios de las bases y la generatriz de nn cono
truncado son iguales respectivamente a R=23,64 cm 4 0,01 cm;
r=17,31 4. 0,01 cm y /=10,21 cm 4 00,1 em: el nimero n=23,14.
Calcular, segin cstos datos, la superficie total de este cono run-
cado. Acotar los errores, absoluto y relativo, del resultado.

3122. La hipotenusa de un tridngulo rectingulo es igual
a 15,4 em + 0,1 cm; uno de los catetos es igual a 6,8 em 4 0,1 cm.
<Con qué exactitud se pueden calcular, con estos datos, el otro
cateto y el angulo agudo adyacente a é17 Hallar sus valores.
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3123. Calcular el peso especifico del aluminio, si un cilindro
do dicho metal, de 2 cm de didmetro y 11 cm de altura, pesa 93,4 g.
El error relativo de las mediciones lincales es igual a 0,01 y ek
de la determinacién del peso, 0,001,

3124. Calcular la intensidad de Ja corriente, si la fuerza
electromotriz es igual a 221 voltios -+ 1 voltio y la resistencia,
809 ohmios & 1 ohmio.

3426. El periodo de oscilacién de un péndulo de longitud [ es

igual a
v l
I=2n ‘/—-g '

donde g es la aceleracién de la gravedad. <Con qué precision debe
medirse la longitud de un péndulo, cuyo perfodo de oscilacion
es, aproximadamente, de 2 seg, para conocer este periodo de oscila-
¢ién con un error relativo del 0,5%? ¢Con qué exactitud deben
tomarse los valores de m y de g?

3126. Se necesita medir, con una precision del 1%, el drea
de la superficie lateral de un cono truncado, los radios de cuyas
bases tiemen respectivamente 2 m y 1 m y la generairiz o m
(aproximadamente). ¢Con qué precisién se deben medir los radios
y la generatriz y con cuidntas cifras debe tomarse ol nimero n?

3127, Para determinar el modulo de Young por la flexién de
una varilla de seccién rectangular se emplea la férmula

1 P
Ex—é—- d3bs '
donde ! es la longitud de la varilla; b y d, la base y la altura
de la seccién transversal de la misma; s, la sagita de flexién y P,
la carga. ¢Con qué precision deberdn medirse la longitud [ y la
sagita s, para que el error de E no exceda del 5,5%, con la con-
dicién de gque P se conoce con una precision hasta ¢l 0,1% vy las
magnitudes d y b con precision hasta el 1%; ! = 50emy s~ 2,5 cm?

§ 2 interpolacion de funciones

1°. Férmula de interpolacidén de Newton., Sean g, &gy .-
.., &n los valores tabulares del argumento, cuyas diferencias, h=Az; (Az;=
=g —ai; i=0,1,... n-~1}, son constantes (interr{alo de la tabla} e yo,
Ui voey Yny 103 correspondientes valores de la funcién y. En este caso, el
valor de la funcitn y, para un valor intermedio del argumento =z, se da,
aproximadamente, por la fdrmula de interpolacion de Newton:

.«r—yu-é-z.v-.:syo-*-ﬂgz!_—12 Aot ..o 4L b1 "él(q-n'ﬂ) Ao (1)

o

hﬁo ¥ Ayg=y1—=VYo» A%Wo=Ays—Ayp ... son las sucesivas dife~

donde ¢=
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rencias finitas de la funcidn y. Para z=z;(i=0, 1, ..., n), el polinomio (1)
toma los valores correspondientes de la tabla y;(i=0, 1,...,n}). Como
casos particulares de la férmula de Newton se obtienen: para n=f{, la
interpolacion lineal y para n=2, la inierpolacién cuadrbtica. Para facilitar
el uso de la férmula de Newton, se recomienda formar previamente las
tablas de las diferencias finitas.

Si y=/{(z) es un polinomio de n-simo grado,
APyr=const y A"Hiy; =0

¥, por consignionte, la férmula (1) es exacta.
En el caso general, si f{z) tieno una derivada coatinua f®»+D(z) en el

sogmento [a, b], que contiene los puntos zy, z(, ..., 2, ¥ 2, el error de I
6rmula (1) serd igual a

]

g g(g-—1}... (g—i+1}
£y (-""'):U—Z A 7 Atyg=

=0

—pnh 2 (q_(lr:—.}—‘i)iq_n) LR, (2)

donde £ es un valor intermedio determinado entre a;(i==0,1, ..., n) ¥ 2.
En la prictica se utiliza una férmula aproximada mis comoda:

n+1
Bn () ~ TR g @—1)s - (g —n).

Si se puedo tomar cualquier ndmero n, éste deberd elegirse de tal
forma, quo la diferencia A"Hy, sea =0 dontro de los limites de exactitud
dada. En otras palabras, las c?iforencias A"yy deben ser constantes em los
drdenes decimales que se dan.

Ejemplo t. Hallar el sen 26°15', valiéndose de los’datos que dan
las tablas: sen 26°==0,43837, sen 27°=0,45399 y sen 2B°=0,46947.

Solucidn. Formamos la tabla

i x; yi Ay; A2y,
1] 26¢ 0,43837 1562 ~—14
i aT- 0,45399 1548
2 287 Q,46047
; , 2615’ =—=26° 1
Aqui, h=60", g= g s

Aplicando la férmuls (1) y utilizando la primera linea horizontal de
la tabla, tenemos : :

j 1714 ;
| Tlx=],
son 20°15' =0,43837 -+ ——  0,01562 + ——5—(—0,00014) = 0,44229.
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Acotamos el error R,. Aplicando la formula (2) vy tenicndo en cuenta
que |y | «l1, 8i y=senx, tenemos:

2=z

AT AT wxE . 5 { 1

- ey — ——— A —— ]

| Rz| < 3 (w) =~m s~

Es decir, que todas las c¢ifras dadas para el sen 26°15’ son cxactas.
Valiéndose de la férmula de Newton también se puede hallar el valor

correspondiente del argumento z partiendo de un valor intermedie dado

de la funcidn y (interpolacién inversa). Para csto, primeramente, se deter-

mina el correspondiente valor de ¢, por el método de las aproximaciones
sucesivas, suponiendo:

¥—1lp
T{1 ) E . B
g Ay
)’
gt —gor_ IOt My g (1) . (g —n 1) A,
5 21 L\L’o n! Ayo
(=0, 1,2,,.)

Por g se toma el valor comin (jcon la exactitud dadal) de dos aproxima-
ciones sucesivas ¢'"=g{™m+, De donde, z==zy4-¢- /.

Ejemplo 2. Vali¢ndose de la tabla caleular aproximadamento la raiz
de la ecuacién sh z=>5.

x y=shz Ay Aly
2,2 4,457 1,009 4,220
2,4 5,466 1,229
2,8 6,695

Soluecién. Tomando ys=4,457, tenemos:
5—4,457 0,543

0 - — = +
qo 7600 000 0,538;
g0 {1 —g'® Ay, 0.538-0,462 0,220
{1} = g(D) ; = iy
. 2 Ayg Sy 2 1,009
=0,538--0,027 =0,565;
0,565.0,435 0, 5
¢ =0,538 4 ——2 o P =10,5384-0,027 =0,565.

2 1,009
Do esta forma, se puede tomar
3=2,2-}-0,565'0.2=2,2+0,113=2'3‘13.

2°. Férmula de interpolacién de Lagrange. En el caso
general, el polinomio de enésimo grado, que pars z.=2; toma los valores
ades de y;{(i=0, 1,...,n), viene dado por la férmula de interpolacién de
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Lagrange
__lz—zy) (z—zp). . (z—xp) (z42) (z—20).. {x—2p)
TG my) (@o— 2o - (Fo—ar) 0 T @r—zo) (e (mr—zg) VT
F—x0) (4@}, . (z—zpq) (2—Tpyq)-. . (z—25) it
o (wr—ap} {xn—-21). . (2 —2p_) (#— 3y ). (2h—2p)

4o (z—zp) (z—2p). - . (T—Zpy) y
(2 —2p) (Tp—24)- . {Zp—py) *"

¥

3128, Dada la tabla de valores de z e y:

T

L[] s]s ]

(]

y|3|10|1

12‘9|5

Formar la tabla de las diferencias f{initas de la funcién g.

3129, Formar la tabla de las diferencias de la funcién y=a2%—
— 8zt fz—1, para los valores de x=1, 3, 5, 7, 9 y 11. Cercio-
rarse de quo todas las diferencias finitas de 3° ordem son iguales
entre si.

3130*. Valiéndose de la constancia de las diferencias de 4°
orden, formar la tabla de las diferencias de la funcién y—=at—
—107° +22% -3z, para los valores enteros de z comprendidos
en ¢l intervale 1<z« 10.

3131. Dada la tabla

1g 1 = 0,000,

lg 2 =0,301,

Ig 3=0,477,

lg 4 = 0,602,

1g 5=0,699,
calcular, valiéndose de la interpolacién lineal, los nimeros: g 1,7;
Ig2,5; 1g3,1 v lg4,6. o

3132, Dada la tabla

son 10°=0,1736, sen13°-=0,2250,

sen 11°=0,1908, sen 14°=0,2419,

sen 12°=10,2079, sen 15°=0,2088,
completarla, caleulando para ello, por la férmula de Newton
(para n=2), los valores de los senos cada medio grado.
26—1016
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3133. Formar el polinomio de interpolacién de Newton para la
funcién dada por la tabla

o

o]i]2]e]

4 | 15 | 40 | 85

yli

3134*. Formar el polinomio de interpolaciéon de Newton para
la funcién dada por la tabla

T

ool s

50 | 83

11|27

y l 3
Hallar y para x=25,5. ;Para qué 2 serd y=20?
3135. Una funcién esta dada por la tabla
-2 1 2 | 4

T

—23

y 25 {—8[—15

Formar el polinomio de interpolacién de Lagrange y hallar
el valor de y para z=10.
3136, Empiricamente se han determinado las magnitudes de

la contraccion de wun resorte (z mm) en dependencia de las
cargas (P kg) que actéan sobre él:

5 10 | 15 | 20 | 25 40

T

30‘35

P | 49 | 105 172 | 253 | 352 | 473

619 ’ 793

Hallar la carga quo produzca una contraccién de 14 mm del resorte.
3137. Dadu la tabla de las magnitudes = e ¥
0 ' 1 l 3 4

z 4]

L]

y l 1 —3;25 129}381

calenlar ol valor de y para =0,5 y x=2: a) valiéndose de la
interpolacién lineal; b) por la férmula de Lagrange.
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§ 3, Calculo de las raices redles de las ecuaclones

1°. Doterminacién de las aproximaciones inicialegy

de las rafces. La determinacion aproximada de las rafces do upa
ecuacién dada
flz)=0 (1

so_divide en dos etapas: 1) la separacién de las rafces, os decir, la detor-
minacién de los intervalos, lo mas estrechos posibles, entre los que esld
comprendida wna y sélo una raiz do la ecwacidn (1) 2) el cdleulo de las
raices con ol grado de exactitud prefijado. !

Si la funcién f(z)} estd doterminada y es continua en ol segmonto
[#, 8] ¥ f(a):f{b) < 0, en este segmonto [a, 5] habrd por lo menos una raiz E

e la ecuacién (1). Esta raiz serd indudablemente tnica, si §' {z} >0
o f' (x)<C0 para e <z < b.

Para hallar aproximadamente la raiz & se recomienda comstrmzir la
grifica de la funcidn y=/f(x) en papel milimetrado. Las abscisas de Ins
puntos de interseccidn de la grifica con el cjo OX serdn las rafees de la
ecuacion f{x)=0. A veces, es mas comodo sustituir esta cewacion por sa
equivalente @(z)=vyP(z). Entonces las raices de la ecuzcién se hallan
como abscisas de los puntos de interseccién de las graficas y=q(x)
e y=1(x}

26 H}egla de las partes proporcionales (método deo
las cuerdas). Si cn el segmento [a, b] se encuentra una raéz Unica g
de la ecuacion f(z)=0, donde la funcién f{z) es continua en dicho seg-
mento fa, &], al sustiteir la curva y={f(z) por la cuerda que une los punios
(a; f(a)) ¥ (b; f(b)), obtenemos la primera aproximacién de Ia rafz

e f{a)
i £ =i ) @

Para obtener la segunda aproximacién c¢s, aplicamos la formula (2) a aquél
do los segmentos [a, ¢4] © |ey. §] en cuvos extremos la fundion i (z) tenga
valores de signos contrarios. De |a misma forma se construyen las siguientes
aproximaciones. La sucesion do los ndmeres ep(y=1, 2,...) converge
hacia la raiz &, es decir :

lim ¢, =¢.

—oq

El célculo de las aproximaciones ¢, ¢, ..., por 1o general, dobe continuarse
hasta guo cesen de variar las cifras decimales quo se conservan en 1a
respuesta (jde acuerdo con el grado de exactitud dadel). Para las operacio-
nes inlermedias deben tomarse wna o doz cifras de reserva. Esta indica-
cibn tiene cardcter general. :

5i la funcidon f(z) ticne una derivada f (z) continema y diferente de
cero on el segmento [a, b], para acolar el error absolulo de la raiz aproxi-
mada ¢y, 50 puede emplear la férmula

|5—eal L LCRL
donde

p= min |[f (2)].
s xel

s

8 Método dec Nowton (de las tamgentes), Si/f ()0
y 7 {(x) =0 para a <z b, siendo f(a)f(B) <0, f(a)f"(a)>>0, lug apro-
26%
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ximaciones sucesivas x, (n=0, 1, 2, ...) de la raiz g de la ecuacion f(z)=0,
se calculan por las fdrmulas

To=ay zn=$n—1“%;n_—::) (n=1,2,...). @)

Cuando se cumplon cstas suposiciones, la sucesion z, (n=1, 2,...) es
monétona, y

lim z,=¢.
Te=b w0
Para acofar los errorcs se puede utilizar la férmula

_ S
|zn—g < L,

st
En la préactica rosulta mas cidmodo el empleo de férmulas menos com-

plicadas

donde p= minb”’ {=}|.

Tg=a, Typ==&n —af(z,,y) (=1, 2, ...}, (3"

i " ; 2
donde amm, que dan, aproximadamenie, la misma exactitnd que la

Iérmula (3).

Si f(&) " (b)>0, en las férmulas (3) y (3') debera suponoersc z;=b.
4% Método de iteracidn. Supongamos que la ecnacidén dada se
ha reducido a la forma

=0 (z), (4)

donde | ¢’ (x)J €. r<1 (r es una constanle) para @« < b, Partiendo del
valor inicial de z,, perteneciente al segmento [z, b], formamos la sucesion
de los nfimeros x4, 2y, ... degin la sigaicnte ley:

Zy=@ (xg), To=P(T()s ..y T =0 (Tp—y), ... (5)
SiagLry,Lb(n=1, 2, ...), el limite
E=limax,
T3

serd la inica raiz de la ecuacion (4) en el segmento {a, b], es decic,
z, son las aproximaciones sucesivas de la raiz E.
La acotacién del crror absoluto de la enésima aproximacién de z, la

da la formula

L g —=
Jaﬂxnl%—n;i_r—ﬂ-

Por esto, si &, ¥ Zp4y coinciden con una exactitud hasta e, el limile del

.
error ahsoluto do z, sera o

Para transformar la ecuacion f(z)=0 a la forma (4) so sustituye esta
dltima por la ccuacién equivalente
z=z—Af (&),

donde el nimero A == 0 se elige de tal forma, que fa funcién r—f’; [z—Af (@)] =

=1—2f () sea pequeila en valor absoluto en las proximidades del punto
zy {por ej., se puede suponer que 1—Af" (z4)=0).
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Ejemplo 1. Reducir la ccuacién 2z—Inz—4=0 a la forma (4), si
la aproximacién inieial de la raiz z,—2,5.

Solucidn. Aqui j(zr)=—2x—Inzr—4: f’(:r)=2—%. Escribimos la

ecuacion equivalente z—=x—Ai (2z—Inz—4) y en calidad de uno de los
valores convenientes de A tomamos 0,5, nfmero préximo a la raiz de la

ecuacion
f—2 (2—-1—)

I
& L

=0, es decir, a 1T~

x==2.5
La ecuacién inicial se redace a la forma

x:x—-—U,ﬁ\(}x—]n z—4)
0 bien,

x:?.—{—-;-]n s

, Ejemplo 2. Caleular con cxactitud hasta 0,01 la raiz & do la ecua-
cién precedente, comprendida entre 2 y 3.

Célculo de la raiz por el método de iteracidén. Apro-
vechamos el resultade del cjemplo 1, suponiendo x5=2,5. El cdlculo lo res-
lizamos segin las foérmulas {5}, con una eilra de reserva.

=2 --l—-'é* I 2,5 =~ 2,458,
Zy=2- 5 10 2,458 ~ 2,450,
2y= 24 In 2,450 ~ 2,448,

@y =2+% In 2,448 =~ 2,448.

Es deeir, E= 2,45 (¢l proceso de aproximaciones ulteriores puode darse por
terminado, ya que la tercers cifra decimal (las mildsimas) se han fijado).
Procedemos a acotar ¢l error. Aguf

1 1
pl@)=24+5Inzy ¢ (z)=5.

Considerandoe que lodas las apreximaciones z, se encuentran en el segmento
{2,4; 2,5], oblenemos

r=max|g (z) = =0,21.

1
2.2,4
Por consiguiente, el limite del error absoluto do la aproximacién z;, de
acuerdo con la observacidn hecha amteriorments, es

0,001

A =m=0,0012 =2 0,001.
De esta forma, la raiz cxacta & de la ecuacién se encuentra entre los limites
2,447 < E < 2,448;

pucde tomarse E==2,45, y todas [as cifras de este mimoro aproximado
serdn exactas en sentido estricto.
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Cdlculo de la rafz por ol método de Newton. Aqui
flg)=2z~Inz—4, f’(x)=2—%, f"(a:}:%.

En el segmento 2<{x<3 temomos: f (z)>0 vy { (2) >0 fF(2Yf(3)y<<o
¥y f(8) /" (3) > 0. Por consiguiente, las condiciones del "apartade 3°, para

Toe=3, se cumplen.
Tomamos

-1
g (2_-,1) —0.6.

Hacemes los céleulos por la férmula (3°), con dos cifray do reserva
2 =3-0,6(2-3—In3—£H—2,4592;
Zy==2,4592 —0,6 (2-2,4592 —1n 2,4592 — 4) = 2,4481;
z3=2,4481—0,6 (2-2,4481 — In 2,4481 — 4) — 2,4477;
2= 2,4477 0,6 (2-2,4477 — In 2,4477 — 4) = 2,4475.
En csta etapa suspendemos los céleulos, ya que las cifras de las milé-

simas no cambian mds. Damos la respuesta: la raiz £=2,45. Omitimos la
acotacidn del error.

5% Caso de un sistema de dos ccuaciones. Supongamos
que hay que caleular, con un grade de exactitud dado, las rafces reales de
un sistema de dos ccuaciones con dos incognitas

T, Y=
f(# 1)=0, ®
@z, y}=0,
y sepongamos también, que se tiene la aproximacién inicial de una de las
soluciones (Z, n) de cste sistema, x==;, y=y;.
Esta aproximaciin inicial puede obtenorse, por ej., grificamente, cons-
truyendo (en un mismo sistema de coordenadas cartesianas} las curvas

fle, )=0 v @(z, y)=0 y dotorminande Jlas coordenadas do los puntos de
interseccidn do estas curvas.

a) Métode do Nowton. Supongamos que el determinante funcional
_4.9)

d{x, ¥)

no se anula en las proximidades de la aproximacidn inicial z==,, y=y,.
En este caso, por ei método de Newton, la primera aproximacién del resml-
tado dol sistema (6} tiene la forma 2, =z4-ag, ¥y=¥o1-Bo, donde o, B
es la solucion del sistema de las dos ecuaciones lincales

f (z0r o) +cuafx(z0, ¥0) +Bofy (zo, ) =0,
(0, ¥o) +o®x (%0 Ho)+ Poby (%0, o) =0.
La"segunda aproximacién seo consigue por el mismo procedimiento:
m2=mi+a1! y2=yl+ﬁl!
donde @, B; es la solucién del sistema de ecnaciones lineales
{ 1 (z4 v} tasfs (20 y)+Bafu (20 ¥y} =0,

P (21, ¥0)+ayPx (21, ¥1)+ Pawy (24, ¥1) =0
Anfilogaments se obtiene la tercera y demds aproximaciones.
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b) Método de it e racidn. Para la resolucién del sistema de ecua-
*ciones (6) se puede emplear el método de iteracién, transformando este sis-
tema a la forma equivalente
Z:F T, §
{ (=, v) M

y:‘D(z! y)
v saponiendo, que 5
| Fofas 9|+ 0L 1) | <r <5 | F (2 ) |40 (3 ) | <r <1 (8)

en un entorno bidimensional determinado U/, de la aproximacién inicial
{x9, ¥o), que contiene también la soluciéon exacta (&, n) del sistema.

La sucesién de las aproximaciones (zn, ¥a) (n=1,2,...). que converge
hacia la solucién del sistema (7), o, lo que o3 lo mismo, hacia la solucion
del sistema (6), se forma segdn la siguiente ley:

zy= F(zg, yo)»  ¥1 =D {*0 Yo,
Zg=F (&4, ¥1)s  Y2=Q(zp, 1)
Ig= F (13, !fz)n yS:m (52! b’z),

G G e W M Hee o o m e mom Ve

Si todas las (z,, yn) pertenecen a U, lim =g, Hm yp=1.
o0 —+00

T+ Y

Para transformar el sistema de ecuaciones (6) a la forma (7), cumpliendo

1a condicién (8), se puedo recomeadar cl siguiente procedimiento. Examina-
mos el sistema de ecuaciones

{ of (z, y)+fo (=, y)=10,
_ v/ (=, p)+0¢ (z, 1) =0, )
equivalente al sistema (6) con la condicidn de que $ E[ # 0. Lo volve-
mos a escribir de la forma: :

e=z-+af (z, y)+ B9 (2, ¥) = F (x, y),

y=y-+vf (=, ¥)+0p(z, y) = O (z, y).
Elegimos los parametros «, B, y, 6, de modo, que las doerivadas -parciales
de las funciones F({(z, y) v @ (z, ¥} sean iguales o préximasy a cero para la

aproximacién inicial, es decir, hallamos «, B, v, &, como solucionos aproxi-
madas del sistema de ecuaciones

1+-afy (e, ¥o) + PPy (%o, Vo) =0,

afy, (o, vo) +Poy, (2o, ¥0) =0,

V% (%o Yo)+ 09 (g, Yo} =0,

14-vf,, (zor yo) + B9y, (o, ¥o}=0.
Eligiende de esta forma los pardmetros o, B, ¥, 8 y partiondo de la
suposicién de qué las derivadas parciales de las funciones f{x, ¥} ¥ 9(z, ¥)

varian relativamente dospacio en el entorno de la aproximacién inicial
{Zg, ¥o), la condicién (8) se cumplira.



408 Cdlculos aprozimados

Ejcmplo 3. Reducir el sistema de ecnaciones

{ 234 y2—1=0,

3 —z=0
a la forma {7), si la aproximacién inicial de la raiz es zp=—0,8, y,=0,55.
Solucidn., Aqui f(x, y)=224y2—1, ¢{z, y)=a%—y; §, (%, ¥0)=1.5,
fp oy go} =1, 15 @ (20 y0) =1,92, )}, (%o, yo)=~=1.
Escribimos el sistema, equivalente al de partida,
@ (224 y2 —1)+ B (2 —y) =0, ( & 5| £ 0)
V(*tyt—1)+ 8 (e —p) =0, v, O
en [a forma
r=gta (@ yi—1) -+ § (2% —y),
y=y+v (@2 4-g2—1)+0 (z5—y).

Elegimos cn calidad de valores numéricos convenientes de o, B, v, 8, la
soliucién del sistema de ecuaciones

14+1,6 41,92 =0,
1,1 a—fp=0,
1,6 y+1,92 =0,
141,1 y—56=0,

es decir, suponemos o w—0,3, fa~—0.3, y~~0,5 v § =04
En esto casa, el sisterma de ecuaciones

{ =z —0,3{z24y2—1)—0,3 (23 —y),
§=y—0,5 (2 +y2—~1)+0,4 (23 —y),

equivalente al do partida, tiene la forma (7) y en un entorno suficiente-
mente pequefio del punto (zg, ¥g) se cumplird la condicién (8).

Por el procedimiento de pruebas, separar las raices 'reales de
las siguientes ecuaciones y, valiéndose do la regla de las partes
proporcionales, calcularlas con aproximacion hasta 0,01. ’

3138, 2 —z+1=0.

3139, z*4-0,66—1,55=0.

3140, 2°—4x—1=0.

Partiendo de las aproximaciones iniciales oblenidas grafica-

menle, calecular por el mélode de Newton, con exactitud hasta
0,01, las raices de las ecuaciones:

3141, 28 —22—5=0, 3143, 2°=da.
3142. 2z—Inz—4=0. 3144, lgz=—1.
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Utilizando las aproximaciones iniciales encontradas grafica-
mente, calcular por el método de iteracién, eon exactitud hasta
0,01, las raices de las ecusaciones: '

3145, 28 —5zx-4-0,1=0. MaT. PP—r—2=0.
3146, 4z —=coszx.

Hallar graficamente las aproximaciones iniciales y calcular,
con exactitud hasta 0,01, Ias raices reales de las siguienles ecua-
ciones y sistemas:

3148, #®—~32z+1=0, 3164, 2° 4+ 22 —6=0.
3149, 2 —2z2*+3z—5=0. 3155, " e —4=0.
350, 422 —22—2=0. 24yt —1=0,
3151, z-lnz—14=0. 150 { —y=0.
3152, 284+ 32—0,6=0. — [ 22 |-y—4=0,
3153, 4x-—Tsenx=0, y—lgz—1=0.

3158. Calcular, con exactitud hasta 0,001, la minima raiz
positiva de la ecunacién tgz=z.

3159, Caleular, con exactitud hasta 0,0001, la raiz de la ecua-
cién z-thx=1.

§ 4, Integracion numérica de funciones

1°. FTérmuola de los trapecios IPara caleular aproximadamente
la integral

b
{ 1) ax

(f (z) es una [uncién continua en [a, B]) se divide cl segmenlo do integra-
h—an

cién [¢, b} en n partes iguales y se elige ol intersalo del clenlo h=

Supongamos que z;=gzp4 ik (Tg=a, Tp="5, i=0,1, 2,..., »)} son las absci-
sas de los puntos de divisién y que y; =/ (x;) son los correspondicntes valo-
res de la funcién subintegral y={(z). Entoncos, por la férmula de los ira-
pecios, tenemos:

; =

X ¥

S f(x)dxmh(ﬂuz—"+y1+y2-+-...+yn_,) (1)

it
con un ercor absoluto

By 22 (b—a)e 1
n <y (b— )e Mg,

donde My=max. {f* (z)| para a <L x < b.
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_Para conseguir la exactitud dada e, al calcular la integral, se determina
el intervalo del cdlculo i partiendo de la desigualdad

12s
2 <_““_"'(b—a)Mz " (2)

©s decir, & debe ser del orden V/e. El valor de % asi obtenido, se redondea
por defecto do forma, que
b-a

h

seda un numero quo ros dé el niimero de divisiones n. Dospuds de deter-
minar 4 y 2 por la férmula (1}, so calcula la integral, tomando los valores
de la funcién subintegral con una o dos cilras decimales de reserva,
2°. Formula de Simpson (férmula parabélica). 8i nes
un niimero par, en lag notacioncs 1° es vilida la firmula de Simpson
b

| 1@ a2~ o o om) +4 W1+ Vot .. )+

2

i

=n

+2{yat+ vt .- +¥n-2] 3)

<on yn error absoluto
h4
Ry 150 (b—ea) M, {4)
donde M;=mdx. [fIV (z)| cuando a <z <L b.
Para ascgiirar la exactitud dada e, al caleular la integral, el intervalo
«del cdlculo % so determina particndo de la desigualdad
ad o ' 5
-{g{—)(b—a)Mi . B, (J)

-es decir, que el intorvalo % lendrd el orden §e. El nimero % se redondea
—

por defecto de tal forma, que n= sea un nimero entero par.

Obsoervacién. Como no cs faeil la determinacién del intervalo del
«cdleulo & y del ndmero n relacionado con €1, por medio de las desigualdades
(2) ¥ (5), en goneral, en la practica, & se halla groseramente a tanteo. Des-
pués de obtenido el resultado, se duplica el ndmero », es decir, se divide
por dos el intervalo parcial 4. Si el nuevoe resultadoe coincide con el anterior,
«deniro de las cifras docimales que o comservaren, se termina el ‘ealculo.
En caso contrario, so repite el procedimiento y asi sucesivamente.

Para celcular aproximadamente el error absoluto R de la férmula de
cuadratura do Simpson (3) se puede cmplear también el principio de Runge,
segiin el cual, : £ ;

|Z—3|

15
donde £ y I, son los resultados obtenidos en los célenlos con la férmula {3),
para los intervalos » y M =2k, respectivamenle. . ;

=

3160. Bajo la accién de una fuerza variable F, dirigida a lo
largo de] eje OX, wn punto material se traslada por este eje desde
da posicién =0, hasta la posicién z=4. Calcular, aproximada-
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.mente, el trabajo A de la fuerza 7, si se da la tabla de los valo-
res de su modulo F:

z 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 |26 (3,0 ‘3,5 4,0

F 1,50 0,75 0,50 0,75 1,50 | 2,75 4,50'6,75 10,00

Efectuar los cédleulos por la férmula de los trapecios y por
la de Simpson. .

3161. Calcular, aproximadamente, §(322~—-4x) dz, por la fér-

0
mula de los trapecios, tomando n=10. Calcular esta integral exac-
tamente y hallar los errores absoluto y relativo del resultado.
Determinar el limite superior A del error absoluto del caleulo
efectuado para rn=10, aplicando la férmula del error que se da
en el texto. '

3162. Calcular S :—_‘:_% por la férmula de Simpson, con exacti-
0
tud hasta 10, tomando n=10. Determinar el limite superior A
del error absoluto, aplicando la férmula del error que se da en el
‘texto.
Calcular, con oxactitud hasta 0,01, las siguientes integrales
defipnidas:

1 2
dz sen x
s163. { . 3168, | =3 dz
L} 9
1 i n
X poick B
3164. Sm 3169. S 22 4.
1 d 2
54 cos T
3165. S - 3170. g 5% dz
‘ =
3166. \ zlezdz. cos =
S g 3171. S T dz
2 1 1
3167. g_gx_”d:c. ' 3172. ge—xsdx
g 3



412 Céleules aprozimados

3173. Caleular, con cxactitud hasta 0,0i, Ia integral impropia

oo

gﬁf_x—ﬂv empleando la sustitucidn x=~%—. Comprobar el célculo

v
aplicando la férmula de Simpson a la integral g‘ﬁ‘{i—i’ donde #
i
se elige de tal forma, que
200 d 4
L 4
=it
3174. La figura plana limitada por uwna semionda de la sinu-
soide y==senz y el eje OX, gira alrededor de este cje. Calcular
por la férmula de Simpson, con exactitud hasta 0,01, el volumen
del cuerpo de revolucién que se emgendra.
3175%. Calcular por la férmula de Simpson, con exaclitud
. ; ) i z2 y2 B
hasta 0,01, la longitud del arco de la elipse s 652 = 1.
situado en ol primer cuadrante coordenado.

§ 5. Integracion numerica de ecuaclones diferenciales ordinarias

1°. Método de las aproximaciones sucosivas (de
Picard). Supongamos que se nos da la ecuacién diferencial de 1e* orden

'=f(z, y) (1)

con la condicidn inicial y=y, para z=uz,.
La seclucidn y {x) de¢ la ecuacién (1) que satisface a la condicién inicial
dada puede exprosarse, generalmente, de la forma

y{z)= }im i (), (2

donde las aprozimaciones sucesivas de y; {z) se determinan por las férmulas

Yo ($)= ¥0s

v @) =vo+ \ 1 (2, vimy (@) a2

%9

(i=0,1,2,...)

Si el segundo miembro f{z, y) es una funcién detorminada y continus
en el entorno

R{|z—xg|<ay |y—yo| LB}
y satisface en el mismo a la condicion de Lipschitz

[ {2y v} —f (2, y2) | K Ljys—ual



Integracion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias 413

(L es una constante), el procese de las aproximaciones sucesivas (2) es seguro,
que convergeri en el intervalo

lz—z20| <ho

donde
8 b
h:m&n (a, 'ji_)
M=m}i'1x | £z, ¥}

Al acurrir esto, el error

i n+1
B=11 (9)—n (o) | capn L2l

<con tal de que
|z—ag| <ot

E]l método de las aproximaciones sucesivas (de Picard), con pequeilas
modificaciones, se puede aplicar también a los sistemas normales de ecua-
ciones diferenciales. En cuanto a las ccuaciones diferonciakes de 6rdenes
superiorcs, éstas se pueden escribir on forma de sistemas de ecuaciones
-diferenciales,

2°, Método de Runge y Kutta Supongamos que en un segmento
dado 25« 2 < X hay que ballar la selucién y (z} del problema (1} con una
exactitud dada e.

X'""'J.'o

Para esto, primerameﬁte, elegimos h= {intervalo del edleulo),

dividiendo el segmento [z, X] en n partes iguales de forma que 2t <e. Los
puntos de divisidu z; se determinan por la férmala

ri=xg+ik (i=0,1,2, ..., n).

Los correspondientes valores de y;=—1y (z;) de la funcidén que se busca, segin
ol método de Runge y Kutta, se calculan sucesivamente por las formulas

Yipr=¥i+AVi,
1 : i : z
Ayi= {2657 +- 260+ K9,

donde
i=0,1,2, ..., n

1D =1 (21, v3) b,
: (i)
B =1 (2 5+ vk 2= ) b
{i) I
2 ) h.,

#
kg;f’=f (-*"-'é-‘f‘“:sw .UE+—2“

WY <f(zg+h, g4k b

El método de Runge y Kutta tienc un orden de exactitud de %3, Una
acotacidon grosera del error del método de Runge y Kutta en el segmento

@)
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dado [z, X] se puede obtener partiendo del principio de Runge:

- ]y?m—;ml
R=m—

donde n=2m, ¥sy € lyx soa los resaltados de los cdlculos efectuados por
ol esquema (3) con los imtervalos h y 2.

El método de Bun;gje y Kutta se puede emplear también para resolver
sistemas de ecuaciones difercnciales

v=flz, 0 2, '=9lz, 5, 2) (4)
con condiciones imiciales dadas: y=yy, 2=z, para v= .
3°. Método de Milne., Para la resolucién del problema (1) por el

método de Milne, partiendo de los dates iniciales, y=—y, para z=zy, se
hallan por cualquier procedimiento les valores sucosivos

Y=y (21), yo=y{z), ys=y (x3)

de la funcién que se busca y(z) (por ej., Euede emplearse el desarrolio de
1a solucidn ¥ (z) on la serie (cap. IX, § 17) o hallar estos valores por el método
de las aproximaciones sucesivas, o empleando el de Runge y Kutta, etc.).

Las aproximaciones 7 e y; para los siguientes valores de y; (i=4, 5, ..., 2)
se hallan, sucesivamonte, por las férmulas

V= Viit e @fica—fica+2f1o0)s )

)
Fi=v1gtg (b by i i
donde
fi=flzi ) ¥ fi=FEn v) J
Para el control, caleulamos la magnitad
3£=%!;E*'§il° - (6)

Si e; no sobrepasa de una unidad del dltimo orden decimal 10-™ que

se conserva en la respuesta para y (z), en calidad do y; tomamos y; y pasa-
mos a calcular el siguiente valor y,.4 ropitiondo para elle el proceso
indicado. Si, por el contrario, &; >>10~™, hay que volver a empezar de
nuevo, disminuyendo el iatervalo del cdlculo. T.a magnitud del intervalo
inicial se determina, aproximadamente, de la desigualdad A3 < 10-™,

Para el caso de la solucidn del sistema (4), las férmulas de Milne se
eseriben por separado, para las funciones y{(z) y #(z). El orden del cdlculo
sigue siendo el mismo.

Ejemplo 4. Dada la ecvacién diferencial y'==y—z, con la condicién
inicial ;Q(O)=fl,5, calcular, con exactitud hasta 0,01, el valor de la solucitn
de esta‘ecuacién para el valor del argumente z=1,5. Hacer los célculos
combinande los métodos de Runge —Kutta y Milne.

Solucién. Elegimos el intervalo inicial del célculo %, partiendo de
la condicién de gue A%< 0,01. Para evitar complicaciones al escribir %,
tomamos ~2=10,25. En este caso, todo el intervalo do integracidn, desde x=0
hasta z=1,5, so divide en secis partes iguales do 0,256 de, longitud, por
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medio de los puntos =z;(i=0, ¢, 2, 3, 4, 5, 6); los correspondientes valores
de y ¥ de la derivada y’ los dosignamios cont y; © ;.

Log primeros tros valores de y (sin contar el inicial), los caleulamos
por ¢l método de Rungo y Kutta (por la férmula (3)); los otros tres valores,
Yir Y5 @ g por el método de Milne (por la férmula (5)).

El valor ye serd, evidentomento, la respuesta al problema.

El cdlculo lo efectuamos con dos cifras de reserva por un esquema
determinado, que comprende dos tablas, 1 y 2. Al final de la tabla 2
obtenemos la respuosta.

Cdleculo del valor de yy. Aqui
flz, )=—z+y, z=0, yp=1,5, =023,
Tenemos,

& =% (00 - 2050 - 2040 - ) —
=% (0,3750 +- 2-0,3906 - 2.0,3026 - 0,4106) = 0,3020;
kO = f {z,, yo) h={—0-1,5000) 0,25 =0,3750;

L0}
k= f (;04”’21, i ’”ﬁ )}z={—~0,125+1,5000-{-0,1875) 0,25 =0,3908;

g
kY

k‘ao?:f(x0—|w-;i, yo+-2 )h:(_0,125+1,5000+0,1953)0,25:0,3926;

CE® = f (2R, oK) A= (—0,25+1,500040,3926) 0,25 = 0,4106;

¥4 = Yo+ Ayp=1,500040,3020 = 1,8920 (las primeras. tres cifras de este nimero;
aproximado estdn parantizadas),

Anjlogamente so calculan’ los valoros de yy e y3 Los resultados del
edlculo se recogen en la tabla {1.

Caleulo del valor de y; Tenemos:

f{z, pr= —z+4y, =025, z;=1;
Yo==1,5000, y,=1,8020, yp=2,3243, y;=2,8084;
¥o=1,5000, y;~=1,6420, ye=1,8243, ya==2,05084.
Aplicando la férmula {5), hallamos:

- 4h . . 5
ya=yot ~5- Qui—ra+32)=

25

4.
= 1,5000 4 - ‘1 (21,6420 —1,8248 4 2.2,0584) = 3,3588;
Vi=1 (24 yu) = —1-}-3,3588 =2,3588;
— h p— ’ ¢
Vi=Ya -+ Wat4ys+yz)=

—2,3243 +L3'?. (2,3588 4+ 2,0584 -+ 1,8243) = 3,3500;

o _Ti—iil _ 13,3588—3,8500| _0,0002
& 20 29 )
por consiguionte, no hace falta revisar el intervalo de cdleulo.

A 74070 < -5.0,001;
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Tabla 1. Céleulo de ¥, ¥» e Y3 por el método de Runge y Kutta
[z, y)=—x+4y: h=025

h
v Jf (3:" 'f_ o !
Valor vi= 2 .
da i @y 2 . ; (l-'"f‘i» il K OR I
: T)
0 0 1,5000 1,5000 0,3750 1,5625 0,3906
1 0,25 1,8920 1,6420 0,4105 1,7223 0, 4306
2 0,50 2,3243 1,8248 0,4561 1,9273 0,4818
3 0,75 2,8084 2,0984 0,5146 2,1907 0,5477
h
Valor / (x; T @ | TEth - i ‘
T kgi) ki y£+k§i)) Iy ¥i ity
v +—2—)
0 1,0708 0,3926 1,6426 0,41006 0,3920 1,8920
1 41,7323 (,4331 1,8251 00,4562 0,4323 2,3243
2 1,9402 0,485( 2,0583 0,5148 0,4841 2,8081
3 2,2073 0,5518 2,3602 0,5900 (}, 5506 3,3500

Obtenemos y,=y,=3,3500 (las primeras tres cifras de esta aproximacidn
estan garantizadas).

De forma andloga efectuamos ol caleulo de los valores de y; o yu. Los
resultados de este célculo se incluyen cn la tabla 2.

De osta forma, finalmente, tenemos:

y (1,5) =4,74.

4°, Método de Adams. Para la resolucién del prébloma (1) por
¢l mélodo de Adams, partiendo de los datos iniciales y (zy) =y, hallamos,
por cualgquier procedimionto, los siguientes tres valorcs de la funcidn quo
se busca y (x):

P1=y () =y (Ro4h), yo=y (xs) =y (xg+2h}, yz=y (23) =y (zs+ 3h)

(estos tres valores se pueden obtener, por ¢j., por medio del desarrollo de
y{z) on serie de potoncias (ecap. I1X, § 18), o hallandolos por el método de
las aproximaciones sucesivas (punto 1°}, o empleando ¢l de Hunge y Kutta
{punto 27) ete.}.

Vatiéndose de los mimeros zg, #4, T3, ¥3 € Yo ¥4 Yoy Y3, calculamos las
magnitudes g5, g4, 9o, ¢3, donde

Qo=hys=hf (2oy yo)  G=lyi="{ (x5 y),
Ga=hys=nf (23, ¥2)»  Ga=hys="hf(z3 ya).
Después, formamos la tabla diegonal de las diferencias finitas de la magnitud ¢.
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x ¥ Ay= y'= q= Ag= Alg= Adg =
=Ynsg—|=f(2, §) |=V'h | =gasy~n| =8lns1~ | =8%n¢—

—n - Din 8%

Zo | Yo Ay | f im0y 50)} g0 Ago A%qo Adge

x| yg Ay | f(zn ¥0) @ Agy A%qq Adgy

2y | ¥a Ayy  |f(z2 ¥ | 4 Agy A%gy Adgy

z3 | ¥a Ays | Fiza ¥3)| a3 Ags Ags

€ | Ya Ay | Tl7w 32| Agy

r5 | ¥s Ays |fles. ¥s)| @5

g U

El métode de Adams consisto en continuar la tabla diagonal de diferen-
cias valitudose de la firmula de Adams

1 5 3
L\yn=qn+f A+ ‘i“z'Az‘}’n-a'F“g‘ﬁaG'n-a- (7

Asi, utilizando los mimeros g3, Agq, A2y, A%go, situados diagonalmente
en la tabla de diferencies, valiéndonos de la fdrmula (7) y poniendo en

ella n==3, calculamos Ayar«qs—f——;— qu—i—% Aﬂqi+% A3gy. Hallado el valor

Ays, calenlumos y, =y3+ Ays. Conociendo 2, o y,, calculamos gz = hf {2, ),
incluimos y;, Ays v g4 on la tabla de diferencias y la completamos después
con ias diferencias finitas Agqs, A2, Alg, situadas, junto con g4 en una
nueva diagonal paralela a la anterior.

Después, empleando los némeros de esta nueva diagonal, valiéndonos
de la f6rmula (8) v ponicndo en ella n=4, calculamos Ay, ys ¥ g5 ¥y obte-
nemos la siguiente diagonal: ¢;, Agy, AZyg, Adgs. Con ayuda de esta diagonal,
caleulamos el valor de pg de la solucion v {z) gue se buseca y asi succsiva-
mente.

Para calecular Ay, la férmula de Adawms (7) parte de la suposicion de
que las terceras diferencias finitas A% son constantes. En correspondencia
con esto, la magnitad # del intervalo inicial del cdlculo se determina de
la desigualdad A%<Z10-™ (si se desea obtener el valor de y {(z) con exactitud
hasta 10—},

En cste sentido, la férmula de Adams (7) es cquivalonte a las férmulas
do Milne (5) v de Runge y Katta (3).

La acotacién de Fos errores, para of método de Adams, es complicada

précticamente inntil, ya que, en genmeral, proporciona resultados exagora-
0s. En la préctica se sigue la marcha de las terceras diferenciales finitas,
eligiendo ol intervalo £ tan pequeiio, que las diferencias colindantes A3g;
v A% so diferencien entre si, como méximo, er una o dos unidades del
orden gado (sin contar las cifras de roscrva).

Para elevar la exactitud del resultado, la férmula de Adams puede

completarse con términos gque contengan las diferencias cuartas y mayores

271016
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de la magnitud ¢. Al hacer esto, crece of mimero de los primeros valores
do la funmcién y que so necesitan para comenzar a llenar la tabla. Las
férmulas de Adams para obtencr exactitudes olevadas no las vamos & expo-
ner aqui.

Ejemyplo 2 Calcular, por el método combinado de Runge y Kutta
y Adams, para x=1,5 y con una exactitud hasta 0,01, el valor de la solu-
¢ion do la ecuacidn diferencial y’'=y—=, con la condicién inicial de que
¥ (0)=1,5 (véase ol ej. 1). _

Solucibédn. Empleamos los valores de yy, ¥, ¥sy que obtuvimos al
resolver el problema 1. Su cdlenlo se da en la tabla 1.

Los valores siguientes de y,, ¥s, ve» los calculamos por el método de
Adams {véanse las tablas 3 y 4).

Tabla 4. Tabla principal para el caleulo de 4, ¥5 e ¥s
por ¢l método de Adams
flz, yy=—z+y;, h=0,25
{Los datos iniciales se dan en cursiva)

= @ Ay vi= e A A2q; | Ae
"_.i i ¥i Yi —Elz) =yih qi qi 1
e

o| o | 1,5000 t | 1,5000 | 0,370 | 0,0355 | 0,0101 |0,0028
1 |0,25| 1,8920 1 71,6420 | 0,4405 | 0,0456 |0,0120 |0,0037
2 0,50 2,8043 17,8245 | 0,4561 | 0,0585 |0,0166 |0,0047

5 |0,75| 2,8084 | 0,5504 2,0584 0,5146 | 0,0751 | 0,0213

4 11,00| 3,3588 | 0,6356 2,3588 0,5897 | 0,0064

b5 |1,25] 83,9944 | 0,7450 | 2,7444 | 0.6864

6 11.50

TRespuesta: 4,74

El valor yg=4,74 serd la respuesta del problema,

En los casos de resolucién de los sistemas (4}, la férmula de Adams (7)
v el esquema de cdleculo que se muesira en la tabla 3, se utilizan separa-
damente para cada una de las funciones y (z) ¥y z ().

Hallar tres aproximaciones sucesivas de las soluciones de las ecua-
cioues diferenciales y de los sistemas siguientes:

3176, y'=2+y% y(0)=0.
N1, y=2z+y+sz 2Z=y—z y0)=1, 20)=-—-2. )
3178. y' = —y; y(0)=0, ¥ (0)=1.

21*
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Tabla ¢. Tabla auxiliar para el céleulo por el método de Adams

1 5 3
Ayi=q; +-'2- Agiq+ ‘ﬁ-ﬁgfli-z +-g %13

Val : 1 S e 3

o1 i <5 Adiy ﬁ AMig | 5 8%y Ayi
3 10,5146 0,0293 0,0054 0,0011 0,5504
4 0,5897 0,0376 0,0089 0,0014 (,6356
5 ,6861 0,0482 0,0089 0,0018 0,7450

Calcular aproximadamente, por el método de Runge y Kuita,

suponiendo que el intervalo es 2= 0,2, las soluciones de las siguien-
tes ecuaciones diferenciales y sistemas, para los intervalos que
se indican:

M79. 2’ =y—ax; y(0)=1,5 (O<z).
3180. y’:%—yg; y(1) =1 (1<z<2).
3181, y' =z1, y(O) =1, z(0)=1 @O<z<1).

Valiéndose del método combinado de Runge y Kutta v Milne

2 =y—zx,

0 de Runge y Kutta y Adams, calcular, con exactitud hasta 0,01,
los valores de las soluciones de las ecuaciones diferenciales y sis-
temas que se dan a continuacién, para los valores del argumento
que se indican:

B2, y'=a4y; y=1 para z=0. Calcular y para z=0,5 l
3183, ¥ =2ty
3184. y' =2y-—3;
3185. y=—z4 2y+zs

2 =x-+4+2y+32 y=2, =2 para z=0.

y=1 para z=0. Calcular y para z=1.
y=1 para z=0. Calcular y para z=0)5.

Calcular y y z para 2=0,5.

Y' = —3y—az,

3186.[
2'=y—z y=2, z=—1 para z=0.

Calcular y y 2z para 2=0,5.

3BT, y'=2—y; y=2, ¥ =~—1 para z=0.
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Calcular y para z=1.
3188. %"+ 1=0; y=1, y' =0 para z=1.

Caleular y para z=1,5.
3189. 2=

di?

Hallar z () y 2’ (n).

+—:c2-»0032t:0; z=0, z’=1 para t="0.

§ 6. Galculo aproximado de los coeflcientes de Fourler
Esquoma de¢ 42 ordenadas. Sean yoe=t () (r=0, 1, ..., 12)
los valores de la funcién y—7f(z) en los puntos equidistantes zn=—n6—'-‘- del

segmento [0, 2n], al mismo tiempe gue Fp=~yj2.
Formamos las tablas:

Yo ¥4 ¥a Vs ¥s ¥s Yo
f11 Y10 Yo Vg Y7

-

sumas (Z) ug ¥y U Uy Ug Ys Ug
diferenc. {A) | vy Vg Ug Uy Ps
Ug Wy Ug U3 vy Vg U3
Hg U Uy \ vy Uy
suInag 8y 8y Sg S3 sumas ay Og O3
diferenc. g ty to diferenc. Ty Yo

Los coeficientes de Fourier an, by (=0, 1, 2, 3) de la funeién y=1(2)
se puneden hallar aproximadamente por las formulas:

6ag==so+ 81+ 32+ 53 6by = 0,501+ 0,86602+ 03,
6y =1+0,866 ¢,-+0,5¢5,  Bby=0,866 (v, + T2 a5
6&2——— Sp— 353 —i—D,ﬁ (Si bl .‘:‘2), 6b3= oy — T3,
Gag="1—13
Va .. & 1
dondo 0,886 =—2 a1~ —a-.

Tenemos:

3
a
f (2} = ...2L+ E {apn cos nz 4 by sen nz).
n=1
Se emplean también otros esquemas. Para facilitar el cAlculo se utilizan
plantillas.

Ejemplo. Hallar el polinomio de Fourior para la funcidn y=f{z)
(0 L z < 2n), dada por la tabla
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Wo | ¥4 | ¥2 ¥3 ¥y ys g i1 ¥g ¥y Y10 Y1
38 | 38 | 12 4 14 4 —48 | —23 | —27 | —24 8 32
Solucidon. Formamos lag tablas:
38 38 12 4 14 4 —18
¥ 32 8 ~2 —271 —23
7 38 70 20 —20 —t3 19 _1{8
v 6 4 28 41 27
38 70 20 =20 G 4 28
%1 —18 40 —48 1 22 4a
s 20 M 7 =20 a 33 45 28
¢ 56 89 33 T | —21.-37
Por la formula (1) tenemos:
a,=9.7, a;=249: a;=10,3; a3=3,8;
by=13,9; b= —84; by=0,8.

Por consiguients,

f(z) ~ 4,84-(24,9 cos z-+ 13,0 sen ) - 10,3 cos 22— 8,4 sen 21)
) i . I+ -(3,8 cos 32-4-0,8 sen 3z),
Valiéndose del esquema de 12 ordenadas, hallar los polinomios
de Fourier para las funciones siguientes, dadas en el segmento
{0, 2n] por las tablas de sus valores, correspondientes a los valo-
res equidistantes del argumento (yo = yy,);

3190, y,=-—7200 y,=4300 Yo = 7400 Y= 7600
¥ =300 y,=0 = —2250 0= 4500
Yo =700 ys= —5200 yz= 3850 Y= 250
3191, yo=0 Ys=9,72 ye=17,42 ¥y = 15,60
y1=16,68 ¥, = 8,97 in=106,81 Y10=14,88
U=9,68 ys=8,18 ys=6,22 Y1 = 3,67
3192, yo=2,T14  y;=1,273  y,=0,370 yo = —0,357
y1=3,042 3, =0,788 ¥, =0,540 Yo = —0,437
Ya :2,134 Ys =0,495 Ys =0,191 yii=0,757

3193. Calcular unos cuantos primeros cooficientes de Fourier

por el esquema de 12 ordenadas, para las siguientes funciones:

2) f(2) =g (B —3na® 4 20%) (0T <2m),

b) f(2) =y (z—n)? (0-< 2 < 2m).



SOLUGIONES

Gapitulo |

1. Solucién. Como a=(a—>b)4-b, tendremos qu |ss)ae—0b]4{b]|. De
donde (a—b] > |a|—|b] ¥ |a-—b|==|b-—a[;akb a|. Por congiguieute,
la—b|> |la|—=|b{ Ademds, |a—b|=]ad-(=b)|<lal+I=bl=|a|+|b}.
3.8 —2< <4 b) s —3,2>4 ) 12 d) b4, —24; —6;

0; 0: 0; 6. 5. 1 4k VITaE |zt VITHE 4 VITR 6. m F; O
% f{x)=—~-%z—|—-%—. 8. f(m)—_——g— xﬁ—%x-i-i. 9. 0,4 10, %—(z—{-lx[).
1. 8) ~1Cz < Foop h) —oo <2< 400 12, (—00, —2), (—2, 2), (2,+).

13.0) —o< 2 < — V2, VEgr< +ooihyz=0,|z| > V2 14 —1 <22
Rosolucién. Debe ser 24+7—a22 320, 0 a2—z-—2 <0, es decir, (z4-1)X
X (£—2) <2 0. De donds, 0 241320, 2—2.L0, es decir, —1L 22 0or
el contrario a1 < 0, z—2 7> 0, es decir, zL~1, 2> 2, 10 que 1o es posi-
ble. Do esta forma, —1<lzel2. 15, —2<2 0. 16, —o < s L—1,0

gl 17, =222 18, —1 <2<, 2<Ca < +c0. 19, -—~~;—4g;'x.;gi.

20. 1Lx<A00. 2. kn oIty k=0, %1, £2,..). 2 ¢(@)=
=Dzt 52240, | {z)= —328} 6. 23. a) Par; b) impar; ¢} par; d) impar;
¢} impar. 24, Indicacidén. Empléese la identidad f(x)=-12—[f (=) +

+f(—-:c)]+-7:—{f(z)—f(—-z)]. 26. a) Periddica, T=-§- a; b} periédica, T=

2
=%; ¢) periédica, I'==m;; d) periddica, T'=un; e) aperi6dica. 27. y=

b : T - b ;
=, si 0Lzl y=b, sieC a0 S=-2; 22, 51 0z ale; S=bar—

—E, s e La 2. m=qr cuando 0Lz Ll m=qlita({z—1)
cvando Iy < <L I+ 1lo m=qli+galat g3 (z—1i—1p) cuando i+l <<z <
< Uyl =1, 20, @ (9 (@) =225 b (p () =2 30 z. B1. (s + V2. BT, —3;
0;%. 38. a) y=0 cuando z=—4, y >0 cuando z7>—1, y<0

cuando z< —1; b) y=0 cuando z=—1 y z=2, ¥ >0 cuando —4 < x <
<2 y<0 cuando —oo<zL—1 ¥ 2Lz +co; €) ¥ >0 cuan-
do—co< 2< +oo; d) y=0 cuando z=0, z=—T13y z=713 ¥y >0
cusndo —V/3<2<0 3 V3< s« $00, ¥y<C0 cuando —a< e —1/3
y 0< 2< V3 e) y=0 cuando z=1, y >0 cwando —o<lz<{—1 ¥y 1<

< z<4wo, y<o 0 cuando 0L z< 4. 3. a) a:—_.ﬂé— (y—3N(—oo< y< +oo)
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b) 2=V§F1 vy 2= ~ VT (— 1<y <40} o) s=F I—pB (—c0< y<~
<+ d) =240 (-0 y<+ @) o) $=—;~ gy (—%}<y<%) :
40. z=y cuando —oo<y-.€;0;.z='l‘,/§ cuando 0 <y <7 +00. 41, a) ¥ =410,

#=2z—35; b} y=2% u=cosz; ¢) y=Igu, u—-:tgv,v-—-—-—g--, d) y—arczen u,
u=3% v==—z% 42, a) y=sen%zr; b) y=arctg‘|/]§‘a_:; c) y==2(z2—1), «
lz]<1, e y=0, si|2[>>1. 48. a) y=—cosa?, |/n<|z|<V3m: b) y=
=1g (10-—10%), —oo<lz < {;¢) y——-%- cuando —oo<(z< 0 6 y==x cnando
0Le<{too, 46. Indicacion. Véase sl apéndice VI, fig. 1. 51. Indi-
cacion. Completando cuadrados en el trinomio de segunde grado,
tendromos y=yota(r—=p)2, donde zp= —58/2z ‘e o= (4ac—~52)/4a. De
donde la grifica quo se busca es la parghola y=az?, desplazada a lo
largo del ¢je OX en la magnited 25 y a lo largo del eje OY en
Ia magnitud yo- 53. Iadicacién. Véase el apéndice VI, dibujo 2.
38, Indicacidn. Véase el apéndice VI, dibujo 3. 614. Indicacidn.

Esta grdifica representa de por gi la hipérbela y:-%, desplazada a lo

largo del eje OX en la magnitud =z v a lo largo del eje OV en la magni-
tud y,. 362. Indicacién. Separando la parte catera, tendremos Y ==
m%-—-% (::-I—%) {compédrese con ol M 61). 65, Indicacidn.
Véase el apéndice VI, dibujo 4. 67, Indicacidn, Véase ol apépdice VI,
dibujo 5. ¥1. Indicacidn. Véase ol apéndice VI, dibujo 6. 72. Ind i-
cacién. Véaso el apéndice VI, dibujo 7. 73. Indicacidn. Véase el
apéndice VI, dibujo 8, 75. Indicacidn. Véase e] apéndice VI, dibujo 9.
78, Indicacién. Véase el apéndice VI, dibujo 23. 80. Indicacion.
Véase el apéndice VI, dibujo 8. 81. Indicacidn. Véase el apéndice VI,
dibujo 9. 82. Indicacion. Véase el apéndice VI, dibujo 10. 83. In d i-
cacidn. Véase el apindice VI, dibujo 10. 84. Indicacitn Véase el
apéndice VI, dibujo 11. 85. Indicacidén. Véase el apéndice VI, dibujo 11.
87. Indicaci6én. El periodo de la funcién 7=2n/n. 83. Indicacién.
La gréfica quo se busca es la sinusoide y =5 sen 2z con amplitud 5 y perio-
do =z, desplazada hacia la derecha a lo largo del eje OX en la magnitud
1

1. 90 Indicacién. Poniendo a=Acosg y b=—Asenp, tendremos

y=dAsen{z—~q), donde A=/ a?F5% y tp=arct.g(—--z—) . En nuestre caso,

A=10, ¢=0,927. 92, Indicacidén. cos2x=% (1+cos2z), 93. Indi-

cacién. La grifica que se busca es la suma de las graficas y, =z o yp=
=senz. 94. Indicacidn. La grifica que se busca es el producto de’las
grificas yy=z e ya=son=z. 99. Indicacién. La funcidn es par. Para
z >0 determinamos los puntos para los cuales 1) y=0; 2 y=1y3)y=
= —1. Cuando z —> oo y—>1. 104. Indicacién. Véase ¢l apéndice VI,
dibujo 14. 102. Indicaecidén. Véase el apéndice VI, dibujo 15.
103. Indicacidn, Véase el apéndice VI, dibujo 17. 104, Indicacidn.
Véase el apéndice VI, dibujo 17. 105. Indicacidn. Véase el apéndice VI,
dibujo 18. 107. Indicaci6én. Véase el apéndice VI, dibujo 18. 118. I nd i-
cacidn. Véase el apéndice VI, dibujo 12, 119. Indicacidn. Véase el
apéndice VI, dibujo 12, 120. Indicacidn. Véase el apéndice VI, dibujo 13.
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121. Indicacidn. Véage el apéndice VI, dibujo. 13. 132, Indicacidn,
Véase el apéndice VI, dibujo 30. 133. ‘Indicacidn. Véase e] apéndice VI,
dibujo 32. 134. Indicacidn. Véase ol apéndice VI, dibujo 31. 138. In-
dicacidn. Véase el apéndice VI, dibujo 33. 139, Indicacidn. Véase
el apéndice VI, dibujo 28. 140. Indicacidn. Véase el apéndice VI,
dibujo 25. 144. Indicacidén. YFormamos la tabla de los valores

t | 4@ 1 2 3§ eee [ —1|—2 | —3
z U] 1 8 27 cea | =1 | —8 e DT
Yy 0 | 4 9 1 4 9

Construyendo los puntos (z, ) obtenidos, resulta lo curva buscada (viéase
ol apéndice VI, dibujo 7). (El pardmetro #, al hacer esto, no se marca geo-
métricamente). 142. Véase el apéndice VI, dibujo 19, 143. Véase ol apén-
dice VI, dibujo 27. 144. Véase ol apéndice VI, dibujo 29. 145. Véase el
apéndice VI, dibujo 22. 150. Véaso el apéndice VI, dibujo 28. 151. Indi-
cacién. Resolviendo la ecuacién con respecto a y, obtenemos y=
== V352 Después de lo cual es ficil construir la curva quo se busca
por puntos. 153. Véase ¢l apéndice VI, dibujo 24. 156, Véase ¢l apéndice VI,
dibujo 27. Basta coustruir los (z, y) correspondientes a las abscisas
=0, £ -g—, +a. 187, Indicacidén. Resolviendo la psenacién con res-
octo & z, tendromos z=10 Ig y — ¥ (*). De donde obtenemos los puntos (z, y)
e la 'urva que se busca, ddndole a la ordenada y valores arbitrarios (y >0}
vy calenlando por la férmmula (*) la abscisa z. Debe tensrse em cuenia, que
lgy — —cocnandoy~—+ 0. 159. Indicacién. Pasando a las coordenadas

polares r="T]22F 3% y tgtp=%, tendremos r=e% (véase el apéndice VI,

dibujo 32). 160, Indicacién. Pasando a las coordenadas pelares z==

. = 3 sen p cos @ . o
=rcosq ¢ y=rsenq, tendremos r_m {véase el apéndice VI,

dibujo 32). 161, F=232+1,8C. 162. y=0,6z (10—a); Yy 4, =15 para z=35.
& o 1
163, y=% sen z; ymaxz% para z=-g—. 164. a) By =, zo=2; h) z=

=0,68; ¢) 3 =1,37, 2,=10; d) z=0,40; e} 2=1,50; ) £=0,80. 165. a) =; =2,
Y1=5; z9=05, yp=2; b) 3y=—3, yy=—2; o= —2, ya= —3; ¥3=2, ya=23;
=3, y,=2;¢) 2,=2, y=2 zp= 34, yo= —2,5; d) zym ~3,6, y; =~—3.1;

Zpre =27, Yp2% z3a02,9, yy~1.8 A4 wa—16 e) :1=%.

_VE o VE L B Al
hW==y- By, Jg= =y 166. n>ﬁ. a) n >4 b) n>10; ¢) >

> 32. 167. n >%—‘1=N: a) N=9; b) N=99; ¢) N=999. 168, 6=~—§~ (e <

< 1). a} 0,02; b) 0,002; c) 0,0002. 169. a) lIgz < —N cuando 0<C2< 8 (N);
b) 2% > N cuando z > X (N); ¢) | f (=} >N cuande |z|>X(N). 170. a) §;

b) 15€) 2 Q) -?%. 171, -;m 172, 1. 178, —5. 174 1. 475.3. 176, 4.
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177. —Z— 178, “13‘ Indicacién. Emplear la férmula 124284 ... 4-n2=

=--,ié-n(n+1) (2n-1). 179, 0. 180. 0. 181. 1. 182. 0. 183. co. 184. 0. 185. 72.
186. 2. 187. 2. 188 co. 189, 0. 190. 1. 191, 0. 192. co. 193 —2. 194. co.

195. = . 196. 197, 327, 198. —1. 199, . 200. 3. 201, = 202. .
Sa P 3 5
203. _-1—,. 204. 12. 205, S, 206. — L. 207. 1. 208, —— . 209, —0— .
56 2 3 V:c Y7
210, —L1_ 211, 0, 212, 2. 213, —2-. 214, L. 215. 0. 216. 1) o sen 2
. 3 3 . v = 2 . e 2 . - 2 2 - . = 2 »
b) 0. 247. 3. 218, . 219. _;- 220. . 22, -%- 292, cosa. 223, —sena.
224. w. 225, cosz. 226. —1—;5 927. a) 0; b) 1. 228. % 229. 2 230. 0.
1 1
2y, 233, — . 234. ,‘,_..,- . e
231, I/" 232, {n m3). 283, = . 236. 1. 235, . 236. = . 287. —7-.
238. . 239. -}1_ 240. 1. 241, 1. 242. ~ 4 243. 0. 244. _‘}. 245. 0. 246. 1.

247, €2, 248, 1. 249, 4. 250. ¥, 251. e. 252, a) 1. Resolucida.
i

B 1 g
e z ; ;
lim (003.2)* = Lim(— (1 —cos)} * —lim {1 —2sen3.} —lim [ (12 son® x
x=0 a0 x>0 # x—+0
1
= 2 sen? — 2 sens =
Zsenz > _ 2 1im (_,, ; 2 2501]23
f-) . * P * Como lim et
2 x>0 z
stn — = 1
= =2 lim = —21-1im —=0, teadremos lim{cosz)* =
x—0 x—0 4 z—0
1 y - :
e, h) -_-—_; . Resolucidn. Andlogamente al anterior (véase a).
8
—2 sen% —
lim ( ) — 2 gen? %
lim (cos z)** =¢ 0 . Como lim | ——~J=—21limx
G x—0 x2 x>0
2
sen — 1 1
2 2 1 2 3 =7 1 2
X|{ — | =5 |= —=, tendremos lim (cos 7)™ =¢ °=—=.253.In2
ER KT 2 250 Ve
2

256. 10 Ige. 255. 1. 266. 1. 257. —-. 238, 4. Indicacién. Poger e*—

—1=a, donde ¢ —+ 0. 259. Ina. lndicacion. Dmplear la idontidad

a-e™% 260, Ing. Indicacién. Poner —i—:a, donde oo— 0 (véase el
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Ne 259). 261, a—b. 262. 1. 263. a) 1; b) % 264, a) ~—1; b) 1. 265. a) —1;

b) 1. 266. a) 1; b) 0. 267. a) 0; b) 1. 268, a) —1; b) 4. 269. a) —1; b} 1.
270. a}) —oo; b) +co. 271, Resolucién. Siz == kn (h=0, 41, =2, ...),
cos?z<{1 e y=0; si, por el contrario z=kn, cos?ax=1 06 y=1. 272, y =z

cuando 0 Lz < 1; y=% cuando z=1; y=0 cuando =z >>1. 273. y=\z|
274, y=—% cuande 2<{0; y=0 cuando z=0; y=% cuando =z > 0.

275. y=1 cuando 0 L z < 1; y=2 cuando { < z < 400, 276. a2 « 2.z —

e
e—1"

—> —; 7 —>o. 278, m. 279. 21R. 280

284, ii'nalozicnzw-;— 285. %E. 286, k=1, $=0; la recta y=uzx es asintota de
la curva y=zjj‘:; 287. an)=Q{,(i-{—%)ﬂ, donde % es ¢l coeficiente
de proporcionalidad {«rogla de interés compuestor); Qp=Qpe*t. 288, | x| >
>%: a) {z|>10; b) | =] >~100; ¢} I£.|>1000. 289, [m—1|<% cuando
0<e<l; a) |z—1]<0,05 b) |z—1|< 0,005 ¢) | x—1 | << 6,0005.
290. lz—»2[<—1-1;-=6; a) 8=0,; b) 6=0,01; ¢) 6=0,001. 291. a) segundo;

1 3 1 2
R 292, a) 1; b) 2; ¢) 3. 298. a) 1; b) i c) T d) 2;

¢) 3. 2095. No. 206, 15. 297, —1. 298. —1, 299. 3. 300. a) 1,03 (1,0296);
b) 0,985 (0,9849); ©¢) 3,167(3,1623). Indicacién. 0= 9F1i=
=3)/ i d) 10,954 (10,954). 301. 1) 0,08(0,9804); 2) 1,03 (1,0309);
3) 0,0095(0,00952); 4) 3.875(3,8730); 5) 1,12(1,425); 6) 0,72 (0,7480);
7) 0,043 (0,04439). 303. a) 2% b) 4 ©) —; d) = . 307. Indicacién. Si
z >0, cuando | Az |< z, tenemos | Vz+Az—Vz|=|az|/{(VrFaz+ V7)<
L | Az |/ Vz. 309. Indicacién. Utilizar la desigualdad | cos (z-Az)—
—eosz|<l|Az]. 310. a) z =~ %——}-kn, donde % es un nimero entero; b) x %

+ km, donde %k es un nimero entern. 311. Indicacion. Utilizar la de-
sigualdad [lz+4+Az|—|=z|| «C|Az|. 313, A=4. 314. j{0)=1. 315, No.
g i

816. a) f(0)=n; b} 1 (0)=; ¢) F(0)=2; )  (0)=2; €) { (0)==0; f) f (0)==1.
317, z=2, es un punto de discontinnidad de 22 cspecie. 318, z= —1, os un
punto de discontinuidad evitable. 319. z= —2, ¢s un punto de discontinui-
dad de 22 especie; z==2, ¢s un punto de discontinuidad evitable, 320, z=0,
es un punto de discontinuidad de 12 especie. 321. a} x=0, es un puuto de

discontinuidad de 2% especie; b) z-=0, es un punto de discontinuidad evi-
table. 322. z=0, es un punto de discontinuidad evitable, z=Fn (k==1,

= 2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 328. z——-2nk+%(k=0‘

&1, £2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 324, c=rkn {(k=0,
=1, +2,...), son puntos de discontinuidad infinita. 825. z=0, es un

b) tercero.
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punto de discontinuidad de %2 egpecie. 326. z= —1, es un punto de discon-
tinuidad evitable; x=1, un puato de discontinuidad de 1% especie. 327, z=
= —1, 65 un punto de discontinuidad de 22 especie. 328, z =0, es un punto
de discontinuidad evitable. 329, =1, es un punto de discontinuidad de 12
ospocie. 330, z=3, es un punto de discontinuidad de 12 especie. 332. z=1,
¢s un punto de discontinuidad de 12 espocie. 333. La funcién es continna.
334. a) #=0, es un punto de discontinuidad de 12 especie; b) la funcidm
e continua; ¢) x=1/x (&, es un nimero entero), son puntos de discontinui-
dad de 12 especie. 333. a) z=#% (&, es un nimero entego), son punios de
discontiznidad de 12 especie; by x=Fk (k == 0, es un ndmero cntero), son
puntos de discontinuidad de 12 especie. 337. No, porque la funcién y= £ (x)
cs discontinua cusndo z==1. 338, 4,53, 339. Indicacidn, Demostrar,
que cuande zy es suficientemente grande, tenemos P (- zg) P (xp) < 0.

Capitule 1i

341, a) 31 b) 0.24; ¢) 2h-4- A2 342, a) 0,1; b) —3: c)) a+h—V . 344, a) 624;
1560; b) 0,04; 100; ¢) —1; 0,000014. 345. a) aAz; «; b) 3ztAzx4-

; ) 9
82 (o) (Aa)% o4 3aha-(Az)s o) — 20T if‘z‘”‘)’a D —
T 1 2% (208% .0 q)
dy - - 1 e ——— e x (pAx _ : _—l
y Vatsa—Vz T @) B "
f) 1n x";“ : %m(i-}-'ﬁx—"). 346. a) ~1; b) 0,4; c) —h; 0. 347. 21.

8. 15 omseg. 9. 75 0. LETSNZIEL gy pma
= lim [(2+42)—}(z) A9 . 4y 90 jim AT

o) Az v BRed) el B g B e denlaia le
magnitud del dngulo de rotacién en el instante ¢. 353. a) i—{; )] i—f:
= lim —%—E, dopde T os la temperatura en el instante 2. 354. ‘é—?:

= lim %g_, donde @ es la cantidad de substancia en el instante ¢,

Am. v Am 1 5
355. —_—t --— . 356. — = 0,16; — = —0,238;
a) — b) “!:xl.‘!lcl—‘iﬂ = 356. a) = 0,46; b) 5 0
c) —-%-]1—,\*3—0,249; Vieo=—0,26. 357, sec*z. Resgsolucidn. y'=
T tg (z+Az)—tgx : sen Az . sen Awx
Aa:-a-n i\z aa:-ﬂao Az cos x cos (T4 AzT) Ax-+0 Asi &
i i —sec? 2 py___2_. .
Xalnlc-To cos r 008 ¢£--Ax)  coslz i SR RRD) o 2Vx
—1 1 160, #(8)= Iim [(BHAD—f(8)
i 359. _1_ Resolucion. f (8)_AI;310 e
= lim VBFAT—VE _ o 8+4z—8
Az—+0 A% sx=0 Az [V BFAz)e 4V (8FAz) 8+ V87
= lim = =L, 360, {(0)=—8, {* (1)=0, §' (2)=0.
8x>0 P (84 Az)2 -2V Bf-Az -4 12

3, £;=0; z2=3. Indicacidén. La ecuacidén f* (z)={ (») para la funcidén
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dada tiene Ja forma 322=2% 3862, 30 m/seg. 363. 1, 2. 364, —1.
365, f’{xo)_-—-,_,—in 366. —1; 2; tgp=3. Indicacidén. Empléense los
resultados del l}reu_lemplo 3 v del problema 365. 367. Besoluclén.
. 1 (Ax)? 1 TFazr—1
% 0)= lim Y(A%? _ 1im = O ’1—11m1’...._.._......_=_—
3 7(0) aiﬂlﬂ Ax Ax=( y Az Lol () Az
2k 1
o T 1 o o R ) CoS ( 5 n—f-f_\x)
w Hm e = 003 c) 3'_( _-1)= lim =
axr0 3/ (Az)d Ax-r—0 Az

- 1 |sen Az | g 2k+1 T |sendz| G .
A:}:En Az 9 b ( 2 )_",-a;!_lﬂlg.u Az - ;i' 308, be
£

—12z24-2. 369. H—+2:r--2:c3 370, 2az4-b, 371. —

matt—14

1 3

b (meln)emin-1, 378, OM gz T g75. 2 O _52P 3g-4,

r it 1’ ) x2
A

b 2 8

376, .Ea:.g. Indicacion, p=a2z’=z’, 371 4b,___ —_ 2:!(__ -
322y z Bz )zt

be—ad —2a%w- 62 425 1—4z 1
818, Trmw - ¥ E—terE TG B Via—Vi
382. Beosz—3senz. 383, ——j— 884 ———% . 385. 12sent,
sen? 2z {sen z—cos z)2

£
;_0_112_3- 388. HICSBBI+m.

-

380.

386. p'=0. 387, ctgx— 389. wzarctg z.

390, 2% (z-4+7). 391, ze¥, 892, & ;2 0, 2R a0p Sxfonse—eiel

X

395, 2%2e*, 396, &¥ (arc gon x -4 Tfi—-—a) . 397. —(f-%—i-i—i—;;:i—} . 398, 3z2In x.
-z

Inz 2 2Inzx 1
ALy P 1 4 i SR I
- i 400, PR 401, shz-t+acha.

2
z z?
-2 - 4
2z chz+z2s5h 2 403, —thiz. 404 d{xlnzx +s’nﬂx ch x)
ch?z z InZz.5h?

- 922 — 1723
405, 21‘4 . 406, - J Arsh xv{——?— are sen x. 407, g} il Areh e "
i—z {—at 1V 1F =2 z2 /21
12z Arcth z an ar<-b 2 z .
. A = (Z). e ety
2, 162 (32090, &8, wro—ie. 416, —mEe. 45, e,
(2z—1)8 Vi=a? V (at-0zb)?
3 —te2 x -l tot s
AT ]/1 Lp—t. as, ITMEENTE gy =L
costz 2sen? z | ctg x
420. 2—15cos? 7 sen . 421. % . Indicacién, =sen2i}cos2t,
3
?enz =3, 423, sen4r 4o, ; Scogz+-2senx
(1—3cosx) cos® & 27/ 15sen z — 1fcos x
495, 2cosx 3 sen x A%, - 1

3) sen z costz 27/ 1—=2 )/ 1-Farcsen v

399.

402,

408,

422,
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427, L BN g et
2{1+x%) |/arctg x Vi—z2 (1+2%) (arctg z)
X zek %_. 0% 5 1t
o R, s SHERRING 2 SR . Nt
2 Yz fx 3V (2:5=2%11)2 %
ch;s(:c“-52+1)——da-—. 433, —asen(ax-P). 434, sen (2t ).
22¢032 —
&x
435, —2-S05%  sge, =1 437, rcos2s?son3s2. 439, — i
send x senﬂ—z— z [/ 2i—1
440. T My e Wy st BB wdDedFEN
2 Yr—at 1227 14z
455, —2257In5. 445, 221025 (14-z1n10). 446. sen 2712 £ cos 2¢ In 2.
—e% 2 — 2z 2Inz
4 —_—— /4 4 r 4 2y
447, Vi 148. Sy T 149, ctg zlge. 450, Tt 451, =
_ AR e )
sz Lo gna i ) 6 b NS W (Y
zlnz . (¢¥+5 sen & —4 arcsen 7) /T —x2 (1+In?z)z
. 454, e — = . 435, Rosolucidn.
RTE=D) arctg x 22 "]/lnx+i+2(",/.t—1—x) :

¥’ =(sen? bx)’ (:os2 + send bz (cosﬁf‘%—) = 3 sen? Dx cog bx.5 cos? —':—— -+

+ sen? 5z.2 cos 3 ( ~-sen ——) i 15 sen® 5z cos 5z r.:os2 _g__,_%, gen? bz cos X

z =z 4a 43 x24 4z — . x?
X -3— sen 3 456. (:&'—2)3 . 457, W 438, _(1 _.32)5 ¥
459- " ..f..-__i..__. . 460. .—1——__._.____. - 461. z—.._.z_..,._.._. -
z? |7 22 — 2241 V(a®+ 22)F Vi + =28
I/ )8 S—
462. w . 463. 25 YV (1+ 29 464, o . S—
Ve y {(e—1)p (= +2)°
= ; 2abmnz™1 {g— pa™)Mm-1 z3—1
465. 42 (@—22%) (a+523). 466. T A
468. a—3zx 469, 3x2 1 2{atb-textabtbedac
2Va—z " 2 VEFay 1) (a+9)
X i+2Vy ; e . y—e
170. —Te VY ... 1. 2048V T2 4Tz —— L%
6 VIV (v + Vi) I 2ay —y?)®
473, —e . 474, 015 T COSB 2, T5. —————— . 476, 10 tg 5z sec? 5z.
Ve* 41 sen? z cost z
477, zcos x2. 478. 3t3sen 23, 479, 3 cos z cos 2z. 480, tgdz. 48, %%42_;"
482 _ (a—P)sen2z 483. 0. 484. 1 arcsen z (2 arceos z —arcsen z)
2 Vasonﬁ:c—{—ﬁcoaﬂz 2 V-2
e — 2
485. . 486. 7g, Zarccosz=Vi—at .0 1

z !/2;3 = 1+z2 § e (1 —z2)"/2 g Va—bat "
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{a>>0), 490. 2 /a2 —x2{a>>0). 4. . 492, arcsen "/ z.

¢ a—z
e '/a+ %

Vz:.c—».r

493, : 89, i . 405, B .
/T —25z% arcsen 5 VY 1—1n?x 1—2z cos a-+o?
1 ]/ x sen? z B me g
e s, ) g SRy o 5V
496. Erdsemz 197, 4z F=s" 498, TFcostz’ 499, e
500. sen 2:c.‘:se’12 %, B501. 2m2p (2ma™X45)P=1 a™* In a. 502, ¢ (o cos ﬁt—[.'} son fit}.
503. * gen pz. 504, e *cos3z. 505,  27~1a~* (n—2z%1n a).
{
otg —
1 o 3 *In3d 2ax b
500. —-ﬁ-ytgz(H- J'cosz In a). 507, ( T )2 . 508, rr T
x sen?
I PR TE PUEL IS
Va2 x2 1+ 1= V2az + ot zInd z
g i r—1 2r+11 : e
. B4y, —— g n, = p— —
513. = 514 =% Indicacidn y=5Iln(z—2)
3x2 —16x 19 1 T
= 5 -
31n (z--1). 515 =R =" 516, . BIT. NV =E =ar,
— B2 15a In? (ax D) 2
HB; {(3— 223} In (3—22%) ° alkh ax-4-b v 92k VzELlat
z mrt+n .. = & i 'V'i—i—:ﬂ - -1
h2d. o 522, 172 sen In z. 323, o 524, = . 525, S
3 sen ax 24
5 08 b sen< ax
526, Vicos [28FCsen 3X 1y 949 (1 —arccos 3x)]. 527. (3 ln 3425 bx)
a2 cos axrcos bzt b sen ax sen bx 1 o i
cos? bx ; v D8y 1+2genz ~ man z(l141In2z) ~
= 1 nT 1
530. _— . ., ——.
V1 — 2 arcsen & e :V1I—=Inz @ (1+In2x)
533, e . 533 2% 534, 288 gae 1
= .1'.'4—}—9:2-—-«2 . conVSenz. J {54—1 v E 1—'—.’1‘3 =
Bl e 587. 6sh22z-ch2z. 538. ™ (a ch pz-+p sh Pz)-

“ — g2y’ '

539, 6 the 2z (1—th?2z), 540, 2 cth 2z, B, —mimme. A2, o
, /adf-zt z Y InTz—1
543, — . 544 ——L | 545. 2. 546, zArthe. 547. xArshaz.
c0S AT sen & 1—za
5348, a) y'=1 cwando >0 y'=~1 cuando z<0; »'(0) no existe;
B 1 —1 para <0, o o T
b) ¥’ =|2x|. 349. ¥ =— 550, f' {z)= o R S, 52, —2~+~3a

553, 6w, 534 ) [L(0)=—1, FO=1 b) [L(0)=—, f} ()= =2,
¢} [L(0)=1, fi(0)=0; d) f2(0)={;(0)=0; e) f2(0) y fi(0) no existen,
555, 1—z. bB56. - . 557. —1. 558. 0, 561. Resolucién, Tenomos
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y'=e*(1—=z). Como e‘xm%— , se tiene y’z% {1—=z) o bien zy' =y (1—=x).

566. (1 + 2z)(1 + 32) + 2(1 + @) (1 + 3z) 4 3(z + 1){f + 2a).

_ (z4-2) (5z2 4192 4+-20) e PEL cop, . OEAE
W e RS 7y 1y et MRS T = i
22 {(z—2)8 (z2—Tx4-1)

S Kl <) 570.
<V s P T NE—9 Ve e
5. — i . 572. *(1+lnz). 573, &y

8 (z—1)"/2 (x4 2)°0 (= -3)*/2
{ouln 2
T2

" Vs 1
X (t+2inz), 574, 3/ z . 575, = 2 (H—?IM) . 576. 2%%z% %
x (—::- —+In z+ln2x) . B77. zghemx (-‘qit-’;-af—+cosz in m) . 578. (cos z)®e0 ¥

X {coszIlncesz — semztg x).  579. (1+—1~)x [ o (1—|—~é~)——%;\ :

T z ] . 1 .

580. (arctg x) [ln arctg :c+—-——-———-+—(1+x2) ey 881, a) xy TaFS
; 2 . 10 3 —2¢ —2t

b) x;,=2_—m-5 H 0) &= ———— s 582, 3 12, 583. -*HT . 584, i—-

; 14-5¢2

t{2— 9} 2 t+1 - _ b

5. STt W6 o S o A ge W9, — g
b e ,_ § —1 para t <0, . :

580. = tg t. 5H. tg3t. 592. y = { 1 para £ >0, 393. —2e3,

504. tgt. 506. 1. 597. co. 599. No. 600. Si, ya que esta igualdad os una

: , 2 b2x z2 z (3z+2y)
bl e i) ey 4 T i w0
identidad. 601. 5 602, = 603. i 604. p

v
= g 242 {—y3
= y b &y e y
605. —1/;-. 606. ——'l/;—. 807. g(zB_ya)+2xy 1+ 3zy® +4y3
10 yonsty Y § e z2 g2
808. -Grgery - 009 —1. 810. ———ie. 611, e
1 1 i

82, (s B8 ¢ == % Lye7. 615, x_‘"_y .

616, 1Y 7. YFSVEFUE Lo Zloy—y ¥ oo a0 B s
z—y cz—y Y2 F y2 2 "ylae—z =z : ? 27
c) 0. 622. 45%; aretg 2 & G3°26'. 623. 45°. 624. axctg %—-&:36"21'. 625. (0; 20);

: 15); (—2; —12). 626. (1; —3). 627. y=zt—a41. 628. k=-;—1:1.

829. (%--. H%) B3, y—5—0; z42=0. 632 z—1=0; y—0.
633. a) y==2r; y=—-—1—-z; by z2—2y—4=0; 2r4y—~2=0; c) 6242y —=0;

2
2z By+4-3n=0; d) p=2—1; y=1—=x;,8) 224y—3=0; z—2y+1=0 para
el punto (1;1); 2x—y—+3=0; =z-42y—1=0 para ol punto (—1; 1).
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634. Tz—10y+6=0, 10z}Ty—34=0. 635. y=0; (14+4)z+{n—4)y—

22 ,
—»—-T-«zﬂ. 636. bz--Gy—13=0, Gz—5y421=0. 637. zty—2=-0.
638. En el punto (1; 0): y=3z-2; y = 1_—2-_%; en el punto (2; 0} y= —2xJ-2;
y=z—2; en el punfo (3; 0): y=2z—86; y=3;$. 639, 14z —13y +12=0;

13z4-14y—41=0. 640. Tndicacidén. La ccuaciéon de la tangente es
—2—Z—+2—g-zi. Por consiguiente, esta tangente corta al sje OX en &l punto
o 0

A2z, 0) y al eje OY en ol punto B {0, 2¥;). Buscando ¢l pante medio del
segmonto 48, hallamos el puntoe {zg, ;). 643. 40°36’. 644. En el punto (0, 0)
las pardbolaz son tangentes entre si; en el punto (i, 1) se cortan hajo el
angulo de arctg %::58'48’. 647. §;=8,=2; t=nr=271/2. 648. 1112

L. % : o e H .
?LE’?’ N =2z sen 55 St =2a sen ?tg?, Sp=asent.

652. 7—2ason
653. arctg—;'?«. 654. »-g«—|—2fp. 653, &p=dm¥a; Sp,=a; t=2na ]/1 -+ ane;

n=u V1+432; t.g].l.:2ﬂ:. 656, Sig=a; Sn="’%“' t=—l//a2+p$;

2
[
u=% VarFpm: tg p=—p- 657. 3cm/seg; & —9 cm/seg. 658. 15 cm/seg.
659. —-—g-mfseg. 660. La ecuacidn de la trayectoria es y=ztga—
r
g z2. Kl alcance es igual a M.

2 cosé g
V98 —2uggt son @I- g2L2; el coeficients angular del wvector de la velocidad
vy sen g-—gt

vgLcos
eliminar el pardmetro ¢ del sistema dado. El alcance es la abscisa del
punte 4 (dibujo 17). Las proyecciones de la velocidad sobre los ojes:

dr dy . . ]/ dx \2 ay 2 |
i ¥ o La magnitud do la velocidad (ET) +(W) ; el  vector

de la volocidad westa dirigido por la tamgente a la trayectoria.
661. Decrece con una velocidad de 0,4. 662, (-g— : %) . 663. La diagonal

crece con una velocidad de ~ 3,8 cmfseg, el drea, con una velocidad de
40 cm?/seg. 664. El arca de la superficie ecrece con una wvelocidad de

La velocidad

Indicacidn. Para determinar la trayectoria hay que

0,2m m3/seg, el velumen, con una velocidad de 0,057 m3/seg. 665. "{[.3_ cm/seg.

666. La masa total de la barra es de 360 g, la densidad en el punto M
es ignal a 5z g/cm, la densidad en el punto A es igual a cero, la densidad

en el punto B es de 6)0 giem. 667, 5620 21023, 668. € (4z%--2).
2{l—z= —z 2z
669. 2cos 2z. 670. Yy 671, e 672. 2 arctg x+m.
. 2 2z arcsen x
673. T——+
24

L2 6 ch ., 619, yF—6. GEO: J¥ (34320,
(1—z2)*/2 a a
BCEE

681, 3V 682, yV — —64son 2z, 684. 0; 1: 2; 2. 685. La veloci-

28~1(i6
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dad v=>5; 4£,997; 4,7. La aceleracién ¢==0; —0,006; —0,06; —686, La ley del
movimiento del punto M, es x=acos of; la volocidad en el momento ¢ s
igual a-—awsen @f; la aceleracién en el momento £ -—awcosnt. La
velocidad inicial es igual a 0; la acoleracitén inicial: —aea® la velocidad
cuando z=0; = a®; la aceleracion cuando z==0: 0. El valor maximo do la
magnitud absoluta de la velocidad: e¢w, El valor miximo de la magnitud
absoluta do la aceleracidn: aw? 687. yi™=nlg" 688, a) nrl(1—z)-M+L),

1.3...(2n—3) oy, Ty
b) (—1)t Z 2 B TO0 689, a) gen (x—i—nwé—), b) 2% cos (2:‘:—|—nT) :

i
iy

2Nz
' 2L =yl 2l |

o (—areos @ (i o ST )

n=1{p—4)! o™

et LR A

by 2m-lg-2x [2(-—1)?1 224 2n(—1)" 12+ n (n2—-1)

X.C0S (z-i—%)—Enxcos (x+(n—21)n) —n{n—1)cos (z+ (’3—22)71 ) ;

g) 2n=Lsen !-Zz-t-(n——i) ..g_:l 2 h) (~1)

(—1}“-2] ;o) (d—af)x

—1)"-1.4.3 ..., (2n—3 —1)2 6 (n—4)!
gy AR @)y (net)); o) ERZ R cuando n >4
Ong 2
691 ¥ (0)==¢n—1)! 692. a) 9¢3; b) 2¢24-2; n) —/T—¢3. 693, a)?g-ﬁig—t- -
i . —1 5 —t . 3at
b) Bacostisent ' o) ‘, s d) at sendt ' 694, a) 0; b) 2%
$¢ 5en -?
t(141) — 2¢t a2y
- 2' — =
695, a) (1--12) (1-F3¢ ),?) 996 e O (m){zﬂ
3etgd! 4e2f (2 sen ¢ —cog 1) e 3 o
699, —Z= . T00. —mrg— - 701, 6e3t (1-4-32--22), T02, mnem,
nog, B =@, dz  SIF@P—F &I g _n
) dy:q‘ [/ @)’ 243_?_2 [(gz ()] 7 {f
L4 e A, B
706 —~—5 07, - 708. —— T - g
111 1 1, _ Balz _ : .
09, . 710. —pp. Tl @) 5i b) w5e 120 Ay=0,000001; dy—
—0,009. 713. 4 (1~2%) =1 cuando z=1 w 43::_%_. 14, dS—2zAz,
AS =2zAz 4 (Az)2. 717. Cuando z=0. 718. No. 719, dy= *“';Z Ay —0,0436 .
1 _n —mdx
720- dy = m [ 0,00037- 721. dy’ = E Eo 0,0698. 722. ZmHL
dx dz adx
SO . he e L it 5 R
2. 724. T 2. — T 7% 2xe2 dz,
—2dx i-cosg et dt
727. Inzde, 728, T—z2 . 720, *—W . 730. —m"{ .
i 10z 8y —-_;e_?dx . 4 a+y
732, = 215y dr. 733. —§ e dzx. 734, a dz.

yﬁ__xe ¥
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735. gd: 737. a) 0,485; B) 0,065; ©) 1, 2; d) —0,045; e) 7 +0,025~081.
738. 585 cx®. 739, 15 ~2,25; V17~ 413; [ 70~8,38 /640~ 253.

740, V10~ 2,16; 170 ~ 4,13; 1 300~ 5,85, 741, a) 5é b) 1, 4; ¢) 0,93; ) 0.8,

742, 10019, 743. 0,57, 744, 2,03, 748. J__s- 78, AP
(1 — z2) /o (1—z2) /2
750. (—sena:ln x+$-- i )(d 2 75 —-2-—]“;,;3(:!9:)2.

___..384 (d:c)i . 754, 3-2" sen (29: +3 +%u) (dz)".

755. e“°°“sen(xsenu+nu){dx)” 757, No, ya que f'(2) mno existe.
758, No. El punto :c=—g—- es un punto de discontinuidad de la funcidm,

752. — e~ (z2— 6z +6) (dz)3, 753,

762. £—0. 763. (2, 4). 765. 8) E=—; B) §=- 768, Inz=(a—1)—
—%(z—i}ﬂ—k%)——, donde E=1+48(z—1), 0< B 1. 769, senz=
=z—-—+ 5] cos ky, donde Ey=0z, 001} sen2=0——r 3+-§-—
—;—:‘cosgz, donde E,=8,r, 0< 0 1. 770, e“:i-}-x-}- o0 -}—31 ot

Fiaw il

e ) P E —_ i & .
.+ (n—ia}l -+ = eg dond: E=0x, 0<08<1. 772. El error
X X
) 1‘) W H h) 'ST W y en ambos casos g—ﬁx, 0< 9< 1.
773. El error es menor de w0 775. Resolucidén. Tenemos

%

T T 2 2
‘l/- ad® (1 + i) (1 o -':—) . Desarrollando ambos factores en poten-

a—x a

.
2 1 2z 1 a

3
cias de z, obtenemos: (1—{-—3) ""H"'"__'S" i (1-—-—-) a 1+

z , 3 =2 i - -l/ ez
+?F+§-&?' Multiplicdndolos, tendremos: =

m1+ + 2aﬂ '

Luego, desarrollando ¢*/% ¢n potencias de —z—. obtenemos el mismo poli-
= x x2 1

nomio e® ~1+—+5. 777 —-3. 778. co. 779. 1. 780. 3. 781,

782. 5. 783. co. 784, 0. 785. T 786. 1. 788. —.789.1.790.0.191. 2.792,c0

para »>1; e para n=1; 0 para n<1. 793. 0. 795, — 796-1-

R
797. —4. 799. 1. 800. 5. 801. 1. 802. 1. 803. 1. 804. % 805. .
e

1
806. —. 807. 1. 808. 1. 810. Indicacidn. Hallar el lim 2’5
o~+{ 3bh

28%
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2
dondo .S‘:«-%—- (a—sena) es la expresion exacta del drea del segmento

(R, es el radio de la circunferencia correspondiente).

Gapitule 111

811, (=co, —2), crece; (—2, o), decrece. 812, (—oo, 2), decrece: (2, co)
crece. 813. (—oo, o), croce. 814, (—oo, 0) ¥ (2, co), crece; (0, 2), decrece-
815, (—oo, 2) y {2, oo), decrece. 8i6. {—co, 1}, crece; (1, o), decrece.
817. (—o0, —2), (2, ) ¥ (8, o), decrece. 818, (0, 1), decrece; (1, co).
crece. 819, (—co, —1) ¥ (1, o), erece; (—1, 1) docrece. 820. (—co, o),

crece, §21. (0. % , decrece; (%, co). crece, 822, (—2, 0), crece.
823. (~—o0, 2), decrece; (2, co), crece. 824. (—co, o) y (a, co), decrece.
825. (—oo, 0) ¥ (0, 1), decrece; (1, oo), crece. 827. Yax =7 cuando z=

21 . 828. No hay extremo. 830. y,;,=0 cuando z=0; y ., =0 cuando
=12, ¥5¢== 1296 cuando z=6. 831. y,,;, ~—0,76 cuando z ~ 0,23; Yinax =0
cuando z = 1; ¥ ¢, ~—0,05 cuando x & 1,43. Cuando z =2 no hay ¢xtremo. 832.

9
No hay extremo. 833. ¥, .. =—2 cuando 2=0; y ., =2 caando z=2. 834. Imax=7qg

=

cuando x=3,2. 835. y ., —=—3 13 cuando z= —% Y Yinin =2 V3 cuando z=

—_;..-—3. 836. Ypge= V2 cuando z=0. 837. y_ . =—1/3 cuando z=
=w2V3 youm=V3 cuando z=2713. 888. y_ . —0 cuando z=x1:
Ynax =1 cuando =z-=0. 839. y .. = —-g— V8 cuando 2= (k— %] T

3 1 .
Ymdx m-2—V3 cuando = (k—I_F :rn) k=0, x£1, +2,...}. 840. .y, =5

n

2 ~

cuando z=12km; ¥, 4. =0 cos 2‘52 cnande z=12 (ki g)n; Vmn=—29
i

ws-;l cuando z= 12 (f_i :t»s—) T Ypin=1 cuando w=26(2k41)n(k=0,

1 1
41, +2,...). 84l yu,.,=0 cuando z=0. 842. gy, = T cuando e s
1
843. ymu=% cuando z=—5 Ymin=0 cuando z=1, 844. y_;, =1 cuando

z=0., 845, ymm—_~--~:— cuando z=—1. 846. y . =0 cuando z=0;

4
Vi =e_‘zcuando z=2. 847. poe,=¢ cuando z=1. 848. No hay extremo.

849, El valor minimo es m:-—% cuando z= —1; el wvalor miximo
M=l cuando z=1. 830. m=0 cuando z=0 y z=10; M =5 cnando

2
=5, 851. m=_{ cuando z=(2k41) -z—; M =1 cuando z:% (k=0, +1,

+2,...). 852. m=0 cuande z=1; M== cuando z= —1. 833. m=—1
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coando z== —14; M =27 cuando x=23 854, a) m==—6 cuando z=1; M =220
cuando z=35 b) m= —1579 cuando z= —10; M =23745 cuando z=12.

856, p= —2, ¢=4. 861. Cada uno de los sumandos debe ser igual a %-.

862. El rectngulo debe ser un cuadrado cuyo lado es igual a —i— 863, lsds«

coles. 864, El lado de la superficie, que esti junto a la pared, debo ser

dos veces mayor que el otro lado. 865, El lado del cuadrado que so recorta

&

B

de la base. 867. Aquél, cuya altura es igual al didmetro de Ja base.
o it

868. La altura del cilindre, —%,
L3

es el radic de la esfera dada. 869. La altura delcilindroes R /2, donde R

4
es ol tadio do laesfera dada. 870. La altura del cono es —31— #, donde R e3 el

radio de la esfera dada. 871, La altura del cono es %R, donde B es el radio:

dobe ser igual a —. 866. l.a uitura debe ser dos veces menor gue el lado

el radio de su base, B V%,(londe R

4

de la esfera dada. 872. El radio de la base dcl cono es %r, donde r ez el

radio de la base del cilindro dado. 873. Aquél, cuya altura es dos veces
mayor que el didmetro de la esfera. 874, g=m, es decir, la seccion del
canalon tiene forma de semicircunforencia. 875. El dngulo central del sec-

tor os 2x ]/——g,— 876. La altura de la parte cilindrica debo ser igual

a ceso, eg 2u:]ecir, el rccipiente debe tener forma de semiesfera, 877. h=

={I§—-d§)§. 878'%+§§E=1' 879. Los lados del rectingulo son a']/ﬁ
0

v bV32, donde a y b son los correspondientes semiejos de la elipse.
880. Las coordenadas de los vértices del rectingule, situados cn la paré-

bola (—2— a, == 2 ]/-pi) . 881 (—0—“—1a— -3—) . 882, El dngulo es igual
3 e 3 TATVE 4 ) g
. 1 i s Vo
a la mayor de las magnitudes arccos —- y arctg — . 883, AM =2 s
k . Ve+ve
d d 5
884- L__ 885. a Xe=l=—=, b €&=——0=. =d V_. 886- i —
V2 ) Vi) A 3
= ]/% 3 Pogn=172Q. 887. | Mm. Indicacidn. Cuando el choque

do las dos esferas os completamenie elfstico, la velocidad que adquiere la
bola immdvil, de masa m,, después de producirse el chogue con la de

2mot
., 888. n=
i+ g "

-l / NR -
= —— (si este niimero no es entero o no es divisor del ndmero N, se
toma el nmero entero mAs préximo al valor obtenido, quoe sea divisor

masa mq, que se movia con velocidad », serd igual a

2
de N). Como la resistencia interna de la baterfa es igual a iN.’_ , el sentido
fisico de la solucién encontrada es: gque la rosistencia interna de la hate-
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ria deberd ser lo mds préxima posible a la resistencia exterior. 889, y—

=-3-h. 891, {—co, 2), c6acava hacia abajo; (2, co), céneava hacia arriba:

M (2, 12) punto de infiexién. 892, (—co, co), cOmcava hacia arriba.
893, (=oco, —3), cdncava bacia abajo; (—3, o), téncava hacia arriba; no
hay puntos de inflexién. 894 (—co, ~6) y (0, 6), concavidades hacia
arribs; (—6, 0) y (8, o), coacavidades hacia abajo; son puntos de infle-
xién: My (—8; --2_) 0(0: 0), My (6 o). 895 (—co, —V3) v
(0, 1/3), concavidades hacia arriba; (=71/3, 0) v (1/3, oc), concavidades

hacia abajo; son puntos de inflexién: My, ,(=+73 0) y © (0; 0).
; n f)3 2 : b n
896, ((41:-!—1)—2-, (4% 4-3) —)‘—) ,» concavidad hacia arriba, ((4!:—1-3} 5

{4+ 5) —";—) » concavidad hacia abajo (k=0, =1, £ 2, ...); pantos de infle-

(Xidn: —((21:-]—1) %; 0). 897, (2km, {(2k-1-1) @), concavidad hacia arriba;
((2k—1) n, 2kn), concavidad hacia abajo (k=0, =1, +2,...); las abs-
cisas de los puntos de inflexidn son z=/rhn. 898, (O, -—1-—) concavidad

Ve
hacia abajo; ( ?;3 ;0 ) . concavidad hacia arriba; M (-—-»—'l-;:; m%) g
puato de inflexién. 899. (—co, 0), concavidad hacia arriba; g}, o), conca-
vidad hacia abajo; O (0, 0), punto de inflexién, 900, (—co, —3} ¥ (—1,00),
concavidad bacia arriba; (—3, —1) concavidad hacia abajo; puntos de inflo-
xién son M, (—3; é-g-) ¥ Mz(—-i; -%-) 901. z=2; y=0. 902. »=1,
z=3; y=0. 903. 2=2-2; y=1. 904. y==z. 905. y= —z (izquierds), y==zx
{derecha). 906. y = —1 (izquierda), y=1 (derecha). 907. x = 41, y= — = (iz-
quierda), y =z (derecha}. 908, y= — 2 (izquierda}, y=2x 2 (derecha}, 909, y=2.
910. x =0, y =1 (izquierda), y =0 (derecha), M1. 2 =0, y =1. 912. y = 0. 3. 2=
= —1.914. y =z —n (izquierda; y = 7t (derecha), 915. y =a. 916, Yinax =0
cuando x=0; ;) = —4 cuando z=2; el punto de inflexi6n es M, (1, —2).

N7, yoac=1 cuando z= + V/3; ¥min="0 cuande x=0; el punto de infle-

Xién es M!,g(:ti; % - M8. ypey=4 cuando = —1; y,,=0 coando
z=1; ol punto de inflexidn es ; {0; 2). 919. y, =8 cuando z=—2; ¥, =0

cuando z=2; el punto de inflexién es M {0; 4). 920. Ymin= —1 cuande z=0;
los puntos de inflexién son M, (= 1/5; 0) y M, 4( 4+ 1; —-it-’zis) £
921. Yrusx = —2 cuando 2=0; Pmsn =2 cuando r=2; las asintotas son z =1,
y==2—1. 922, Los puntos de inflexiéu son M, 5 (==1,-2); la asintota es
z=0. 923, ¥, =—4% cuando z= —{; Ymin=4 cuando z=1; la asintota

es z=10. 924. y, ;. =3 cuando z=1; el punto do inflexién es M (-775; 0);

la asintota es z=0. 925. Vmax"-"%' cuando z=0; los puntes de inflexidn

son Mi,z(:ti; -j—:;—), la asintotaes y=0.926. y_ . = ~2 cuando z=0; las
asintotas son z==42 e y=90. 927. Ymipn=—1 cuando z==2; y_ . =1
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cuando z=2; los puntos de inflexién son O(0; 0) y My, 2| F 2 V3 F ﬁ ;
2

la asintota es y=0. 928, y 4z =1 cuando z=4; el punto de inflexién es

M (5; -g—) las asintotas son z=2 e y=0. 929, El punto de inflexi6n es

0 (0; 0); las asintotas z==2 ¢ y=0. 930. ¥ 4x= —% cuando x=-g-', las
asfntotas son z=0, 2=4 e y=0. 931, ¥ e="~4 cuando z=—1; ¥n=4%

cuando z=1; las asfntotas son z=0 e y=3z. 932. A((; 2) y B(4 2) son
los puntos oxtremos; ¥,z =2 V2 cuando z=2. 983, 4(—8; —4) y B {8; 4)
son los puntos de los extremos. El punto de inflexién es O (0; 0). 934. El
punto del extremo es 4(—3; 0); ¥pip=—2 cuando r=—2. 935. Los pun-

tos de los extremos son A(—7/3;0), 0(0: 0) vy B{V3 0) Yoax= V2

cuando =z = —1: el punte de inflexién es M (V—3+2]/§,

]/6 ]/1-!——];73) . 936, y, ;=1 cuando z=0; los puatos de inflexitn
son My, »{=1; 0). 937. Los puntos de inflexién son M, (0; 1) v Mq(1: O)

la asintota es y=—=. 938. ¥ac=0 cuando 2= —1%; ¥pi=—1 (cuando
2=0). 939. y 4, =2 cuando z =0; los puntos de inflexion son M, o (£ 1 V2);
la asintota es y=0. 940, ¥, (= —4% cuando == ~=4; Ypsx =4 cuando z=4

¢l punto de inflexion es O (0; 0); la asintota es y=0. 941, yppq = V% cuando

=2 Ypn="V 4 cuando z=4; ¥4y =2 cuando z=3, 942. y ¢, =2 cuando
z=0; las asin_t_qtas son «==2. 943. Las asinto_!;as gon 2=—=+2 e y=0.

944. y =—1/-§— cuando z="V3; ¥ = — V? cnando £=—"71/3; los
min ,lyz mix 5 :

puntos de inflexién son M, ( w3 -«-f:l) , 0(0; Oy vy My (3: %) ; las  asin-

totas, £= 1. 945. ymin=% cuando z=6; ol punmto de inflexién es

M| 12; ..%__ : la asintota es z=2. 946, ¥ .. cuando z=1; ¢l punto
: "’r_loo mix .

de {nflexién es M (2; f—z) - la asintota, ¥ —0. 947. Los puntos do inflexi6n

san M, (-—3a; —g}si) Yy My ( —a, —2-5-) : la asintota os y=0. 948. y . =€

(siﬂ/z_ 3/
=7 a8

tota, y=0. 949. Y =2 cuando z=0; los puntos de inflexién son

cuando z—4: los puntos de inflexién son Mj 5 ); la asin-
My, 3(i 13 %) . 950. Yyge=1 cuando z=z£1; ¥u=0 cuando z=0.
951. Yy g =0,74 cuando z=e?~17,39; ol punto de inflexién os M (/3 A

2
~ 14,39; 0,70); las asfntotas, #=0 e y=0. 952, ymm=—%;- cuando ==
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e 2 3 el punto de inflexidén es M
e

a 3a? 3
(Vg; —?15—3—) « 993. ¥,,1n=¢ cuando

- 2
z=2¢; ¢] punto de inflexidén es M (e‘zg %) ; la asfntota es z==1; y — 0 cuando

- 4 1
z —0. 904, Yingx=—7 = 0,54 cuando z=-g—1~—-086: vy, =0 cuando
x—=0: ol punto de inflexién es M (%—1&: —0),63; %m0,37) ;7 ¥y—-0
cuando z-» —144-0 (punto limite extremo). 955. y ., =1 enando z== /3

los puntos do inflexidn son My, (< 1,89; 1,33); las asintotas, ==-1,
956. La asintota es zy =0. 957, Las asintotas son =0 (cuando z—--+ oo)

e y==—z (cuando x—-—co). 958, Las asintotas son = —— z=0 e

¥y=0; la funcidn no estd determinada en el segmento [———if»ﬂ] .

959. Es una fancidn periddica de periodo 2. Ymin=— V2 cuando
5 o

z= 7 a2k, Vmax = V2 cuando z=—2’-+2kn (k=0, =1, £2,...): los

puntos de inflexidén son Mk(%-:t—j~k:z; 0) . 960. Es una funcidn periddica

= - B i

de perfodo 2m:. y,,,fnz-—;:— V3 cuando x:—w% M 2RV Yppay = z-"[/a

cuaando z:—%—}-%n (k=0, =1, +2, ...); los puntos de inflexién son

My (hm; 0) y Ny (arccos (—-%)—Fﬂm; %Vﬁ) 961, Es una funcidn
7t

periédica de periodo 2x. En el segmento [ —zt, ] Ymgx = -%— cuando z::i:-g ;

Ymin=—2 caando z=zkmn; y . =0 cuando z=0; los puntos de infloxidn
son My, 5 {4 0,57; 0,43) v My, , (== 2,20: —0,95). 962. Es uama funcidn perid-
dica impar de.periode 2x. En csisegmento [G, 2xr): Ymae =1 cuando z=0; ¥, =

=0,?1 cnando &= %., ymﬁx=1 cuando le};

Ymax = — 0,71 cuando E’Z—j.:-ﬂ: Ymin=—1 cuando .1:=~§—- A Ymgg =1 cuando
=2 los pumtos de inflexién son M, (0,36; 0,86); M,(1,21; 0,86).
M3 (2,36; 0); M, (3,51; —0,86); M (4, 35; —0,86) y M(5,50; 0). 963. Es una

cuande =z= % + 2km;

Yipn=—1 cuando z=um;

funcion periédica de periodo 2n. Youtn = 5~

- i

Ymax = "3 cuando xm“‘%ﬂ--f—?fm(kzo, =1, +2,...); las asinto-

tas son x=%n+kn. 964. Es una funcién periddica de periodo m; los pun-

tos de inflexién son Mj (-%-f-kn:lz/—-g) (k=0, 1, =+2,...); las asin-

3 - fiis 2
totas son xm-—é«n-i—kn. 965. KEs una funcién periédica par de periodo 2m
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En el segmento [0, n]: ymaxzﬁ/g cuando = arccos % Ymax =0 cuando

] g 13, =0 1
=1 ymmz_m cnand®  z==arccos _ﬁ) i Ymin & cuarto
; 275
x=10; los puntos de inflexidn son M, (»-;—-, 0) 3 My (arcsen %; 2—;l,"_,—'r)
0 { AR
y My (n-—amsen -‘—gf; —--‘—2%3) 966, Es una funcién periddica par de
pericdo 2m. En ¢l sogmento [0, n): 4. =1 coando x={; ym{,x:;z—f_i

1 2 1
cuando z=arccos ( —-—-:) sy o cuando 2 ==8TCCOY ——r— ;
Vﬁ min 3 ’[/6 6:

Y= —1 cuando z=m; los puntos de inflexion son M, (i‘;—, ) 7 My
13 4 13 13 4 13
(arccos T'é; 9 E) Yy My (arccos (-— %g) H = 18 )

967. Es una funcién impar. Los puntos de inflexién soa My (kn: kn)
(=0, 41, 2, ...). 968, Es una funcién par. Los puntos de los extremos
son Ay, (2 2,83, —1,57); ¥uae = 1,57 cuando 2==0 (punto de retroceso); los
puntos de inflexion son My, 5 (=-1,54; —0,34). 969, Es una funcidén impar.
Su campo de existencia es —1 < z< 1. El punto de inflexién 0(0; 0); la

asintota x==-41. 970. Es una funeién impar. yln“:—gm_i-f-zkn enando

)

x=-g—+kn; ymngn—ki—f- 2kn enando z=%n+kn; los punios de in-

2k

flexién son My (km, 2kn); las asintotas &=o s (k=0, 1, £2,..).

971. Es uwna funcidn par; y,;,=0 ceando z=0; las asintotas son py=

= ——;—L z—1 {euando # —»—co) e y:%x-i(ouando =00} 972, g0 =0

cuando =0 (punto anguloso); la asintota es ¥ =1. 973, -'/mm=1'+“g' cuando

r=1; ymangTn—i enando z=—1; el puato de inflexién (centro de

simetria} es (0, m); las asintotas, y==z-+2n (izquierda) e y ==z (derecha).
974, Es una funcion impar. ¥, ¢, = 1,285 cuando x=1; y . = 1,856 cuando

2= —1; el punto de inflexién os M (0, %), las asintotas, y=;—+n

{cuando 2 - —co} © y=%— {euando z —» -co). 975. Las asinlotas son z=0

e y=z—In2 976, ~ 1,32 cuando x=1; la asintota es ax=0.

Ymin )
977. Es wupa funcidn periddica do perfodo 2m. Yntn =" cnando 2=

3
=?:z—1—2k:rt; Ymgx=*¢ cuando x:%—+2kn(k=0, 241, +2,...); los pun-
, ¥5-1
a/B Fh=L
tos de inflexidn son — My (arcsan -1-/-‘-’-2—1-4—2&.11; e 4 )
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VE—1 V544
vy Na (—arcsen 2_ 4+ Q@k41)m; e 2 ) 978, Los puntos de los

extremos son A4 (0; 1) y B {(1; 4,81). El punto de inflexidn es M (0, 28; 4,74).
979, El punto de inflexién es M (0, 5; 1,59); las asintotas, y ~0,21 (cuando
T—>—c0) e ya 4,81 (cuando z —- 4 0o ). 980, El campo de determinacion
de la funcidén es ol comjunto de los intervalos (2kn, 2km--n), donde k=0,
414, 4-2,... La funcién es periédica de porfodo 2m: y,,, =0 cuando

z:%-}-%n{k:(}, =1, =2 ...); las asintotas son z=~/xmn. 981. El campo
do determinacién es ol conjunte de los intervalos ((2-’:—%) a,

(2!:-{-%) n) , donde % es un nimero entero. La funcién es periddica
do periodo 2z, Los puntos de inflexion son Mg (2kn; 0) (A =0, =1, 42, ...); las
asintolas, z==+ %4—2!::;. 982. El campo de determinacién es z>0; la
funcién es mondtona creciente; la asfntota es z=0. 983. El campo de deter-
minacion Ss lz—2kn|<-§-(lc=0, 41, =2, ...). La funcién es periédica
de poriodoi2m; ypga=1 cuando z=2kn (k=0, %1, =2,...); las asintotas

20n 3:=-:2£-+k:r;. 984, La asintota es y==1,57; y—»——-:g- cuande =z —0

(punto limite del extremo). 985. Los puntos de los extreinos son Ay, 2 X

€
X (e 1,845 1,57); Uppp =0 cuando s=0. 986. =) ~0:69 cuando

x=%-a;-0,37; y=—1 cuande z-— +0. 987. El punto limite del oxtremo
1
es A(+40; 0); ymﬁx=e"—-.1.44 cuando z—e=2,72: la asintota s y=1;
los puntos de inflexién, M, (0,58; 0,42) y M, (4,35; 1,40). 988, z,n=—1
cuando t=1 (y=3); yyqn=—1 cuando {= —1(z==3). 989, Para obtener la
grifica basta con variar ¢ entre los limites de 0 a 27; Zp¢,= —a cuando
t=aq(y=0); Tyge=20 cuando =0 (y==0); ¥y, = —a (punto de retroceso)
cuando t:-i—s,Tn (£=0); ¥pse= -+ (punto do retroceso) cuando ;=_’2l><

3 s
X (z=0); los puntos de inflexién cuando ¢ = _2.., 373. -5; —41- son
(x=:t2LV§, y=:&:Va§). 990, xmm=——% cuando &= —1(y=—e);

cuando ¢=1 (r=e); los puntos de inflexién son (— e
¢

¥max =7,

2/ VE 5 =V: V2 5
—V 2 cuando t=—712y (V2% £=) cuando ¢=712; las
) ( )

asintotas, z=0e y=0. 991, z =1 y, =1 cuando £=0 (punto de re-
troceso); la asiniota es y =2z cuando ¢—-+4c0. 992, y =0 cuando ¢ =0,
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4_ 22
993. P dz; cOs a=i; sen ¢ = — i. 994. ds=~1- I/ -5»2—-‘1»;— dx:
Y a a ac—z

2_ 2
f;]/—:_—;fc?; SOI Of = — mon e L , donde ¢=T/a?—0%. 995. ds=
a*t— iz

'\/aﬁ'-——c%:
. T8 ¥ i 37
— —y2dT, COSO == ———ee } SEA = ————, 996. ds= -'/i .
v Vps - — Veify? z 9%
oS o= E-; senan«—]/i. 997, ds=ch£dz; cosaz-—u}_;
i (/4 & chf—
&

=

€038 ==

sana=th»§-. 598, d::=2asan%dt; €08 oc=sen%; sena:cos-—%-. 999, ds=

=Jasentcostdl, cosa=—cost, senc=sent. 1000, ds=a"[/1+qﬂdqn;

1

cos f} ===, 1001. ds_—-]/1+q>2dtp €08 f=r ———, 1002, ds =
=l Vid-¢

. dop; senﬁ=cos—‘ 1003. dSzacosgdqa; senﬁucos% 1004, ds~—=

cosd = 2 2

=r Y14 (Ina)2dg; senf=

t
: V1+(na)
i
1006. K =236. 1007. K= e, 1008. K, =
\ $7/38 &=

en ambos vértices. 1011. (%. 3) ¥y (-g-, —3) .

2
. 1005. ds-_-=ff-d(p; sen B = cos 2.

Kp=—. 1009. K=

bev a2

6 3
= — . 1010. K= =
13 /13 s a2 k.
In2 2 L) (B323 4 g4y2)/2
1012- ( _“‘T ¥ T) . 1013- B— T-
3

2 2
015, R=8E0 sot6. R=|Jasen2e|. 1017 R—|at]. 1018 R—

~|r VITE]|. 1019. R_|§acns£2’i-l. 1020. R, =|pl 1022. (2 2).
1 16 3y2 { 3 .
1023. (—-ﬁ—a;?a) 1024, (z— )2+(y——) = 1025, @2p+
2
1 (y—3)2—=8. 1026. pwm% (X— p)® (pardbola semicdbica). 1027. (aX)®
2 fi
(V) =%, donde ¢2=a?—0b2.

Capitulo ¥

En las soluciones de este apartado, para simplificar, se omite la cons-
tante arbitraria adicional C.

2
1031. -%.aw 1032. 248 + 42 +3z. 1033, +M ‘“;f . 1084, a%z -

03/
(1:.%‘;5_}_ . 1014, R—

n—1i
4 2,7 __a _
+ab; b: . 1035, -33“3‘-'1,’2;;::. 1036, T——. 1037. }/7z. 1088, ar—
5 3 =1 o 8= 3=
3§35 33 b 2 4 2
—%aszs-l-—g—a'*xa_im. 1039, 22 Vz+z. o0, 32V _mVE

B 7



4bh ' Soluciones

3= m Yz gamin Yz 22 Yz )
—63 =z 1041, 4 _1_1 2m+2n—l—1 } 4n+1 . 1042, 2¢ |/ az~~daz+
1 z— V10
-4z Vaz — 222 —}— 1043. ,.arc.L 1044, = In —|.
v 'I/M: 1/ 57 %A 210 |24 1/10‘

1045. In (z4- YVFTF 25). 1046, aresen - Vi' 1047, aresen %-m (z+ V7B F2).

1048%. a) tgz—z. Indicacidén. Poner tg?z=sectz—1; b) z—thz.
1049, a) —etgz—zx; b) z—cth

Indicacién. Poner th2z=1—

(3e) ch? z

3e)* C Ak a .
1050 0. 1051, aln\ a_zl. Rosolucién | fdo=
—anEme:) alllfa—z|+alnC_aln| 1052. z41In|2z-+-1|.

E{es;lncio n. Dividiendo el numerador por el dunommado;{ohtenemos
2z » 2 2243, -
P —f—‘)x =g De donde g 2:c4-1dI S dz -+ S o e —_——=z+

a2 1
+S —:-Ef_!:ﬁ—)&:c-}-lnlz:c—l—ﬂ. 1053. -——ﬁ—x—}-—é—ln13+2x|. 1054. -5';——

bot— .. a2 .
—%ln[a—}—bxi. 1055. %z—{— “mz“"ﬂ In|oz+p| 1056. '*fT+z+zln|z_1 I

z2 P
1057. ~,Z+2x+ln|:c—1—3 [. 1038. T—I————f—zg—i—2x—}—3]n|z-—1 |- 1059. aZz--

1060. In|z-k1 |47 +_1. Indicacion.

zdz (z+1}—1 e dz dz o T
S(H,)s—g e el { -\ arm oot 2b1d/1 7.
062 —2 V@TIEp. 1065, VEFL Resolueidn | i

10 d(z24+1) ]/3
=3 —— 24 1 106’ — £

2S Vﬂ*i'-i V A V arcg
1066, —L_1q |2 V72 Vg‘_ il 1 Va-{—b-{-z'\/’a—b“

4 V14 x1/'+21/2 2VE | Vatb—zVa—b
1068, z— )“2arctg —— _l/_ 1069. —(—+-—2-—1n|a9—x2]) 1070. z—
——%ln (z24-4) f-arciyg ?. 1071. — In (2 V3z+V7+82).

= /5 /5
1072. —{,—_-arcsen x l/.-§ . 1073, .1111[33:9-—2|— 5 = 1 x'{,i V%
2V6 | z)V/3+V2
1074. 1%,_} arctg V—x ——ln(ﬁxz-i 7}. 1075. vg—V5z2—H+
£
+ 'l:'5 In (z Y54 /522 1), 1076, /z8—41+31n|z+ V2E—4.

1077, iin[;z_m 1078 - In (223+3). 1079, lln(azza+b=)+1-arcf»ga-f

1080. —arcsen . 1081, —arctgz3 1082. -ln[..":3 V251 1083. —V(arcsenx)“-
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2
(arutgw) i e
T e 1085.%1[1 (1-%4x2)—w5§533)-. 1086, 2V Tn (z+ '/ T522).
‘3 .

20
a 1 a “u

-2 o 2-3 et - —

1087. — mx, 1088, mé X, 1080, etet. 1090 5 € + 2z

_2_91: 1 2 hx 9 i il:': —lx

a @ a 2 e
—?e . 10014, m(—b»x——a—x)—2x. 1092, ln—a(gﬂ - ).
1
1 t  d & g s
1093, — pyeETa 1094. T Teid 1095, €. ‘ 1096. a3 ey
E
1097, In|e*—1{. 1098. —~——'|/(a—bex)3 1099. —(e “ 4 1)5. 1100 -—3‘5--
1 i il 1 4 2%
—gTs 2 o (2% --3). Indicacidn. Fr3T T (1-»%—_1_—-5).
1 . 1 14 g=bx ;
1101, T arctg {a*®), 1102, — 55 In T—oBE | 1103. arcsen ¢’
1 e z _ 1
1104. g 008 (a4 bx). 1105. |/ 2sen % . 1106. = - cos 2az,
1107. 2sen /7. 1108. Hlnio-cos(lgx) 1109, %—S"’f’:. Indicacidn.
sen2:c

Indicacidén, Vdase la

Poner sen2x—-»»(1—~c0323:) 1110, ) —|—

indicacién al problema 1109, 1111, —E;—tg (az+b). 1112, _ctgaa:c e

" x 1 5z  &n 1 azx--b
1113. aln tgﬁ\. 114, 1n ] tg (-2—+?)1. 1115, -;-ln»‘tg ]
1116. %tg (x2), 1117, %cos(i—aﬂ). 1118, x__-l;TzctngE—VE ln| tg%l-
1119. —In|cosz|. 1120. In|senx|. 1121. (¢ —b lnistn—l 1122, aln'sensl
1123, —21In|cos Vx| 1124. §1n|sen (z2-4-1){. 1125.In | tg = |. 1126.§SenzE

sent 6z 1 1

1127, % . 1128, —m- 1129. —'? In (3—+-COS 33).
1130. —.;—Vc_os 2z. 1131, —~—1/('1_+"'sc'oss z)3, 1132. %tgi%’-.

2 oy 3ctg z 1 1

s 3 e =S ey e
133. = g%, 1134, = 135, — (thx—l—cosax).

1 ax -
1136. ?(ln tg—2—|+2senaz) . 1137, ﬁlnlb—actgi}z[. 1138, gchaz—

—3ohse a3 —Sgplshos 40 . 2artg e

(142, In|thz|. 1143. lnch=z. 1144, Inlshel 1145, —35 S 8/ iE o,
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1 24 1 2
— arely —= . 1148, o amreen e
475 8 VE : "

T 3 1 3
by i i, | — i 2 oml e
1149. l/ 5 arcig (a: V 2) Vgln(a:VE+1/2+3m I (L s

146, o In|et—dot1|. 147,

_i;_er—21nI-r+1l. 1151, -—-.%- 1152, Inlzfcosz|.
153, & (ln[se{;3x—1~tg‘%z[+ m) 154, “'Ini_x‘ 1155, In|tg z-+
+Vt§"-x—2[, 1156, 'Vﬁarctg(z']/ﬁ)—é—(-z-x—}m‘ 157, E?’f
1158. }"‘{ﬁ%iﬁ 1159, %msen(zz) 1160. —tga.r«-—z e, 5 —527.
1162. arcsentg—z. 1163. cln|tg (%—i-%)' 1164, .%.%/(1_'_1,“9 .

1165. —21n | cos Va1 ]. iiﬁﬁ.%lnltg -“‘"2—21 1467. eﬂm‘3x+w+

-}arctg . 1168, —In|senz--cosz]. 1169, /2 lnf b '—2x—~

— V2 cos —= 1170, z-l-—-—- In

Vﬁ % Va2

1172, Sen2 X, 1173._iarcsen

T
1 a==b r— 1
1175. W__;r”‘?; al‘ctg T V‘m . 1176, In (e:':..i_—v e2x—2.). 1177, E lnftg ax 1.

z—V2
1171, Inlax|+2arctg =.
x‘Jr“V ‘ ! |+ g

LSV = 3 174, z—1In (14 %).

Z
arceos —
178, —cos (-2-'33-}-%) 1179. L 1n gi’ll:i" 1180, ~ (_,_ﬁ

2n 4 2—1In 2
—tEx son? z i (arcsen z)®
1481, —e~tE%, 1182.§arcsen (-..-_._L = ) 1183, —2ctg2e. 1184, T2
'1/5-}-30112:1:
V/5—sen 2z
dz

—Vi=zh 1185. In(seczd- Veochz 1), 1186, ——1n

45

dz o .
14-cos2z™ ) sen®xrf2cos?xz

{187. —i—:arctg (t—gﬁ
Ve

Vﬁ)'
dz

cos® x 2 . - j
= S tg*"x—{—z . 1188, 7 V [In (z+ V1 +29)2. 1189. —s—sh (234 3).
1190, . 13.3111 *. 1191, a) _1_:““05_1;__’5 cuando z>>71/2. b) —In(14e=);

Indicacidn. S

¢} 80(0::3——3)3 d) - V(:c—l-‘l —2Vz+1; ) ln(senz4 TV 1FsenZz)
1192, 4{ 2“’+5)19 5(2“'5 “] 1193. 2(1” 542 Va—2ln| 141/ )

1194, Inlv-«—%l.n%. 2.arctg Ve =1. 1196, In z—In21a(In z+ 210 2|.
$ 4
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trg7, faresenzP g0 2ie oy V/FTL 1499, - (costz—5) Vioss.
3 3 5

: 1 x e
1200. In|—=—eu|. Indicaci6én. Ponerz=—.120f. —= Y122
14+ Va2 41 | ' ¢ 2 W t
s 1]
+arcsen 2. 1202, — 7 VETHE—§ VETE. 1208 VF—ai—aarccos .

1204. arccos%,siz>0,yarccos(—-——:1c--), 5i z<0*. Indieacidn.

Poner z=-—:-. 1205, Vz2+1—ln|1+—&|’/_:‘3j:—1-

Observaeién. En lugar de la sustitucidn trigonométrica se puede

(208, Va2
: ; A

utilizar la sustitucidn x=-:— . 1207, —':- V1—== +% argsen z.
- 2 _
1208. 2 arcsen Yz 1210, -;— V :c”—ag—}-aT In|z+ VzE—a?|. 1211, zlnz—=.

1212, zarctg z-- -—é— In (14 x2). 1213. zarcsenz~ Vi - g% 1214. sen z—rcogs.

xsendx | cosdx z-+1 zln23-1
1215, 222 1216, — =% 1217, — b=
g
1218, (922 —6zx4-2). Resolucién. En lugar de integrar repetida-

27
mente por partes, se puede emplear el siguiente procedimiento de coeficien-
tes indeterminados

S 223% dz = (A28 + Bz +-C) 8%

0, después de derivar,
z2e3% = (Az® -} Bz +- ) 363% - (242 | B) 3%,
Simplificando por ¢3¢ ¢ ignalando entre si los coeficientes que figuran con
las mismas potencias de z, obtenemos:
1=3A4; 0=3B-4-24; 0=3C-0,

1 2

de donde A:-:D'-; B= e C=22—7. En la forma general \ P, {r)e®* dz=

=0p (z) ¢°*, donde P, (z) es el polinomio dado de grado » y Qn(z) un
pelincmio de grado » con los ceeficientes indeterminados. 1219. —e=* (224-5).
X
Indicacién. Véase el problema 1248%, 1220, —3e 3 (234 02 4 54z 4 162).
zcos2r | sen 2x

Indicacidén. Véase ol problema 4218*% 1221, — -——r—{—T ;
2 ; '
1222, 2—-:‘:-}-1‘1,?--—'2:_‘—1)'l sen 2r - 2x4+5 cos2x Indicacidn, También se reco-

mienda utilizar el método de los coeficientes indeterminados en la forma

S Py, (x) cos Pr dxz = Qp (x) cos fr-}- Ry (x) sen fx,

*) En lo sucosivo, en casos andlogos, se indicard a veces una respuesta
ﬁue corresponda solamente a uba parte cualguiera del campo de existencia
e la funcidn subintegral.
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dondo P, {z) es el polinomio dado de grado r ¥y Q. (2} ¥ R, (x% Son_ unos
polinomios daﬁlado n con coeficientes indsterminados (véase el problema

1248%), 1223, = Inz— 0. 122 z In? z— 2z In 2} 20, 1225, —Bo®

3 9 _22 PO

1226, 2V zlnz—4Vz. 1227, = ;H arctg x—%' 1228, Tarusen z—

——;—arcsunx-}-% Vi—=2. 1229, zin(z+ VI1F2) - VIiF 22
1232. e*{zen z—cos ;c)

. x z
1230. —zctg z-In|sen x{. 1231, —m-{—lnltg? 5

3% (sen x4 ¢os x In 3) 1234 "™ {¢ sen br — b cos bx)
T (In 3)° : . as-;-bﬂ
-2
1235. —;—[sen(lnx}—mcos (In z)]. 1236. —”T(x'-!+1). 1237. 2 *(Vz=1).

1233,

s z xz— 1—=z
: o e a2 wd : 1—z|
1238. ( » x-{-dz)ln.‘t -+ —da, 1239, 2 h; 1+z| "
‘?/‘0' _M_?M'—i- 1241, {In(lnz)—1]-lnz, 1242, T arotip Be—
I z z . 3 g
—15 +162 Ll R 1-';: (arctg z)2— arotg z +3- In (1422).
1244. x (argsen #)2-}-2 /1T —a2 arcsen z —2z. 1245, _‘____.arcien.r o
+1n W 1246, —2 VI—zaresen VataVa. 1267, 22,
—
+M . 1248. e;“ (00323-525911 2:_1)‘ 10 —Z‘+
0 2.1 2 21 a5 1
+.~:c s ( nx)—il-oxsen( nx), 1250. z(z;ff-i) —arctgz. Resolu-
cién. Poniendo u=z y d”={x:—i:c1)g,ohtenemos du_.dxyn=—2—{z;+1).
z2dz T dr i
De dondoe S ( 2+1)i = Z(zg_i_i) + S 2(3‘2-}—1} =— 2(32_}_1) -I-

+1- arctg z+4-C. 1251, T (iarctg =4 1 Ee 2). Indicaci6én, Em-
pléese la identidad 1—-——1—~ [(z24-a2)— 22} 1232. 'l/aﬂ z2 —E——g; arcsenf-.
:cdx

v
s Y TR

Resolucién. Ponemos uw="1/g?—z?y dv=dx;de donde du=--

= r——r —zxidz

=g ) 2. 73 e [ ——ticami— s

y v=z; tenemos S Ve —z2dze=z Vi*—z S Ve
{a2— %) —a2 — - 2 S dz p

S e dr=z /a?—z2— S Vai—ztdzta Ve or

consiguicnte, 23 VaT—a2 dz=x }/a?— 224 a2 arcsen % . 1253. -2’1 Vafz2+

-{—-‘Tj-lnfz-{-VA-Jf-zﬂL Indicacidén. Véase el problema  1252*

1254. —-% Vi=z -{-% arcsen %« .Indicacidn. Véase el problema 1252*.
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1

1 z - Pl EE v 2 6z—1
1255. —arct - 1256. —ln|—-‘-l. 1257, — arct
g |22 Vi e

Xln (n:-—'i’:c+13)—1—-v— arctg 2;:/; 1259, — ln (22— 4z 5)+ 4 aretg (z—2).
1260. x-—-—— In (224 32 4 4) - —om arctg w 1261. z--3 In (22— 6z 4-10)+

V7 14
3

48 arctg (z—3). 1262, - 1;2 arcsen {"'5_ . 1263, arcsen {2z—1).

S |
i 1208. ?X

1264, In lz+%+Vx2-f-px+q .

1265. 3/ r2—4zL5.

1266. —2 Vi—-z—x‘!—-garcsenzo_:l/-}-;. 1267. -—-V5.1:‘3 iy

1 A=
+5E (V5——-——+V5x2-2:c+1) 1268. In

VT
1+V1T££§ :

1270. arcsan {z> V/2). 1274, —arcson ——

zVa — )]/2

1269, — arcsen

+1
2$—i Vm"‘l'

'1/2 x-—x2+— arcsen 23:‘;1-1.

1272,

2a:+1

-{--g— arczen (2z—1). 1274,
3«—3011 x

;| 23 1 1

_‘:;l— n l 1276. —-75 arctg —'l—/:_j_' 1277, In (3x+'2_+
—I»~V'l+e'x+c‘3x). 1278. —ln]cosm+2+Vcos‘*z—{«écosx—kil.
.1:+b

1275.

1279. —VY1—4Ilnz— In?z—2arcsen 4{/12” 1280. -—-m

; (x—d)(z+3)3

1281. z43In|z—3[—3Inlz—2|. 1282, Tﬁ“‘ S Iat —
1 161

a;z. (z—4) [
= . 1285. il
(a—1)°

(e & b).

1283. 1284. S5z--In

L Em )t e
(z+3)7 l

zI16
+in| | 1285, T in| o DI
9 1 27 x—3
1288, —5: —H TG 2 49(z-—- 5) 49(z+2)+343 1_“'z+2' :

! z—1
T2(z—3z+2) " Vﬁ-’ril. 1292. ..-:-}-.4— nlm o=
—Larctgz. 1203, ixn|x—3|-llnlz—ii+lln(m2+4x+5)+

2 20 &
arctg 20— gops, 3 _»

V38 47/2

1290.

1281, z4-1n

aretg(z1-2). 1294, 1 Mf—

+130 PRy,

29—1016



450 Soluciones

z2+z'j/°+1 V2 zY/2 , 1. 224zl
X In ¥ V&—l—l | 7 arctg /e 1296. £ In W+
! x arclg = 2z—
_V3 HI'Ct.g V_. 1297. 2(1+.‘€=) 3+ 3 . 1298, mmj‘i“
13 5 2x4-1
--arctg (z+1). 1209, In|z4-1 |+3 {:.,-'5-{—:.:-+-1) V,__ arctg ]/:_3

4 ; i A, T 5o M
——2'—111(.352-]"$+1). 1300. m-'— g In (x —4$+D)+—§—E}.ﬂ}tg($—2)o

_x'3+z

TEFn@Fn T

1304. %ln]z;!—il— ~%1-ln(a:la%-1)-{-%-31:(:.!.3:.

3 x @ r—1 1526 |- 4023 4 33z
1302. -3 arctg x_'zi_(a:'ﬂ_—_ﬁ T n . 1303. BAT)e -+
+15-—arctg Z 1304. x__ngi-_z 4 21In (22 —22+2) - arctg (z — 1).
1305. ——(8]11]4:3—'—8|—1n|:c‘*+1[) 1306. —*ln1$4—1|—«—i—ln1m3—f—x4—ii
1 2zt-+1—1/5 l z— 4‘
= | . 1307. 2In ;
25 224414 V5 4)* tz 4+ 2
1 #9841 1 1 2
1308,  (21n | |_"53'_55"-FT) 1809, 74 In | 32| 1810. n 2|~
—J_(—-lnia:"'—}-i]. Indicacidn. Poner 1=(z7-+1)—=z7. 13{1. Inlxl—%x
1 1 1 z-1
xlnlﬁ-l—il—l—%-m. 13'12.-2-arctg(x+1)——ﬁ-arctg 5
t 1 1 : 1 1 1
131 T9@—1)Y  d(z—1pF  T@—1)7 " B
. — {m—1)3 "}(z—i) 3
—arctgz. 1815, 211 [ 5 +z]. 1316 —oox

x (2} (azF65—5by (azF5)2). 1317. 2 arctg Vx+1 1318. 6y =+
33342 VE—6In (1Y), 1319, = 2y E—p Y 1”/‘_z‘-f-+2‘1/5—

3 i " i oo BT (Y B T
—3yz—6yz—3lnl1+3z|+6aretg 37z, 1320, In _(l/fi_ﬁ_ e
2424 V21
2 2 Vx+1-|—1 - - ‘/E‘
———arctg ——e——— 1321. 2 V[V a—2 /2 arct -
5 e Va—2V2arctg
1322. —2arctg Vi—z. 1323, V” {x—2)+—ln|x+]/—l.
1 gg_‘_z—l»‘l 2z4-1 2z ‘/z—i—i
. = ___.__ —_— —— i
1324. 3 In V‘ arctg 3 e gl donde 3z —

1325. __1122_4-__5_ . 1326, 2115-3 VB —zF1—g In (22— 142 VA= F1).



Soluciones _ 451

8+4et—dat . g 5 o B e A Narie .
1327, — LT VITEE 1328, (ma: o D+ z)1,1+.-c_

5 T 4, 3\ay—g_ B 1
—"E In (z-{«Vﬁ-{—a’:z v 1329. (H“!r“g—xé) l/-'l.-" —1— 7 al'GSGn—'.

1 — = 1 1 a
1330. WV:: -r2x——2ar€-sen mw i 1331. B-{—ln[xi—f- In—

1 = — i 1+xe
(x——-é— R) ln(i— —|—R) dodonde R =Y/ F—z 1. 1332, ey
1/'.1:'4+1+1 1 — T (222 —1) VIFa*
1333. —l 1/—“‘*]-_1—1 — aretg 4 T4 -1. 1334. g '
I (z—1)2 1/3
1335. E’ In 22+z+1

4 3 i
1336. _ i 443 . 153 _2'1/ ;*_]_1)2 1338, sen=z
8 5 (24 29 /3
L censz. 1339, —o00s z 4 - cos® x—-i- cosd z, 1340. L
3 : 3 5 3
£ 4 R sen? ;|
—— 34, = cos® ——— 0088 —. 2 = =
- 1341 % cost — €08 5 1342 5 TR
3z sen 2% sen 4z : x son 4z .
53 4 o M N el
21n|senz| 1343. — % % . 1344, 3 o
3
1345, o= ‘“"‘“ "*” 4 ‘*9‘;82‘” . 1346. +,_ sen ﬁx—]——sen 122 —

arctg 2~ —i_-_i donude z=y TFz5.

+

sen® z i

+

1
———gend - s
152 gen3 6z, 1347 ctg x

340, B2 BT e ggott

ctgdz
-gT- . 1348, tg x—|—~3— tg? z—i—»E- tgh z.

3
EL 2otg2e. 1301, Ftatat

+3In|tg z|— . 1353. -l"

3 1 i
2tg2z  Ltglx 1352. -—2-;+21n
COS?
. aud .
<[luglrulu(i+3)]]. 433311 o

3 x : sen 4x 3sendzr | 3 i
+-§1nltg?| : 1355. {Goosidz T B2 ot 4z T32In‘tg (2:\:-!-?)‘ 2

ctg? x
A

1356. % tg Sz, 1357, — In)senz|. 1358, ——.i- ctpd z 4

3
Fiet e -i—“g‘g“"“’”“\“’s'il e

2 3
33“82“‘ . 1361. _ctgsx. 1362, -—-3-|, cosﬂx—{— -;/COsluz—

NP 2
——Vmslﬁz 1363. 2/ tgz. 1364, 1,_ In = +SV%+1 =
272 52—z /31

. 4 1}5 arctg : V2 gondo z=TViEE 1365. _cquz g-""sz”

+-ctg 242 1359.

2
1380. “__

z8—1

20%



452 Soluciones

- sen 25z sen 5z 3 Sz z 3
1366, — 0 + 0 . 13067. -5- S04 —6-+3 SGII--G— . 1368. .‘_Z— X

=z _1 sen 2az |, zcos2h teosg  sen (20f+ rp}
X ¢o8 5 cos z. 1369, = +-——~—2 . 1370. ) T

Se;"" 4 3";‘05“ T S RS TS, S e

18 24 16 8
z
2+tg 5
1 2 L = x
1373. —In | ———— . 1374, —lnl (?+§) I . 1375, z—tg?

4 z V2

| tg-,x-—5

1311,

1376. —=z-}tgz--secx. 1377, In 1378. arctg (1——-t.g "E") ;

T
tg 5—3
12
+2cosr=c{2senz-+3cosz)+P(2sen 243 cosz). De donde 20—3p=3,
3a+2f=2 'y, por consiguiente, m=-1—§-, p= —%. Tenomos

:Bsanx»{—2cos=dz 12S dz '___S (2senx+3cosm)'dx 12 5

S 2senz{-3cos z 13 13 2senz+3608T T3 13
% In|2senz+4-3cosz| 1380. -—In|cosz—sen=z|. 1381. %arctg(tgz).
lndicaci()n. Dividir el numerador y el denominader por cos?az.

1382. rctg(l/-f:/—‘ggi). Indicacién. Véase el problema 1381.

ln|230nx+3cosz] Solucién. Ponemos 3Jsenz-

Vas
1 lnl 2tgz+43—13
Vi 2tgz+34+ V18

i tgz—5
1381, 1384, -5—ln| =

1383. Indicacidn. Véase ¢l problema

Indicacidén. Véase el problema 1384.

1 { 1/ 2+sen 2z
385. — z—————= . 13806. In (14-sen¥®=z). 1387. In ;
i {1 ~cos z)2 1 ) 212  /2—sen2z
z
2tg —— 3tg el
1 S—senz 2 1 2
e e 9. — 1 = =
1388. 7 in P 138 V3 arclg V3 V —=arctg —— 573
1 1

IndicacioOon. Utilizar la identidad

(2"Senz)(3—senz) = 2—senz

g
1 8y

————. 1390, —x<4-21n - Indicaciédn. Utilizar la
tg5+1 [

{—senz--cosz _ 1391, ch®

ifsonz—cosz +1+Senx—cos_'z . = ch z.

identidad
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sh 2z sh 4x shiz sh 4z
1392, 8 —+— + 55 1393. e 1394, —--+ EP)

2
1306, —2cth2z. 1397. In(ch2)— “’2”

1399. arctg (th ). 1400, —= X

1395, lnlt.h-z—\—i- A

cth?
i

3thi+2)
2 p & /8 A she2zx sh2z =
X"”“g( 3 (67 =t ( VB ). . ———=-=3

Indicacidn. Utilizar la identidad

1398. ZaweCth 2—

shz:chz = sh z 4 ch =
z41

1402. -1-/—_ In (1/2¢h z-+V/ch 2z). 1403. ”“;‘1 V3—2z—x2-+2 arcsen —
1404. -24/2' T ze4-1n (2 V2L 22). 1405, %Vg“'-:r"xz—%m (x4

+VIFR). 1406, 5

Vx3—2.1:—|-2+3-]n (m—i+V:2—2z+2).
o7, £/ Fhi— 21nix+vzz—-4| 1408. 2z+1v“_‘xz+z—%—1n|zz+1+

2 V2t 1409, 3 VzE—6e—1—8 1n|z~—3+'\/x5—63:——7l.
1410, ggtzwn(8z2+8x+17>vz=+z+1+—— ln(2z+1+2vzz+x+1)
z—2 z—1 1/2
1411, 2 ‘/ L- 142, —ts ., 1418, ——=arct ;
T 4z —2z4-5 V e Vi—z2
1 Viteadz V2 . e
1414, —In 1415, E_ (28 —2s3 p5x2—5z+ =) -
PR l]/1+z2—-:1/2 5. - (s i “'4)
1416, 22 (.‘c3+ ——sen 6x+ - 008§ Gx—-s? sen 6:;). 1417. —ﬁc—?—ai+
sen3z zcosz SNz €2 &*
-+ 18 + i 1418. —-8—(2—sen2..~:—c052z). 1419. 5 X
9 sen 2w-4-cos 2z 4 son 4z-}-cos4z e -
X( = —— 7 ) . 1420. — [= (sen z -} cos z}

—sen z]. 1421, —%+-§-1n;ex—1|+-:,,—m(ex+2). 1422. z—1n {24+

42 V@), 1423, %[x31n1i§+ln(i—x2)+32].1&24. @ In? X
x (24 VIF#) =2 VIt In e+ Vi) +22. 142 (‘?“Tg'o)x

senxchz—¢oszshx
5 2

X arccos{Sz—-—2)— 5;;;66 V202 —~2522—3. 1426,

‘1
1427- In_z(?l 1) 62 [(xa+a3)ﬂ41 +(2n 3)1!'1-—1] ; !2 (38+a3+

.3 ) B i [zxiehas®) =z Iy ==
+ o arctg a) s Iz= a7 | Dad (..ﬂ:*—}-aﬂ)2+ o aretg ] 1428. In




454 Soluciones

coszsen™lz | p—1 ; _ 3z coszsendz 3Jsenls
= » R e R Gl et
cosrsenta 4 8 sen x
ROl L AR I 2p——cosx 1429, /, mm—on® |
Iy 3 wcosxseu F 15(‘05:5 1429, 1, F—Teos™Tz
n—2 .y _ senx i 2 0 . _senx 2
+n—1f"‘2’ !3"200533: -I-—ln '8 (W+M) AT TTsB 2 3 3 8o
1430. In= —z%e~% | nl,_; Iio=—e" x(zlﬂ—f—10x9 10.9z84 ... 4 10-8-8..
1 V2e— —_
L2r4-10-9.,. 1), 1434, e APCE — . 1432, o )/ x2-2x-2—
+ ) e V7 V +
it ]
—darctg(a—1).  ga33. LU0 S (:3+x-f-%) + 5 arctg 2a+1).
1 ze z+3 1 1 i
434, — e o2
1434, g In l/x2+5 . 1435, 2In _{_zl e pris e 1436, 7 X
-1 1 2 1 1 -
X (l V—":2+ ' z_{_1) : 1437, -Z(z2+2 —+ V3 arctg V3 ) ;
z+1 1  z—2 2z —1
1438, 7 (25410 r|) . . T T e
-+ 4 arctg e . 1440, Mz . 1441, ——l—-—w«é—:—%‘
3713 avs 1—2 V= 2 x|z 2=
| G — e T — 3
1442, In(z+-2_+ ]/m2+z-i—1) 4448, VT~ /TP, 1444, ETT
Py P, s
1445. y——— 1446, —2 S—a—1)“—4 In (1 S—ux
Vi (V5—2—1) (1+¥5=2)
1 i 1
1447, In ] | 4R4G. —_—— l/i;‘”_ 1449, 5 @rcsen X
[=+VzE=T | eV ? V oo
z24-1 x—1 q—x2—
= . 1450, ————— 1451, — i
V2 E 8 ‘ 8 Va
2 (x+41) . : 1 - i
Xarcsen—xff_z—. Indicacién. Gy Z(——x+4)
1452. % Vx“2_—9——g In|z+1/Z2—3|. 1453, f— (8z—1) X
1 z
XV a&-—4x224- — arcsen (8z—1), 1454, In e
64 ( ) 2242 V23 o+ 1 |
2 s P T P o
e, 2 +z”+2}3v” s s (”1”1)sz+2¢+2—.£111(¢+ 1 4
"la’ 3 sz__i V(I2__1)3 [ _]/1_"‘1:3_1
+ &x +2$-]l-2). 1456. 7 e 304 . 1457, -‘_——ln m .
o 1 1 2241
L i 2 o ——= arct = donde =
1458 3 In|z 1|+ In (22 z4-1) V3 g Vi .
1,73
N i 2 9 T 3z sen2c . sen4ex
= 1459, = lIn (o2 V1F2%). 1480 ek
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3
1461. lnltgm}—ctg2x—%ctgiz. 1462. #ctgxﬁ_z-ﬂ%'fg—@—
5 B p—— cos Hx 3 cosbx
4 o 24— : ) 46k, — PEPRPE iy
1663 75 (Sos¥ a6} cont: 164, — 0 cori5e — T0senthe | M <
Xln'tg—‘gc—‘. 1465. “g z 88T 566 —1—5-31123:. 1467. tgz(-g--{—
1 4tg~}‘:—~*1
— 2ln|cos (- )‘ 1468. ——= arct —
+7)+ + 73
1469, —mm arClg (“g_“’). 1470. arctg (2tga-F1). 1471, Lnytgz+
110 110 2

x
~-sec T |—-l cosSes x. 1472, —?‘— arctg (tg:,-) ,1_ arctg (E) .
V3 V3 V2 V2

B e s A
1473, lnltgx—{-z+1/tg234—4tgx+1] 1474, ——ln{sonax—,— Vaﬂ—t—cen?az)

1
1475, Lz tg 3x+——lu1cos 3z). 1a76. £-— zson2z G082
3 3 i 8
1577, L5 4 2 T
g A78. ——(2:.:—1). 1479. —3—~ln Vi——r-—-a—lnlx—-ii—
a2 1480. 1/ TF 22 arct In {z-- V122 1481. Laadd
8 TZ__G' 4 z2arctg z—1In -+ g sen 5
5z 1 x
_'ﬁs“n_ﬁ”_fsen'ﬁ" 1482, — 1+tgm 1483. ln11—|—ctg:{|——ctgx.
14 gh? z = g —— 1
84 —y— . 1485. —2¢hy/T—=z 1486 - lnches. 1487. —azctha+
X
Fln|shz} 1488 -—1—-——{—{-—1-111]3"——21. fise i
2ex 2 2
X% =25
1490, 53/ I P& YDA 9 g i‘;—x 1492, — o1 X
B it __1__) 408, ¢ x Mi
X(x Vo 3TeTg ) ¢ 1493. 2/ FFI+1In Ve
2
(494, 1n | —te |- ABZ 1495, L (m*‘- arcsen—~+z +24/% 3—-1)
V1422 x 4
1496. -,x—{cos In z-+sen In ). 1497, -é— (——ﬁ cos 5x+—§-z sen 5z -
—+ 3z cos 5x+— c0S .Jx—-g— sen 5x) . 1498, a4 [(32——2) arcsg (22 + 3) +
-}--{_,Iln (2:\:2-{-63:-{-5)—-.}1 . 1499, Vx—x2+(x—i) arcsen 1z
1500, 2121

2



456 Soluciones

Gapitulo ¥

: e 810 —1 .
1501. b—a. 1502. voT—-gT. 16503, 3. 1504. TV 1565, 156. Indi-

cacidn. Dividimos el segmento dol ejo OX, desde z—1 hasta r=21, en
partes tales, que Ias abscisas de los puntos de divisién formen una pro-

gresion goométrica: zp=1, =z, =um,q, To=Zgq?, ..., Tp=2=zeq". 1506. In %.

Indicacidn. Véase el problema 1505. 1507. 1—cos 2. Indicacién.

Utilizar la férmula sen o --sen 2c+-. .. 4-sen ne =

[COS % — C0S X

5 ¢4
2 s0n )

1 ar 1 ar 1
x(n+7)a]. 1508. 1) Zom—pes ) So=clo. 1509, Ina. 1510,

coSz 1 i

2_[/5 *}-? COS;_2' 1513. &=
=na{n=1,2,3,...). 1514. In 2. 15135, --g—. 1516, e*— ¢~* =2 sh z. 1517, gen z.
n—1 41 1
= (ot

n? T n

—VTFas. 1511, Zze=™ —om%% q512.

1 ; 1 2
1518, 5. Resolucidn. La suma 3"':'};?"_1? +.

n—1
n

2
T

) puede considerarse como suma integral para la funcidn

1
{(z)== en el segmento [0, 1]. Por esto, lim s,= zdz:-;i—. 1519. In 2.
=00 2

Resolucidn. La suma s,,—_—-—n%l-—]-—ﬁ%ﬁ—...-%niﬂ E%(i 11 +
Ao
1

+——1—2+...+ L se puode considerar como suma integral para la
14 143
n n
funeidén f(z)__"i"-% en el segmento [0, 1], donde los puntos de divisién
k ¢ d
tienen la forma z,!:i-f-—nf- (k=1,2, ..., n). Por esto, 13_11.1:10 Sp= s 1_:3 =
0
‘ 1 7 100 i 7 16
=In2 1520, ——. & ==, v =38 e, R . =
n 1 1521 3 1522 3 33 3 1523 7 1524 3
2 1 2 9 1
1525. o' 1526, —2-In§-. 1527. ln-g-. 1528, 35 1—5—32 In 3. 1529. arctg3—
w 1 & 2 5 ” i r w
-=arctg 2=arctg T 1530, ln—_‘;-. 1531. T 1532, 1-—-%. 1533. g 1534.
2 153, L1+ V5 7,1 2 :
5 1535, 3 ln_z.___. 1536. ?-!-z-. 1537. 35 1538, In 2. 1538. 1—cos1.



Soluciones 457

1540, 0. 1541. —L+%. 1542. arctg_e-——%. 1543. shi:—z-(e-—%).

9V3

1544, th(In 3)~th (In 2):%-. 1545, --”2‘—+% sh 2. 1546, 2. 1547. Es diver-

gente. 1548. i . 3 si p<1; es divergente, si p»1. 1549. Es divergente.

1530. % 1551. Es divergente. 1552. 1. 1533. pil , 81 p > 1; o8 divergente,

14

si p<C 1. 1554. n. 1535. ﬁ 1556. Iis divergente. 1557. Es divergente.

1558, --1- 1559, Es divergents 1560. L 1561. Es divergente. 1562, —
In2 Ine k
nd 1 1 % 2:rt

1563. 5 1564, -_—+-4- In 3, 1565. 1566. Es divergente. 1567. Es

convergente. 1568, Es divorgente. 1569 Es convergente. 1570, Es conver-
gente. 1571. Es convergente. 1572. Es divorgonte. 1573. s convergente.

4
3

i
1574, Indicacién. B(p, )= S flz)de+ S f(z)dz, donde f(z})=aP-1xX
i i
2
¥ {1 =~ 2)3-1; como lim f {z) 21 P =1 y lim (1—=)~9f (x)=1, ambas integra-
a0 =1

lss son comvergentes cuando 1—p<C1 y 1—g <1, es decir, cuando p >0

H o0 5
y ¢>0. 1575. Indicacidn. T(p) Sf(x)dz-{-gf{x)dx, donde f (x)==
0

= zP~1g~%, La primera integral es convergente cuando p >0, la sogunda,

dt
V14sen2t

para cnalquier p. 1576, No. 1577. 27V/2 § V't dt. 1578,

m].‘-tc,.—-"‘.)te];!

In3d

1579 Sdt. 1580. 51.(%2%‘)4:. 1681, z—(b—a)t-Fa. 1382. 4—21n3.
In2

1587, 1—2% .

a. 1584, z—i 1585. 1586, .

1/_' V' 2 1/
1588, 1/5—%. 1589. 4—m. 1590, ?111112. 1591. 1nﬁ§ﬂ. 1592, %-1-%
el 43
8

noo mn
-5 - 1599, 7“1' 1600. 1. 1604.

1583. 8 —

1593, . 1602. % ("4 1).



458 Soluciones

a b s
1603. 1. 1604, g s g 1605, A - 1606. Resoluecidn, T'{p+1)=

zPe*dr. Utilizando la fdérmula de infegracidn por partes, ponemos

| st—pg

P =u, e® dr=dpv. De donde du=pzl-ldz, v=—¢* y
oo
P (p-+1)=[—2Pe=I5 + p | 27-le= dz=pI (p). (®)

a

Si p es up ndmero natural, utilizando lan férmula (#) p veces y teniendo
en cuenta, que

o0
r (1):‘ e*dr =1,

]

obtenemos
L {p+1)=pl
$-3.5... (2k—1) n - e
1607. .{2}¢= -WT, 8i m==2%F es un Dn{merc par, 12h+1:'
2-4.6... 3k

EWM’ 81 n=2k-~1 €5 un numero impar.

128 63n
fo=35: lu~%5-
1608, 2= @—D! 509 71~B("--":t—1, "+i) Indicacién. Poner
(p+¢—1)! 2 & 4

sen®z=—¢. 1610. a) méas; b} menos; ¢) més. Indicacidén. Dibujar la
grifica de la fencién subintegral para los valores del argumento en el
segmento do integracidn. 1611. a) el primero; b) el segundo; ¢) el primero.

1612. % 1613. a. 1614. »;— 1615. -g-. 1616. 2 arcsen % 1617. 2< I < V5.
1618, 2l 2. 1619, A<l 2 1620, 0< I <35, Indicacién
“ 9 T e ‘ <% :

La funcién subintegral crece mondtonamente. 1621. %—<I<¥.

1623, s:%. 1624, £. 1625. —1—- Indicacién. Tener en cuenta el signo de

la funcidn. 1626. 4-1— . 1627. 2. 1628, In2. 1629. m? 1n 3. 1630. me?. 1631. 12.

4 1 2 32 a 1

—_pe P —_ S Pl S
1632. 7 p2 1633 4—. 1634 10. 1635. 4 1636. —. 1637, ———.
1638, e+-i——»2m2(ch1—~i}. 1689. a2[21/3—In(2+7/3)]. 1640. %mﬂ.
Inmdicacidn. Véase el apéndice VI, dibujo 27. 1641. 2a%e~1. 1642. & a2,

3
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¢
1643, 15n. 1644. —; 3. 1643, 1. 1646, 3ma? Indicacidn, Véase el apén-

dice VI, dibujo 23. 1647. a2 (2—|—£) .Indicacidén. Véase ¢l apéndice VI,

dibujo 24. 1648. 2u+§— y ﬁnw-;f— 1649, 3 —4 V3 J2 n+4";/§. 1650

%nub- 1651, 3na2. 1652, m (6% 2ab). 1653. Gma?, 1654. -2—u2. Indicacién.

Para cl lazo, el parimetro ! varia entre los limites 0 < ¢ < +4co. Véase el

apéndico VI, dibujo 22, 1655, —-na® Indicaci6n. Véase el apéndico VI,

dibujo 28, 1656. 8n3q%2. Indicaciém. Véase el apéndice VI, dibujo 30.
2 2

1657. 22 1658. a2 1659. % Indicacidén., Véase ol apéndice VI,

g
T 9 14—8 2 3 np? o f T
dibujo 3. 1060. . 1061, Sy P e 062, P, 1685, o (?+

.;“?) 1664. 172, Indicacidn. Pasar a las coordenadas polares.

1665. %(iOVEmi). 1666. 1/72—22. Indicacién. Utilizar la férmula
chta—sh2a=1. 1667, VZ+In{(14+V2). 1668. VIi+e£—1/3+
+ln(V’+"2“1) (V2+1). 1669. 1+—1n1 1670. In (e - |/e2—1). 1671,

e

In (24 /3). 1672. -1-—(192-}-1). 1673. ﬂln?. 1674. 22 V3. 1675, In 33-:—-}-;-
+a—-b_.1n§gz 1676, %arz. Indicacién. Véase el. apéndice VI,

1678. 16a. 1679. na’)/1Fant +iln(2u+

dibujo 20, 1677, =09,

+ V1¥4%n2). 1680. 8a. 1681. 22 [/ 34+1n {V/2+1)]. 1682. 1"5+1 3+V5

1683. f@ 1685, [4+In3]. 1685. 1‘3301. 1686. %-:mbﬁ. 1687.
CX (edha—em2). 1688, Sme 1689, u,,_—4- 1690, vy =, 1691, ve—
=2 vy=2n. 1692. 16;“‘3. 1693, TE'“‘“ 1694, -§~:rcp3. 1695. -{%n. 1696.
242 (15—161n2). 1697. 2n2ab, 2 1609, :Salzza 1701, a) 5n2a®;
b) 6r%a%; ¢) S (9n2—16). 1702, 105110.3 1708, 2 e, 1704, S mad. 1705,
%(AB-I—AB_}"IB—F ab). 1706. ““3””'. 1707. %gaﬁ 1708. %mﬁb. 1709.
5 etk 4710, b, ATH. mad /B 1712, nabi;(1+%). 1713, %.’-wbc.
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1714, %’3(1/1“7‘3‘-1); %ﬁmz(s V5—8). 1715, 2n[V/Z4In (1/24-1)]. 1716.

8 (V3= V) +am 20250 70 (V84 4V, 1718 2 (o2t
V541 4
-;-e-2+4)=ﬂ§2 (2-4+sh 2). 1719. 152-:;&2. 1720, %{ewi)(ez—l-e-l-é). 1721,

4n%b. Indicacidn. Aqui, y=b=+ 1/af—2% Tomando el signo mids,
obtenemos la superficie exterior del toro, mientras que con el signo menos,

se obtiene la superficie interior del mismo. 1722, 1) 2nb2-

2mab
= arcsen g

2 2_ h2
2) 2na2—|—-:%-lni-i'—z; dondo s=—"“ab {excentricidad de la elipse). 1773.

a) 64‘3“'2 ; b) 1652a2; ¢) % o, 1724, 222 ot 1725, 22 (2~ V/2). 1?26.% na?.
1727, Mx= 5 VTTH My= 5 VETR. 1728, Mo= 22; 4,= 22
1729, Mx=My=-%i ; '=‘;F=3“-. 1730. Mx = My = % a?; ‘=F-_—-§- a.
1731, 2ne2. 1782, z == 0; y_ﬂ_-%i}ﬁk‘—g-. 1783, z= .‘.”"f%; T=0.
(73, Thuwg _1,7=--§Ta. 1735. E~_——‘;%; 7= % v P %.
1737. z=na; y_=—2.-—a. 1738.I (0; 0; —g—) Resolucién. Dividimos

el hemisferio en zomas esféricas elementales, de 4rea do, por medio

de planos horizontaies. Tenemos do=2nadz, donde dz os la altura de la
@

2n S as ds
0

gona. De donde z =————
2na?

=-§- . Por simetria, 2=y =0, 1739. A la distan-

cia de % de la altura, a partir del vértice del cono. Selucidn. Divi-

dimos el cono en elementos, por modio de planos paralelos a la hase. La
masa de cada capa clemental serd dm;=vynp2dz, donde v, es la densidad, z,

la distancia desde el plang secante hasta ol vértice del cono, pz—;;-z.

A
r2
5\ w—z3dz
he 3 3
De donde 71— =—h. 1740, (0; 0; +-§—a) .Rosolucidn.
?m’zh

Por simetria z=y5=0. Para detorminar z, dividimos el hemisferio en capas
elemeniales, por medio de planos paralelos al plano horizoatal. La masa
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de upa de estas capas elementales serd dm=vynr2dz, donde y es la densi-
dad, z, la distancia entre el plano secante y la bnse del hemisferio y
a
n § (a8 —zt) zds

r=")/a%=z¢, ol radio de la seccién. Tenemos: 7 = 7 =%~ a.
— a®
l-‘
1 1 4 ., 1
1741, I =mad. 1742, Ia=-3—ab3; I;,=-,§-a3b. 1743. I=E kbd. 1744, I,—_;:Istabﬂ;
Iy= -!4- nadh, 1745, I=% n(BRi—R}). Resolucidn. Dividimos el anillo
en anillos elementalss comneéntricos, La masa de uno de estos ele-
Ry
mentos serd dm==y2nrdr y el momento de inoreia, I=2:r:S rdr =
Ry
=-;— n (R3—AY; (y=1}. 1746, I=T% nR4Hy. Regolucidn. Dividimos

el cono on una serie de tebos cilindricos elementales, paralelos al eje dol
cono. Bl volumen de uno de estos tubos eclementales serd dV = 2nrh dr, don-
de r es el radio del tubo (es decir, la distancia hasta ol ejo del cono),

h=H (1—%) , la altura del fubo; em este caso, el momento de inercia

R
4
I=7§ 2nH(1—--§f-) rsdrzim—i%—H—, dénde vy es la densidad del como.

1747. =% Ma2, Resolucidn, Dividimos la esfera en uha serie de tubos

elementales, cuyos ejes sean el didmetro dade. El volumen elemental seréd

2
dV=2nrhdr, donde r es el radio del tubo vy h=2a]/1-—-&§-,su altura.

En este caso, el momento de inercia sera: J=4MYS 1/1._’_2 r8 dr==
a
0

.—_% maby, donde vy es la densidad de la esfera, y como la masa M=

=-§—:rt.-13y, se tendrd que I=—§—Ma2. 1748. V=2n%2; §=dn2ab. 1749.
_:_“i . - - 9 5 - o =~ & T - -
Q) g=y= 54 b) s=y=15 P 1750. a) z=0, 7S g Indicacidn,
Los ojes de coordenadas se han elegido de tal forma, que OX coincide con
el difmetro y el origen de coordenadas con el contro del circulo, b) =
=—g’-. Resolueidn., El volumen del cuerpo, que es un doble cono

engendrado por el giro de un tridngulo alrodedor de su base, es igual
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a V:% nbk2, donde & es la base y h la altura del tridngulo. Por el teo-

rema do Culdin este mismo volumen V=2nz -%—bh. donde z es la distan-

cia desde cl centro de gravedad a la bhase. De donde ?=%, 1754, pyt —
2 ¢

%) 1753, ==22 son wr; vep=r vy, 1754, S=

B2 e
~ & 12 o zn(1+

A a A a
=102 BE e = he=-l — (g — r————
10% m, 1755, « i in ( = ) Tk e [bt1 (a—b¢) In i J . 1756.
A= "? R2H2, Indicacidn. La fuerza elemental (la gravedad) es igual al

peso del agua on ¢l volumen de la capa de espesor dz, es decir, dF =ynR?dz,
donde v es el peso de la unidad de volumen del agua. Por consiguiente,
el trabajo clemental de la fuorza es dd=+ynRB?(H —z} dz, donde z es el nivel

del agua. 1757. 4 =-1f‘§ yR2HE. 1758. A=-‘"7:L RATM = 0,79+101=0,79-107 kgl m.
1759, A=ynRSH, 1760, A= mg»‘;‘ : Adco=mgH. Rosolucidn. La fuerza
45

. ; mM
que actia sobré el cuerpo de masa m, es igual a F=kT , donde r es la

distancia hasta el centro de la Tierra. Como para r = R, tecnemos que F=mg,
resulta kM =gR2. Il trabajo que se busca tendra la forma A=

R4-h

L 1 1 __ mhyg _ ;
— S k > dr = kmM ('T?—_Ii-i-k )-_ s Cuando k=co, tenemos que
B s 3
Aco=mgR. 1761. 1,8.10% ergios. Resolucién. La fuerza de accién

2g€
mutua de las cargas serd F= ;21

dinas. Por consiguiente, el trabajo nece-

sario para trasladar la carga e; desde el punto x4 al punte zp serd: A=

xg
Y S %:eoei_(w;—i——%z)=1,8-iﬂiarg. 1762. A—8007 In2kgfm. Roso-
E1

lucién. Para el proceso isotérmico pv= ppeg. Ei trabajo realizado en la
expansion del gas desde el volumen rp basta el volumen vy es igual a
v
A= Spm,-=pnpﬂlﬂ%. 1763, A~ 15.000 kgfm. Resolucién. Para el
.. 0 !
va
proceso adiabgtico es vélida la ley de Foisson pv-'?-=pnv§, donde k=~1,4.
v

1
POy Povo ) )""1] - 2
De donde A= S Tduuk—i I:i—(z . 1764, A 3 nuPa. Reso

vy
lucién. Sia es el radio de la baso del &rbol, la presién sobre la unidad
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de superficie de apoyo serd p=—‘§- . La foerza de frotamiento de un anillo

do anchura dr, que se encucntre a una distancia r del centro, serd igual a
Zp.P rdr. El trabajo de la fuerza de frotamionto, sobre este anillo, durante

P
ana wvuelta completa es dA= m”

r2dr. Por lo cual, sl trabajo total d=

L)
=4T:P § r2dr=f§-ﬂuPa. 1765, -1—MH?0)‘-'. Resolucidén. La energia

: vid ri’
cindtica de un olemento del disco dK = L s

da, dondo dg=2nrdr,

2
es ¢l elemento de superiicie; r, su distancia al cjo de giro; p, la densidad
M Mwp2 :
3 o o a e
superfical, P De esta forma, dX Ty T do. De donde, X

k

M { roar =29 1766, K-> MRWS. 1767, K=l R2at=
4 20 )

=2,3:-108 kgim. Indicacidn., La cantidad de trabajo necosario es igual

2
a la reserva de cmergia cindtica. 1768. p= —bg .+ 1769, pz_(ﬁ—ng}h -

2
= 11,3408 7. 1770. P=abynh. 1771, P= KHBH (componente wvertical diri-

gida de abajo hacia arriba). 1772. 533—;— g. 1773, 99,8 cal. 1774, M=

hb hbip kMm 4pat
fem. 1775. k ¢s la constante gravitatorig). 1776,
T8 Tty ) &l
R 6 2 4
Resolucidn. Q=Sv-2nrdr=iﬁl S(az—rﬂ rdre=s [d’ o ] -
] a

20
spat - - abd 3 i n— .
i 1777. ngvady_3 p_pi . Indicacidn, Dirigir ol cjo de
0

abscisas por el lado mayor, inferior, dol rectdngulo, el de¢ ordenadas, por-
pendicularmente a éste, en su punto medio. 1778, Resolucitn, S=
o

e S %du; por otra parte, -%%=a, de donde dt%-du, ¥y Dpor consiguiente,

v
e d

el tiempo necesario para ol embalamiento ¢= S—-f-:S. 1779. M,=
n

=WS -g—«{x—t) dt+—g~x=—%[zt—-§]z+%x=q—; (1—-%) . 1780.
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My=— (x-t}ktdt+;1z~——-k—;(l3-—a:2). 1781. Q=042 TRI} cal. Indica-

S H

cidén. Utilicese la ley de Joule-Lenz.
Capitule VI
1782, V=% (22 2. 1783, S=2 @+1) VEETIE—WL.
o2 — 2 P
1784, f(-é—: 3)=§; f(d; —1)=—2. 1785. 5‘2; ; 5‘23:;1 : yzz; '
2xy o Rt if=
- 1786. f{z, 22y =1-+z—22. 1787, T=1m- 1788, f(z)=—_p§x|‘

T

: ¥ 2
Indicacién. Representar la funcitn dada en la forma f (—‘l—;-) = l/l (?) +1

2o
y sustituir —i- porz. 1789, f(z, ¥)= 2 2'7:‘[" . Solucidn. Designamos

zt+y=u, z—y=rv. En este caso x=u—.‘|).—v ’ y———u;v; fu, v)=u2_—}.~_v_u%t:+

VD il
+ (“’ 5 :.-) - 5 2 No queda mas que cambiar la denominacién de los
argumentos u y v por 6 . 1790, f (W) =u242u; s=2—141/y. Indicacién,
En la identidad z =17 (1/Z—1) ponemos )/ -1 = u; entonces, z = (z+1)2 y,

por consiguiente, f(u}=u24-2u. 1791, f) =V1+v% z=|—i—"~ VEESTA

Resclucidn. Cuando z=1 tenemos la identidad V1-4-y2=1-f (%),

es decir, j{y)=11T+¥%. En este caso, f(%—)=l/1+(yT)2

2 —_— ’
y z=% ‘/1—{-(%) =V =¥ y2 1792. a) Circulo unidad, con el centro en

el origen de coordenadas, incluida la circunferencia {x24-y* < 1); b) la bisectriz
y=gz, del 1 v III &ngulos coordenades; ¢) semiplano, situado sobre la recta
z4+y=0(zJ-y>0); d} faja, comprendida enire las rectas y~=+1, incluidas
éatas en (—1< y << 1); o) cuadrado, formado por los segmentos de las rectas
z—=-+1 @ y—=1, incluidos sus lados (—1 <z 1, —1 <y 1) ) parte
del plano, adyacente al eje OX y comprendida entre las rcetas y ===z,
incluyendo estas rectas y excluyendo el origen de coordenadas (—z <y << 2,
enando >0, 2 <<y K —z cuando z< 0} g) dos fajas z»2, —2<y <2
y z<~32, —2s.y<2; h} anillo, comprendido cmtre las circunferencias
24 yi=a? y 224-y2=2¢?, incluida la frontera; i) las fajas Zna gLz
L@n+0n, 120y Gt <e< (@242 0, ¥ <Oy donde » es un numerc
entero; j) la parte del plano situada por encima de la pardbola y=—g2 (z24+-y>>0);
k) todo el plano XOY; 1) tedo el plano XOV, a oxcepcidn del origen de
coordenadas; m) la parte del plano situada por encima de la pardbola y2=1=x
y a la derecha del ejo OY, incluyendo los puntos del eje OY y exclayendo
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los de la pardbola (230, y>V7); n) todo el plano, a excepcién de los
puntos de las rtectas x=1 ¢ y=0; o) la familia de anillos concéntricos
k< 224yl m (2 +1) (=0, 1, 2, ...). 1793. a) 1 octante (incluyendo la
frontera); b) 1, 111, VI y VIII octantes (exclayondo la frontera); ¢) un cubo,
limitado por los planos z=-=-1, y==1 ¥y z==1, incluidas sus caras;
d) una esfera de radio_1 con centro en el origen de coordenadas, incluida
su superficie. 1794. a) Un plano; las lineas de nivol son rectas, paralelas
a la reeta x--y=0; b) un paraboloide de revolucién; las lineas de nivel son
circulos concéntricos cuyo centro estd situado cn el origen de coordenadas;
¢) paraboloide hiperbdlico; las lineas do nivel son hipérbolas equilateras;
) un cono de 2° orden; las lineas dec mnivel son hipérbolas equilateras;
¢) cilindro parabélico, cuyas generatrices son paralelas a la recta 24y 4+1=0;
tas lineas de mivel son rectas paralolas; f) superficie lateral de una pirimide
cuadrangular; las lineas do mivel son contornos de cuadrados; g) las lineas
de nivel son parsbolas y — Cz2; h) las lineas de nivel son parabolas y—=C }/z;
i) las lineas do nivel son circuaferencias C (22-4-7?}=2z. 1795. a) Parabolas
y=C—z2(C>0); b) hipérbolas zy=C { | C|< 1); ¢) circunlerenciag %--y2=C?,
d) rectas y=ar4-C; ¢) rectas y=Cx (2 == 0). 1796. a) Planos paralelos al
plano z+4y-Fz=0; b) esferas concéntricas cuyo centro se oncuentra en el
origen do coordenadas; ¢) erando x>0, hiperboloides de revolucién de una
hoja alrededor del aje OZ; cuando u <0, hiperboloides do revelucién de dos
hojas, alrededor del mismo eje; ambas familias de curvas ostin divididas
por el cono a?-+yt—z2==0 (u=0). 1797. a) 0; b) 0; ¢) 2; d) e*; o) no existe
el limite; f) no existe el limite. Indicacidén. En cl punto b) pasar a las
coordenadas polares. En les puntos e) y f) examinar las variaciones d¢ @
e y a lo largo de las rectas y=kx y demostrar, que la expresién dada pucde
tender a limites diferentes, que deponden del valor del k elegido. 1798. Con-
tinna. 1799. a) Punto de discontinuidad cuando z=0 e y=10; b} todos los
puntos de la recta x=y (linea de discontinuidad); ¢) la iinca de disconti-
nuidad es la circunferencia 224-y2=1; d) lag lineas de discontinuidad son
los ejes de coordenadas. 1800. Indicacidén. Poniorndo y=y =coast,

3 2 . :

ohtegemos la funcién ¢, (z):xz_‘f;’? , quo os continua en todas partes, ya
1

que ceando y =0 el denominader 2%4-yf<==0, mientras que cuando

¥y=0¢4 (z) = 0. Andlogamente, cuando z =z, =const, la fancion ¢, (y}zfﬁ%—z
. . . sl
ps continua en todas partes. Por el conjunto de las variables z e v, la fun-
cion z tiene una discontinuidad on el punto (0, 0), ya que no existe el
lim z. Efectivamente, pasando a las coordenadas polares (x =rcosg, y =rseng),
6

40 .

oblenemos z=sen 2¢, de donde se aprecia que, si x— ¢ e ¥y —0 de manera
gue @ =ceonst (0 L @ < 2n), z — sen 29. Como estos valores extremos de la fua-
¢ién z dependen de la direccidn do g, z ne tiene limite cuando z—0e ¥ — 0.

dz dz gz 2y dz 2z
—_— - 3 —— L n y —T e——————— i T ——
1801, Gz =3(F—ay), gy =3 iR B =Gt W @0
dz y dz 1 dz z 3z ¥
0'. —_—— — — g &0 _— T T T e e ———
e iz e ay z i oz V,;z._,ys dy V2Ty?
b B W T O, LW——
1805. iz (w24 y2)* oay (2222 - 1806, dz Vzity?
dz y 07 Az /] oz x

—_——— N 18 —_————u, — I PRt} §
W VR e VR =" TEEE W
d0—1016
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¥
81 .yt 3 _ 82 g e y
1808. e =Yz ' o =gV In z. 1809. ?:u:'-w- —?8 cos —5;— f
¥
ar 4 Sy y oz xy® V22 —2y? Oz yx? V/3xT =2y
—— cos—. 1810, ——= T T el —
oy = z oz |yl@—yY) 'y Lyl (=t —y?)
[ 1 x4a 9z z-4{-a x+a du
1811, ——=—motg—=, ——=—-——=c0ig — . 1812, — =yz (zy)*71,
oz Wy CVy' W Vy o Vi 6%

Bu _ aay, S 2 die . sy LA J—
0y_:z:z(xy) - = (zy}* ln (zy). 1813, i In z, W_M In z,

.‘;_;‘-:xyzxy—l. 1814, f;(2,1)=%, fy(2, 1)=0. 1815, fx(1; 2 0)=1,

e SE 2 S S—
fy (1; 25 0) =5 2 0=—"9- 1820. i 1821. r.
1826.z=arctg~%+q>(z). 1827, z==f;—-|—y2 In z+sen y-——%. 1828. 1) tg o =4,

tg fp=co, tgy:%; 2y lga=co, tgfhi=4, tg’y:%. 1829.2—‘;:-%—]1,

%%:%h, %‘%=-§-(a+b). 1820. Indicacidén. Comprobar, que la fun-

¢idn es igual a cerc en todo el eje OX y en todo ol cje OY y valerse do la

dofinicién do las dorivadas parciales, Corciorarse de que fx (0, 0)=fy (0, 0)=0

1831, Af=4Az+Ay-+20z2+ 252 Ay-4-Axldy; df=4de+-dy; a) Af—df=8;

b) Af=-df==0,062. 1833. rfi==3(zs-—y) dz-+3 (y2—z) dy. 1834 dz=2zy3da+-
5 z p

o+ 3222 dy. 1833. azmm‘;—e)g{y dz—azdy). 1836, dg=son 2z dz—sen 2y dy.

2

A e § Y L= =
1837. dz=ylaVldz+4a¥ (1+4y ln z)dy. 1838. d poY {(xdx-+y dy)
9 z 2 Y
= — S . 40. = 4. = e -
1839. df z+y(d:c ydy) 1840, dz=0. 1841, dz “mz_y(dy xd:c)
€T
1842, df (1, 1) =dz—2dy. 1843, du=yz dxd-zzx dy{-zy dz.
i & yI—4i
1844, dum——— (zdztydytzds). 1845, dum(:ci ..-.) %
fo=+y2+zz( +y dy +2 dz) Pt
i 1 x T
x[(v+ )zt + (1) mar + (o + ) tn (o0 + ) &
1846) Hitins e i [ i 2”_”43) 1847. df (3, 4 5)==
: YT R (y % T gy P : e 40 ==

=~2-1§~ (5 dz—3dx—4dy), 1848, di=0,062 cm; Al=0,065 cm. 1849. 75 cm?

(contolacién a las dimensiones interieres). 1850. e;—- em. ¥ndicacidn.

Suponor que la diferencial de superficie del sector es igual a cero y de

aqui hallar la diferencial del tadio. 1831, a) 1,00; b) 4,998; ¢) 0,273.
ag—Ppt

1853. Con oxactitud hasta 4 m (mds exactamenfo 4,25 m). 1854. m VI
g g
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4 G

1855. d“=i(dﬂ°°8a~d-’csena)- 1856, 3 = (: {E;z =

i = du (1241) tg ¢
1857. -df;-=v-etg Vy( 5;—,) 1858. j:—__2s Inttge+ Tt EF y

2

+(t :;:):M 1859, ——0 1860. —-(sen z)°%5% (cos z ctg « —sen z In senzx).

(38__ Y d; s 1 - _y. 95 _ :
1864. an:_'—_z?—}—ﬁ‘ = = 1+ g 1862, Ez_ya:v ,dz__xr; [q> (z) lnx-{-?]_
1863. -g—i—_—2x}‘u(u. v)—{—yexyju (u, v); g—sm_zyﬁ(u, v) 4 xe®Y f:, (%, v).

O 0, L L N A .
1864, —Z=0, - =1. 1865. == (1 xB)f (”H'_:c")'

=(s4+ ) (sv+L). 1897 E=fiv 949 @ fiule v, )

12 (2 ¥y 2) 19 (2, ¥)-y, (=, ¥) 97 (2)]. 1873. El perimetro crece con una
velocidad de 2 m/seg., el 4rea aumenta con la velocidad de 70 m2/seg.

1874, LA ygas 20/ 5—21/% km/hora. 1876. _g_w 1877. 1.
VIifea+a
1878. -‘gmz 1879, —-1/3—3. 1880, % 1881, °°S“+°°§3+"°5".

1882. a) (2; 0); b) (0; 0) ¥ (13 1); ¢) (7; 2 1). 1884, 94—37. 1885. -fi- (58 —3J).

1886. 04-+3J -2kc. 1887. | gradu|=6; cosw=—sr, cosﬁ=—%, cosyzé,
- Ba'

VLIG' 1889, tg @ ~ 8,044; ¢ ~ 83°37". 801, 2%

. abey? o N abezy L 02 abex? 1892 %z _

 (ba2-a2y2)% Oz 3y (b2z2 4 a2y2)>2 " OY* (b2224-q2y2)*/2 " * 6‘ 27

2yt 8% 2x . 0% 1803,

T (=24 y)E Gzay (22 ty)? ' R (z2Edp)E dza

g xy g% 9% r2—g? % 8%

— 1894, oom=0. 1895 sm="T5— . 1896, s-g=rrp—

a%u % - 72 a2u 8%u

ke gtk P R T e e el 1867. oz 0y 9z

1898, — ;2——:82;‘; 008 () — 2z sen (zy). 1899, fxx (0, O)=m (m—1);

1888. cosp=

ocﬁyn:“_i yB— iy-1

fxy (0, 0)y=mn; fyy (0, O)=n(rn—1). 1902. Indicacidén., Comprobar, uti-
lizando las roglas de derivacién y ‘la definicién de derivada parcial, que

fx (2, ¥)=y [ :,:_T_i: +(xgéf:{;;g)3 ] (cuando z%+y2 == 0), fx (0, 0)=0y, por

consiguiente, fx(0, ¥)= —y cuando z=0 y para cualquier y. De donde
f:c]; (0, y)= —1, en particular, fxy (0, 0)= ~=1. Anélogamente, hallamos que
fxy (0, 0)=1.

30¥
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1903. ‘;z =2fu(u, v)+ 422 uu (&, ¥)+ 4ayfuo (u, v) 4 p3foo (¥ ¥);
af: ay*-fu (u, v} +42yfuu (u, 0)+2 (224-¥2) fuv (u, D)+ 2yfoo (u, v);

St =21 (i, )4y, 2)+ Gy fuo (ur )+ 20 (u, ).

H2 o o ’ v L
1904, 6__1:: = fxx—+ 2z On + foz (x> + 1z Paa

f'J

1905. (lIJx)z +tu CF:(J: + o 1Px:.

2z
a: aj = fuu @x Qi+ fur (Gx Py ~+ Waspy) - Foepatby + fu Py + Fobays

6_;- -Jf;u (qjy) "+ 2qu§’yq’y +'r|,.v (Ilp ) —' fuq}vy_'i pr IJ,;,y

1914, w(z, y)=0 (x)+P (¥)- 1M5, u(z, ¥)==z9 (¥)+¥ (¥)-

1916, g2z =e*¥ [(y dz + 2 dy)2-+2dz dy]. 107, d2u =2 (x dy dz -}y dz dz -+ zdz dy).
1918, dto=dg? (1) (= do+y dy)t29' ()(de+ayD). 1919, drem ()7

X(ylnf;idx-kxlnidy) 3 d%:(%)w[(ya]nzﬂ_{__z_) dz2 +

+z(xyln—ln—+]n—)dzdy+(z!ln3—y——g7)dy¢]. 1920, d%z—

——azfuu {z, v} dI2—f-2ab;‘m {u, 2) dz dy+- bzfm: (u, v} dy2. 1921. d2z=
—(yexfu-i-fg”fuu +2J8x+yfuv+yzezval‘) dzt+2 (3yfu+eva+zezyfuu+ i
X (1 4 ay) fuv + ye?”fw) dedy -+ (zelfy + 222 fuy + 2xe’:+yfuu+83"fg‘u) dy?.
1922, d3:=¢"(cos y dz¥—3 sen y dz2 dy — 3 cos y dx dy?+-sen y dy3). 1923. d3z—
= —yoosrdzd—3senzdridy—3cosydedy?$+rsen y dy3. 1924. df (1; 2)=
d?f (1; 2)=6dz2 4 2dz dy+4,5dy2. 1925, 421 (0, G, 0)=2dz?-+ 4dy2+bd~2

3
—ddz dy4B8dzdz4-4dy dz.  1926. 2y +C. 1927, x3y—-y3——|- sen z--C.

1928. 1929, % In (22 y?) 42 arctg %-I-C.

+

= Ve : SN O N N
1980. = ZrC. 1931, VEFPE4C 1932 a=—1, b=—1, 3 r o A
1938, z24-p24-22daytaztyz-+-C. 1934, 234 2zy2 -3zt Yy —yz -2z C.
1935, 22yz— 3zylz 4 4ayt -2z 4y 43 C. 1936. %+%+%+c.

1937, Va24-p2+224+C. 1938, h=—1. Indicacidn. Escribir las condi-
ciones de diferencial cxacta para la expresion X de-+Y dy. 1989. fn=1{y.

xy

> dy b2 d%y bt d%y 35z

1940. u_mgf{z)dz-JpC. tou, et The—mi =it
a

1942, La ecuacién quo determina a y, es la ecuacién de un par de rectas.
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dy  y*lny Yy Py oy (dy
1943, =L to. L d L gy 196 dx)
2 2 2 21,2
6 —1; (BL),_ =8 6 —8. toi6 SLELA, P Uk Lt 2 L
¥z ] x=1 az—y ' dz® (az—y)d
dy y . dy 2y i &z_ z2—yz 9z By:—Bxz—2
12 Sosig dzﬁm_f’ 8. Z=m—' W BE—
dz _Esenz—cosy . dz _xseny-—cosz gz gz 1
182 5= cosx—ysenz ' Jy cosz—pysenz’ T By 2
1058, Do ., dr . ., Ol gtieal , O, . el
Ot uz T e%&' Jy bk ' dx2T a%he® ' Bz dy a3
P Py
Bz ch(ad—2t) o dz |Oeel yeur g Eg Ve
aé—— —H’sz—z:_l——' 1953. dx—-—--—;-—-—. 1954, dz = -z—dx——?dy, a2z =

2__p2 2__ a2
=X 8 g2—2 i‘.x% dz dy—}-i—si dy?. 1955. dz=0; d%:i (d:r:ﬁ-}-dﬁ).

z

z
1956, dz="— (da+dy); d2z——H—F(dx3—|-2d:c dy+dy?). 1961, d——-oo.
ds _ 1 diz_ 4 y(z—a) A Gl ) S S "
G-t o B Belpein Beg e M—dn=
o s B e sghd V25— 2] dz2. 6‘_u=6_u=, B
v (y_z)3l(x ¥+ (v —2)?+{z—z)?] dz?. 1963, Tt
A  Pu_ 8% _ G2y . 62:;
_-a-x-—ag-=m==0, E= ‘ 09’?—0 6.1:9 . m 1, a a_O 1(]64 du =
e W o omus %y == — d2u — =
Ty E 1+ydz 1+ D M= (1+v)‘*dzdy
2E-" ‘p;;' dx— rP]'_I(Iy ‘_-‘15;; dz+q3;‘ dy
P i, | T 1965, d —— e} o T
aFm® = I Pu P
L2 Yo W
__csonb Oz ceosv z 1 gz 1 ’
1966. a) 7———;—- ey b) === (p 1) a—.,’*—jz'{v—u).
c) dz-z o (90 (o) de b v o) dg). 1967, oo=Fi( 9) cosp—
AL U A S A %s
=-—-—cosq)ctg1p-?—=*—~—aan(pctg¢ 1969. 2y dj-}-y 0. 1970. Lo
a 'By b 2 diz e & de
d% =
1971, a) TE —2y dy <P, b) d,,—O 1972, tg p=-r. 1973. K=
2 d¥
r24-2 ( ) —r =
aQ dp? 9z _ = a%u 1
= [_s (dr )s]% . 1974, e 0. 1975. e L 5=0. 1976. w-}--ﬂ-
P 5—
62u 1 dts 9%z 1 8z r’Jw 9w
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2 S s
foan; 2R L 1080 Y e iy e Bgy B UED S f;b)3x+4y-.

qu? 2 2 b
—6z=0: m—a—é_y4 8 z:ﬁé‘ ¢) zeoso-fysen o—H=0, :%?mx:
y—Rgenog z~R a? b2
= = . 1982, e Be————— )
SBD? 0 = Vatf br4- ot = Va2 b2 o2

+ m‘j——-____m 1983, 2z--4y+12:—169=0 1985. z-+4y+46z=+ 21,

1986. z 4 y = 5=k V@ b2+ ¢t 1987, En los puntos (1; = 1; 0) los planos

tangentes son paralelos al plano XOZ y en los puntos (0; 0; 0) y (2; 0; 0)

al plano YOZ. La superficie careco de puntos en los cuales ol plano tan-
7

gente sea paralelo al X0V, 1991, 5 1994, La proyeccidn .sobre el

plano XO0V: {x3+y2—zy—i La proyeccion sobre el glano YOZ:
{y=

{I’;yzo La proyeccidn sobre el plano X0QZ: { 92
L.T+zz_1=0, ] ----1-z°~'—1.-0

Indicacidn. La linea de contacto de la guperficie con el cilindro, que
proyecta esta superficie sobre algin plano, representa de por si el lugar
geométrico do los puntos, en los que el plane tangente a la superficie dada
es perpendicular al plano do proyeccién. 1996. f (x4, y+)c)—ax2+25xy+
A-oyZ o2 (@z A by) k2 (bt cy) k4 ah®4-2bhk ;-ck?. 1997, f(z, v} =1—(z+

A+ 2)84-2 (z-2) (y—1)+-3 (y—1)2%. 1998, Af(x, y}= 2h+k+h2+2hk+hzk
1999, f(z, y, 2)=(z— 1) (y —1)2 4 (z —1)242 (x—1) (y — 1)—-(y—-1)(s—-1)
2000 fleth, bk 2t)=1(e, v D42 ETy—a)+E -2+

+Le——y)l+f (b b D). 2008 yepay+ 2R a0z, 1Sy

+”’+—6fﬁi§f. 2008, 14(y—1)+(z—1) (y—1). 2004 1-+[(z—1)}+
1)+(U+1)]” . [—"3—1)+(5’+1)] .

11+
w-}+3(m+ﬁ)—z(a2—ﬁﬂ); b)]/"'*‘“)mj““’"m 145 (mot-nf)+

+§%{(3m2—4m) a?— 3mnap - (3n2—4n) P2]. 2006. a) 1,0081; c} 0,902. Indi-

cacidén, Utilizar la férmula de Taylor para las funciones: a) f(z, y}=

=Tz Vy on un ontorno del punto (1; 1); b) f (x, %) =y* on un ontorno del
punto (2} 1) 2007, z=14-2 z—i)—(g—i)—s(z——1)3+10{z—-1) (y—1) =

2005, a) arctg %A‘:

—3 (y—1)2 ... 2008. z,;, =0 cvando z= 1 y=0. 2009. No hay extremos.

2010. z, =—1 cuando =1 ¢ y=0. 2011, z 4, ==108 cuando z=3 e y=2.

2012, zm;n= ~—8 cuando :c:]/ﬁ, Y= —~'],/§ ¥ cuando z=—7T12 0 :VE.
; b

Cuando z=y=90 no hay extremos. 2013, z ., = 3?1/6 en los puntos z=

b a
e Y= Y Tt e, YR e 2o ———e= @D 108 puntos
V3''TVE 7k Vs i 373
—=. 2114, 7, ;. =1 cvando z=y=0.

=%,y ,]/g,y V—! Y—V—“
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2015, 7, =0 cuando z=y=0; un maximo amplio z=% en los puntos de

la circunferencia z2-y¥=1. 2016. z_. =73 cuando z={, y=-1.
20186, 1, z,,, =6 cuando =4, y=2. 2016. 2. zmmt:!%fz‘2 cuando z= —4,

4

y= —2; no hay extremo cuande z=0, y=0. 2M7. u_ ;.= —-é— cuando z=
1:

a—%. p—g vy z=1. 2018. u,=4 cuando x:—:l-, y=1, z=1.

2019, Esta ccuacién determina dos funciones, de las cuales, una tiene
maximo (2,5, =25) cuando z==1, y=~2, y la otra, un minimo (2, ¢, = —2)
cuando z=1, y = —2: en los puntos de la circunferencia (z—1)2-(y-+2)2=25
cada una de estas funciones ttene un extremo en la frontera, z=3. Indi-
caciédn. Las funciones que se mencionan en la respuesia se determinan
explicitamente por las igualdades s =3 = /35=(z—1)2—(y+2)? y existen,
por consiguiente, solamente dentro y en la fronteya de la circunferencia
(z—-1)21(y+2)2=25, en cuyos puntos ambas funciones toman el valor
z=23. Este valor es el menor para la primera funciém ¥y el mayor para la
segunda. 2020. Una de las funciones determinada por la fancién tiene
MAXIMO (250 = —2) cuando z=-—1, y=2; la otra ticne minimo (2py=1)
cuando #= —1, y=2; ambas funciones tienen extremo en la frontera em

los puntos de la curva 423 —4y2—12z416y—33=0. 2021. "‘mag=£‘ cuando

4
E=y =-%«. 2022. z:n.ﬁx=5 epando z=1, y=2; z,; = —95 caando z= —1,
= ; _ 36 18 12 _ 2412
y=—2. 2023. Zinin =13 ceando T=q3: Y=q3- 2024, Bnax = 5 — cuando
n 9n 2—-V3 3n 5x
x=?+kn, y=—§-—+.'m; Zpin=—F — cuando z=?+ka, yg?—l- k.

2025. ug ¢ =—9 cuando z= -—1, y=2, z=—2; ug, =9 cuando z=1,
y=-—2, z=2. 2026. upg . ~a cuando wz=cta, y=z=0; u ., =¢ cuando

z=y=0, z=ztc. 2027. wu,, =2-42.6% cuando z=2, y=4, =6.

4 i % Tr. £E. T &%, 1%
28, =t 37 on los puntes (3igig)i (33 75 5) (3
4 4
55 ?); U =4 en los puntos (2; 2; 1) (2; 1; 2) (1; 2; 2). 2030. a) El valor

del miximo abseoluto ez z=3 cuando z=0, y=1, b) el valor del méxime
absoluto es z=2 cuando z=1, y=0. 2031. a) El valor del méximo absoluto

esz=3 ?/3 cuando = :1:]/%. y=]/--31;- ; el valor del minimo absoluto

_ 2 B l/ 3 4y 3
es z——-3 V3 cuando z=-+ 7 V== T b) el valor del méximo
absoiuto 68 z=1 cuando z=-1, y=0; el valor del minimo absoluto es
z=—1 cuando z=0, y=41. 2032. El valor del méximo absoluto es

3V3

I =

) cuando :c=y=-g— (méximo interno}; el valor del minimo abso-
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Iuto es z=0 cuando r—y=0 (minimec de frontera). 2033, El valor del
méximo abgoluto es z=13 cnande z=2, y= —1 (méximo de fronfera); el
valor del minimo absoluto es z— —1 euandoe z=y—=1 (minimo interno)
v cuando z=0, y= -1 (minimo de frontera). 2034, Cubo. 2085. } 2V, y 27,

%;’1'27. 2036. Trisngulo equilétero. 2037. Cubo. 2038. a=3a-y/a-y a-y a.

T o 3 r
2039, M (——4—, —4—) . 2040. Los Iades del tridngulo son: PP ¥y 5
_myrymex? - mars  mylly+mays L may; o A
2041, = Sl Bt e, R, B
- i , v p 2
2043. Las dimeunsiones del paralelepipedo son -55;, _i{):, —cz, donde a, b
AVE ARV VE

¥y ¢ son los semiejes del elipsoide. 2044, ze=y=204-§ 2V, z= %'

2045. z:i% : y:i%é . 2046, El eje mayor cs 2¢=6, el eje menor,
20=2. Indicacidén. El cuadrado de Ja distuncia del punto (z, ¥) de la
olipso a su centro (origen de coordenadas) es igual a #2432 El problema
so reduce a buscar el extremo de la funcidn z2-+y*%, con la condicién de que

S22 4-8xy -+ 5y2=90. 2047. El radio de la hase del cilindro es-%]/Z—[—%; ”
3.

la altura, R ]/2—%, donde R es el radio de la esfera. 2048. El canal

debe unir el punto (-%- -;;-) de la pardbola con el punto (%1 ———g-)

=§§' Indicacidn. Es evidente, que el punto M, en que el rayo pasa

«
cos o’

de un medio a otro, deberd encontrarse entre A; y By, siendo AM—

Bﬂf:ng y AM =atg o, BjM =>btgp. La duracién del movimionto del rayo
. a b

es igual a ¥y 008 a+ vecos

a

El problema se reduce a buscar ol minimo

z b -
de la funcién f(m, f)= Zrco8 rx+ 53608 con la condicién de que atg a4
i 1 1
pa—" sy | - . o . . H .
+btgP=c. 2051. ~=8H. 2052. 11.13.13_—WRI.——R2.—R3. Indicacidn.

Hallar el minimo de la funcidén f(Iy, JFo, I3)=7iR;+IiRy-+J2iR,, con la
condicién de que Iy JIo+T3=1. 2053. Un punto aisiado (U; 0). 2054. Punto
de rotroceso de 22 especie (0; 0). 2055. Puato tacnodo (0: 0). 2056. Punto
aislado (0; 0). 2057. Punto crunodal (0; 0). 2058. Punto de retroceso
de 12 especie (0; 0). 2059. Punte ecrunodal (0; 0). 2060. Punto crunodal
(0; 0). 2061. El origen de coordenadas es un punto aislado, si e >b, un
punto de retroceso de 12 especie, si e=% y un punto crunodal, si a<C b.
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2062. Si ontre las magnitades a, & ¥y ¢ no bhay iguales entre si, la curva
no tiene puntos singulares. Si a=b< e, A(a, 0) es un ponto aislade; si
a< b=c¢, B(b, 0)cs un punto crunodal; si a=b=c, A(q, 0) es un punto de
retroceso de 18 cspecie. 2063. y—=+ =z 2064, yi=2pz. 2065, ¥y =z R.

2066, 2¥34-y¥9=1%2, 2067 sy—-5 S. 2068. Par do hipérbolas equildteras

conjugadas, cuyas ecnaciones, si los e¢jes de simetria de las elipses sc toman

como ejes de ceordenada, tienen la forma zy=i§% . 2069, a) La curva dis-
criminante y=0 es ¢l Iugar geométrico de los puntos do inflexién y la
envolvento de la familia dada; b) la curva discriminunte y =90 es el lugar
geométrico de los puntos cuspidaies y la envolvonte de la familia; ¢) la
curva discriminante y=0 es el lugar geométrico de los puntos cuspidales
pero no es la envolvente; d) la curva discriminante so descompone en las
rectas: x =0 (lugar geométrico de los puntos crunodales) y z=ea {envolvente).
v gz® 1

2070, y="0—8% 2071, 7277 2072, V/3Fank. 2078, V3 (et —1). 2074, 42.
2¢ 20§ 3

L . 2079. a) recta; b) pardibola; ¢} elipse;

3
0 0
d) hipérbola. 2080. 1) 5= at 2) a . 3) 2 avpa 20 . 2081. 2 (abo) =

2075. 5. 2076, @p+ 2. 2077. 114

=(d“’bc)+(a,‘59c)+(nb‘i"-). 2082, 4t (34+1). 2083, z=3cost;

ai at dt
—4sent (olipse); v=4J, w=—3i cuando t=0; v= 3V2,. 4157
y=d4sent (elipse); v=4J, w=~-31 cuando {=0; v=—-—5— S sz’
It

w= —'-}—1-/-3 i—2 Vﬁj cuando t= - w=—3¢, w= — 474 “cuando t:f— =
4 2

2084, x=2co0st, y=2sent, z=3¢ (hélice circular); v = —24 son t4-27 cos ¢4
«3k; v="T/13 para cualquier i; w= —2écos t—2J sen t: w=2 para cual-
quior t, v=2J4-3k, w= —2¢ cuando ¢=0; v= — 2443k, w= —2J cuando

1 o § 7
t=7. 2085, x = C0S o COS OF; ¥ =sen & ¢0s Ot s==sen o! (cireunfercencia); v=
— — @i cos @ sen wi—od sen o sen wi+-wk cos of; v=| o |; w=—u% co3 ucisni=

_ 024 sen g cos @f — w2k sen wf; w=ow? 2086. v= V 1’20 e (an_gt)g;

wy=wy=0; w;=-g; w=g. 2088, o )/ a2+ h%, donde m=%’% es la velo-

cidad angular de rotacidén del tornillo. 2089. TV alw?-ui— 2awwg sen i,

/2 1
T(i—k}. 2091. T—-V'_é_
+(sen t-+cos £) J+Kf; v= —T}ﬁ [(sen ¢-cos t) #--(sent—cos t) J|;
co8 (ﬁz):i‘?; cOS (v,/;) =10. 2092.

2090. T=E{i—|—k}, V= —j; ﬂ:

5 [(cos t—sen ¢} £+

I o U L —4i 457 —8k

_Vz_l_ 1 _v;m '
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24k z—ocost y--asent z—bt T—acost
= —— . 2093, == = te); ———=
h VE 5 —asent acos i b (bengente); bsen ¢
__p—nasent z—bt . . z—acost y—asent z—bt
T — beost | a sl e O Jmuraal
principal). Los cosemos directores de la tangente soa: cnsaz——a—sg ;
Va2 i3
cosfi= L BOONH Y=--—E-}--—- . Los cosenos directores de la normal
Vare' Va5

principal son: cos oy =c03 ¢; ¢03 E}i._.sent cos y;=0. 2094. 2z—2z~=0 (plano
normal); y—1=0 (plana osculader); z+4-2z—35=0 (plano rectificante).

i M T Ll . o - 8 (tangonte); z+dy-12z-=114=0 (plano normal);

1 4
14 3 i2
BT ey 5
122—6y4z—8=0 (plano osculador). 2096. M T (tan-
{4 3 2 L] 3

T——  Y—— Z—— T — ——

g T 2 o e. "8
gente); gy e, 1y {normal principal); S

12

Z —

: T . 1 - 1 . 1 - - B "
=—z= (bingrmal); M, (z' —5 “2“) M, (4, —a 2) :
2097. 3'1_2=yj_12=z_2 {tangente); z+y=0 (plano osculador); i_{—%=
___:i—_ —2_y+2_z—2 " . 7
= | T e (bincrmal}; cos ap=

R R 2
gl ;co08 f - cos v, =0. 2008 a)z_.z_ Tz Z_VT (tangente),
_-—_, 2:—-_, = . — = - A
V3 T R v/
x ]/2—3—0 {plano normal); b) «--—1Hiy—~1_1—~——-- (tangente); =z y-+4z—
w40=0 (plano normal); l::)z__2 A= V§ 2”2 (tangente); 2 /324

2V3 5 =2 \/
+y—2 1/3:=0 (plano normal). 2099. z+y=0. 2100. z—y—zVY2=0.
2101, a) 4z—py—z—9=0; b) 92—6y+2:—18=0; c¢) 2zfz—aydy-
+ (2% —52) z§z —a2b? (a®—b%). 2102, 6z—8y—z4-3=0 (planc osculador);
z—1 y——«l z—1 . z—1 y—1 z—1

= 96— —29 (normal principal); —= =1 (binormal).
z=[l _— zbz=0,
2103, bz—z=0 (plano osculador); (normal principal); -
ik | —b£+k.

(binormal); T=——ro= p v=J. 2106, 224-3p--192—27=0.

ViFe' b= Vit
2107. a) V% b) 1{ 2108, a) K="~ Vz T—— b) K=I= h:hzt:
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Spa - BT 5 2112. K =2,
1 19 22
we=0, w,=2 cuando =0 K=T v :a,‘-_—ﬁ “__2]/>
conando z=1.
Bapitulo VI
2113, :i 2114, lnz'tj 2115 2116. — - 2117, 50,4. 2118, 2119 24
8 243 ' 12 & :
2120, -6—. 2124. ==~!’-;——1; r=2—y; y=—06; y=2. 2122, y=:c2; Yy=z4+9;
zesl; z=3, 23, y=z; y=10~u; y=0; y=4. 2124. y=-§—; y=2z; z—1;
z=23. 2125, y=0; ye=71/25—12%; x=0; =3, 2126, y=2% y=x+42; 2= —{;
1 2 e 1

i
r=2. 2127, S &y § {(z, y)dz= § dz 5 i (z, y)dy. 2128. S dy S,f(z, y)dz =
i 2=y S 4

X
dz S f(z, v)dy. 2129, ‘ dy § (@ v)dz
0

dz \ f(2 v)dy-?-

i
(=" T

2= 2 2x-+3
i 5 {(z, g)dy. 2130, Sdm S {(z, ¥)dy
i 2x

LR o

+ dy \ f{x, yyde+

S S :«a|rr: e

g f(z, y)dz. 2131 dy

y=3

2

f(z y)dz+

e Y e 1 X}
l(‘_..--"‘bN

2 T
dys /(. y)dz.+§
b

|m

L4

v Va8 0 Vi-al 1 Vi-ad
+ S dy S iz, y)dz=S dx S 1{=, y)dy+s dx S (=, y)dy.
1

x

o 2 2 -1 -

V [ -
2 2 -1 ¥V fumicd

2132, Sdz iz, p)dy= § dy S § (@, y) dz. 2433, Sd:c S 1, y)dy+

~1 D2 0 7 —2 . Vi—xt
2
1 —Vi-axt £ Vi-at s Vi-xt
+§e { reoasfe § eoarle | jena-
-1 Vi -1 yimse 1 i

. Vi—ys t = VImE 1 Vieg
—{a f(x.y)dx-l-g S f(x,y)dx+de DL
2 _vER 5 _vicw 2t vicp
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y VIS —2  viTw
-+ \ dy S f{x, y)yd=. 2134, S dx S flz, ¥)dy+
1 _yiog -4 V==
2 V1t 3 )
+{ae | jenatle | jrena-
-2 Vit 2 —¥Vizx
-1 -VE=1 -1 Vi—ye
w \ jeneat § o { r@nes
Vi —Vi—A -vYE Vit

Vi Vioe
fenat Ny {1
1 Vie—t
1—y a Vaz—xi
dy S f(z, ¥)dz; b) S dz S flz, ¥) dy=
3 ;

=0  —Vaiwxl

t* 'I—rrﬁ—_r..r,z 1 Ve—ae
=fa { 1@nimo (e { reow=
e  _yu=@ 0 _yam
1+ Viche
1y T o 1 1 1
=V { rene o (alieno=-{alienm
i -viTTR S1ox -t =1
2
a y+2a
o) Var § t@nea=

T2
9!!..---"19

dzgr(z,y)dw @ 1o, )y +
i] 0

7

=
"
'T’ SLe 0

cop |

I
3a a 43 & I
+§d¢ S flz v)dy. 2136. \ dy S I (2, y) de. 2137. degf(x,y)dx—i—
Zn x—20 i} 1 G ¥
1z 3
L
3 1 2 Viz— 2 @ Vai—
+{ v {1 vz 20 (o { renerfa { 1@
2 % 0 Vai—zay g )
a¥3
it i a C:.
2139, dyg iz, y) dz+ S dy S {ite il
0 a
2

aV3 o—Vai—ge
2
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a— Vai—y2 a 2o 2¥ 2a 2:‘

2140. §dy S f{z, y) dz-|- Sd-y S fz, ¥)de g ay Sf(x, y)dz.
8 v S e 8oz
0 VIi—a2 i i—x
2141, : . y) dy. 2142
141 _Sidm % tz, v) dy+§ ds g i (z, y)dy. 2142

dx f(z, v)dy+

b}l D | -
-
=:,..--'.\b_.',]
=

Ry

vz 13 Va-xd

1
+ § .1,;§ iz, v) dy+ S dz g 1 (%, ¥)dy. 2143,
2

VR332
dy S f{z, y)d=z.
u

C:C_..--"_JI\:&

£l [
12 0

i M—arczen ¥
1 12 o

; 1 ;
2144, de S f(z, v)dn. 2045, . 206, -x . 2047, Ta. 2048, .

[ arcsen y
15— 16
150

8"]/2135.

3
02 2. 2183, =F

2149, 6. 2150. %- . 2151. In 2. 2152. a) %: by

3 Vi-(x-2p
4 - 8 = 5 3 g

2154, Sdz S zydy == . 2193, @ 1/ 2a. 2156.-2":'533. Indicacién

1 ¢

2k yzr‘(x) an R(l—_?oa 4]

S S ydz dy= S dx & ydy = S A {(1—cosi)dt 5 ydy, donde esta
() 0 0 :
iltima integral se obtiene do la anterior como resultado del cambio

s=R(t—sent). 2157. 2o, a2 L. 28 eyl
g 3 80 ) 6 2

n 1 = 1

T' cos @ 2 sen @
2160. 5 dp rf {rcos @, r sen @} dr-{~ S dp S rf(r cos @, r scn @) dr.

0 0 L1 0

w

i 2 an 1

& cos @ i sen g
2161. S ap Q rf (r2) dr. 2162, S g S rf (r c0S @, r sen @) dr.

] b Fld 0

i
BAT: g 1 sen @

-F‘I?l
DD
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&

T

n
% aVcos2p T aVeosze
2164. S de § rf{rcos @, r sen @) dr-++ S do § rf(rcosop, rsenq)dr.
E in
4
L
2 acosqg 3 . 9
T b1
2 - — qad f=m! Bt
2165. § 12 sen @ dr = 12 2166. - nas. 2167, - . 2168. ( +5 )
0
a8 ad
2100. T 2170, (5 W#))—z- 2171. -g—nab indicacién, El
jacobiane JF—abr. Los limites de integracidn: 0<{p<2n, 0<Lr1.
] c
T+ i-v
2172, S S f (¢ —uv, uv)udu. Resolucion. Tenemos r=u(l—v) e y=ur;
i—i—a

el jacobiano J=u. Determinamos los limites de u en funcidn v: u (1 —r)=0

cnando z=0, de donde #=0 (ya que 1—v == 0); u 11» cuando x=e¢. Los

limites de variqcién de v: como y=az, uwr=cu(1—wv), de donde v=1_:_r'm :

1 Y
= " 1 pho B
para y=fz hallamos, v-i+ﬁ 2173. I—z [§du§ f( T g )dv+
-
2 2—u 2 . 0 4o L
u4v v v geso
¢ | Pt Bt g e | o (P SR
1 u—=2 -1 -
1 2—u
+de S I(LF,%—':E)du]. Indicacidén. Después del cambio
de vuriah!ies, las ecunaciones de los lados del cuadrado semn U=v, 4f-tr=2

alk

2
y=—p=2; n=—up. 2174. ab I:(i--—-?—w) arctg — o +hl‘ ] Resclucidn,

a?
La ocuacién de la curva es r4=r3(” cos? (p—_b—-sengqﬁ) , do donde el

limite inferior para r es 0 y el superior, r——.l/ ?: cos? (p--%sen P.
Como r debe ser real, 2 — cos? q:o—~b—2-sen2 rp)O de donde, para el primer
éngulo coordenado, tenemos que tg @< b! . A consecuencia de la simetria
del campo de integracidn con respecto a los ejes, se puede calcular 7; del

total de la integral, limitindose al primer cuadrante: SSa’zdy=
(&)
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arctg % V___ cos'}q}.- = gen‘a @ y ﬁ
=4 S dg S abrdr. 2175, a) 41 de [ st

£ v =y

2 Vi o Vai—xb 128
-I—S dy dz; b) —— i —a—s-' dz \ dy. 2176, a) 3 b) (2+ ﬁ) al
! 4 2 4 o * 2 ? 4 .

1 3"“'2 0 a—x

2177, 120 . 2178. n§~a2 2479. x. Indicacion. —1<Ce<{1. 2180, 5 1/15

N g, An, L 5
2181. 3( - +.2-). 2182, SF—V/3. 2183 ma®. 2184. 6. 2185, 10n.

Indicacidn. Efectuar el cambio de variables z-—2y=u, by =v.

1 1
2186. —;—(b—a) ®—a). 2187. %—(ﬁ—a] ln%. 2188, v=§ d’yS (1—z)dz=
i

1 x
Mgdxg{i-mw)d oros. T wigr. 5. ok, L. e, 2, aier, 25
i~ ] % > "5 z* 3 % 4a

9

48 /6 88 ad abe .
2198, F—. 299, . 2200. . 2201, 5. 2202, ma® (o).
4 o= 4 = na?
2203. - ma® (2 V2—1). 2204. —,j-nas(V2-1). 2205. —5—. 2206. - mabe,
2207. “;3 (6 1/3—5). 2208. 3;—2& 2209. e (1—e=R%). 2210. 3’;“6.

2211, 3_'.1/;‘5—“3. 2212, 3%3(2 V/3—1). Indicacién. Efectuar el cambio

de variables zy=u, —i—:v. 2213. -;12,—'[/a2b2+b=c“+cﬁa2. 2214, 4 (m—n) R

2215, Kz-aﬂ. Indicacién. Integrar en el plano YOZ. 2216. 4a®.

2217, 8a? arcsen — . 2218.%;@ (371/3—1). 2219, 8a2. 2220. 3x% Indica-

ciémn. Pasar a las coordenadas polaves. 2220. 1. In dicacidén. Proyectar
la superficie sobre el plano de coordenadas XOY. 2220, 2. a2 /2. 2221. ¢=
3
2 R2\Z ,~ ; .
=2qa2| (1+=~)"=1|. Indicacién. Pasar a las coordenadas
i3 a?

polares. 2222, %ﬁaa y 822 Indicacidén Pasar a las coordenadas polares.
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ady o
Vaﬁ_ 22— yz =

2223.  8Ba?aretg 122 . Indicacion. o

I

(= e 1.1 1]
=y
&

(=1 I X 15

=8z \ arcsen dz. Inlegrar por partes y después hacer la susti-

2 1/'112-— z2

a3

tucion = 5 Sen ¢; el resultado debe transformarse, 2224, —} (b']/'bﬂ—}—cﬁ—

Se~~p b3l 3

P T c2
—a |fal-f-et4c? lnm) . Indicacién., Pasar a las coordena-

a+ Va2t 2
28 R? adh | adb? — 12—m® - _m
das polares. 2225, e 2226. =5 2227. z=3 T y = E—a"
— 5t — —— ) — — —_—
2228. = = a; j=0. 2220, s i;” %, 7=0. 2280. 7= % . g=0. 2281, I y=4.
2232, a) To=i % (Di—df); b) Ix—-%(Di—ad), 2233, [ —2 ot 2034 S gt
b 1] 30 » }[—84 . . =73 . e 5
& Vox .
Indicacidn. I:gdz S {y4-a)2dy. 2235, '16][12——9%—. Indica-
0 _va
cid¢n. La distancia desde el punto {z, y) a la recta z=y cs igual

a d=%, v se halla valiéndose de la ecuacién normal de la recta.

2236. I=%ka5 [7V24+31n{1/241)], donde % es el coeficiente de propor-

cionalidad. Indicacidn. Situando el origen de coordenadas en el vértice,
a partir del cual, la distancia o3 proporcional a la densidad de la limina,
dirigimos los ojes do coordenadas segiin los lados dol cuadrado. El momento
de inercia se determina con respecte al ecjo OX. Pasando a las coordenadas

i 8
4 a s.'.:c 17} 2 a cos:ec ]
polares, lenemos: fy= S dp 3 kr (r sen. )2 rdr-{-s dp S kr (r sen @)2r dr.
0 0 r3 0
4
‘ 4
2237. IF%E- mat. 2288, 10=-;-“§L. 2239, %544. Indicacién.

Tomar por variables de integracion ¢ e y (véase el problema 2156).
i 1—x il=x=-y R VY R2—x2 I

2240. S dz g dy i f(z, v, 2ydz. 2241, S dz S dy ‘ f (=, v, z)dz.
i { o iy

i} —VRi—x2 @
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a  Yar=pa ¢ | Vi-a
2242 5 de dy 5 f(z, y, 2)dz 2243, S dz \ X
S b S —_— a2 = --e-_—
= - Va-s CV':;_:JF%{:_ Vi—az
S 8 i V2
x dy E fla g, 3 ds 2264, (31412 V227 |/3). 225, —"31’_’
0
n2a2 1 1 5 me? = 97
T e O9EN) eln@—t.. BoEN, S i X
2266, U, 2247, g 228, In2—ro. 229, (13 V3 6)
59 nabe? 4 R B2 caxiB
250, —= RS, & . —_ 3 s ' 7 3, 2 . — a2,
2250. oo RS, 2251, DO 2252, Zmabe, 2253 T, 2954, RS, 2255, -
8 4 - A oen 32 3.
: Bl 5 e 5. 92 il ke A ey
2256. 7 (n 5 ) 2257, RS, 2258. o 2259. Fath. 2260. 5 ma
x4z L r2
Za  VZax—x? 2a 2 2acosgp  Za
Resolucidn v=2§dz \ dy § dz:2qu> K rdr ‘ dh=
0 0 h 0 0
. .
2 2acosy 2 )
: r3dr 1 [ (2acos @) A e 2zat /2 ;
;23@; S %__?S g == mar. 2261, P Tudi-
0 0 0

o i 19 ; %4
cacidn. Pasar a las coordenadas esféricas. 2262, = . Indicacidn.

+
Pasar a las coordenadas cilindricas. 2263. %—(Sn—é). 2264. mabe.

2264.1.

%abe 4n = : abe
ey 2264.2, —3-(]/2—-1)::!:0. 2265, 5 (a+b4-0).

2266. g—z(ecﬂ_aﬂ_bﬁ). 2267, z-=0; y=0; ?zg-a. Indicacién. Tntrodu-

— LY — 2
cir las coordenadas esféricas. 2268. = _—_-g—, =0, z=0. 2269, n_;xéﬁ {3a2 - 4h2).
Indicaeidn, El eje del cilindro se toma como eje OZ, el planc de la
base del cilindro como plane XOY. EI momento de inercia se caleula con
respecto al eje OX. Después de pasar a las coordenadas cilindricas, el
cuadrado de la distancia2 del elemento rdpdrds al eje OX es igual
a r¥sen? @--z2. 2270. nr:ilsa (2h2+3a?). Indicacidén. La base del cono
se toma como plano XOY; ol eje del cono, como cjeo 0Z. El momento de
inercia se calcula com respecto al eje OX. Pasando a las coordenadas cilin-
dricas, para los puntos de la superficie del cono tencmos: rz%—(h——z}, y ol

cuadrado de la distancia del elemento rdedrds al ojo OX seri igual
a r?sen? p+-z2. 2271. 2nkph (1 —cosa), donde & o3 el cocficiente de propor-
cionalidad y p, 1a densidad. Resolueidn. Bl vértice del cono se toma
como origen de coordenadas y su eje, como cje OZ, Si se introducen ias

3i—1i016
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coordenadas esféricas, la eccmacién de la superficie lateral del cono serd

4 2z
$=5—% ¥ la ecuacion del plano de la base, F=ies 5 A causa de la
simetrfa se tiene, que la temsién resultante estd dirigida por el oje OZ.
I.n masz del elemepnto de volumen dm —prdcosPdpdpdr, donde, p, es la
densidad. La componenie, por el eje OZ, de la afraccidn que cjerce este
elomente sobre la unidad de masa situada en el punto 0 os ignal

kd ‘e :
:L senW="kpsen pcos PdPpdpdr. La atraceién resultante es igual

a
r
13
2 'E:_:“ hcosec
a 3 de \ dp { kp sen p cos P dr. 2272, Resolucidn. Introducinos
) *
bl 0 0

ias coordenadas cilindricas (p, @, z) con el origen en el centro de la esfera
y de forma que el ejo OZ pase por el punto material, cuya masa se supone
igual a m. La distancia desde oste punto hasta el centro de la esfera, la
designamos con la letra & Sea r=VpE+(E—2)2 la distancia eatre el ele-
mento de volumen dv y la masa m. La fuerza de atraceién del volumen
elomental dv de la esfera y del punto material m, estd dirigida a lo largo

d ;

de 7 y numéricamente es igual a —!rym-;g—, donde y= 4 es la den-
T ni?
sidad de la esfera y dv = p dp dp dz el volumen elemental. La proyeccién de esta
fuerza sobre el cje 0Z serd: dF = — }f-”—:_};ﬂcos (;;)z —femy E;z pdo dp dz.
2x R VRi_z2 5 "
De donde F== —Fkmy i ag 5 (2—z)dz R P_;'_ﬁ[’____ kmy ?“Ba'gi , Pero, como
0 -R b
k =]
-%-7333=M, tendremos F=-i'gi. 2273, - E yze"““2 dy — =8,
x

1, . p 5, P ;
2975. a) —(p >0); b do 18) s (P 220 d) )}
2295, ) —Ap >0 by o= g ouan p>a;0) (P> 05 d) g (0 >0)
3 p) & a_.n
2976. —«IT. 2277, —. Indicacidn Derivar dos voeces 5 g~pt dz:i,
n pra P
0
2278, In% . 2279, arcty %— aretg — . 2280, 2 In (44-). 2281, 2t (Y T— o2 ~1)-
9282, arcctg . 2183. 1. 2284, —. 2285. . 2286, -~ . Indicacidn
. ¢ ﬂ . « 1. T LR . . EE'. :

vV 2
Pasar a las coordenadas polares. 2287. léﬂ . 2288. -:%— 2289. Converge.

Resolucién. Excluimos de S el origen de coordenadas junte con su

entorno de amplitud e, es decir, examinamos Ig=§ S In V224 y2dz dy,
(8,)

donde ¢l recinto que so excluye es un circulo de radio e con ceniro on el
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origen de coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, tenemos
T < v 2 1 1 : 2 2 1

r e? g
Ie‘=§ dq>gr[nrdr=§ [Tlnr e——-2--S dr]dqa.—:zn(-z-——é—lng—a).
L] e

De doude, Iil:% Ig=—~’§.. 2290. Converge cuando o >>1. 2201. Converge.
B=

Indieacién. Rodeamos la recta y =z con una faja estrecha ¥ suponemos

i X B 1 1
¢ dxdy ; S dy i ‘ R dy
g————w== lim \ dz ———-lim \ dz . 2292, Con-
S;S') ]af(x—y}'& g-»0 Sli ]a/' (:l:—y}ﬂ 80 10 a::I—ﬁ -alf {z—y)k

B« 2 b 2
verge cuando o > —g— 2293. 0. 2294, lnv—52+-§—. 2295. e babdbh) (; (;'-_T_b_)i_b ) -
3
256

2 = 51/ 2 5
2296. 2o 2207, (14 4n2)? 1) 2208, L2V IEME  gpgg say/3
15 3 5m
o 2 2
2300.;-,; (56 V/7—1). 2301. y-“ab—‘” arctg ilb . 2302. 2rta%. 2308, %{; (10 V/10—1).
Indicacidn. S f {2, y)ds geométricamente se puede interpretar como
c
¢l drea de la superficie cilindrica que tiene la generatriz paralela al ejo 0%,

cuya base es el contorno de integracién y las alturas iguales a los valores
de la funcién subintegral. Por esto, S=\ zds, donde C es el arco 04 de

la parabola y=—'§,— z?, que une los puntos (0; 0) y (4; 6). 2304. /3.

2305, 2(594— - T V"i“bz). 2306, Vaﬂ+b=(n VaE1-Znbt -

'Va2—»-b2
a? | 2;b- | af - 4nihe
+ E 1n a ) .

2307. (i s, ia). 2308, 2na? VI B2,

3 3
kEMmb 19 4 12
2309, ——0e——. E = - . —w2mal 2. 8) & b 0; ¢ —
309 EaER 0. 40 55 2311 2nma?. 2312, a) 3 ) c 3

d) —4; e) 4. 2313. En todos los casos 4. 23f4. —2n. Indicacidn.

; " . s 4
Utiliceso las ecuaciones paramétricas do la circunferencia. 2315. ?abﬂ.

2316. —2sen 2. 2317, 0. 2348. a) 8 b) 12; ¢) 2; d) -—2—; e) In(z+y)

X2 vz

f) Scp(x)a=+s YWay. 2319 a) 62 1) 5 o -+ &) 14+

x1 yi
2320, V1+4ad— o/ 1402 2322, a) 224-3zy —2y2+-C; b) &3 — 22y + 2y3 — y?4-C;
c) eV (z+y)-+C; d) In|z4y|4C. 2323. —2na (e+-b). 2324, —nR2costa.
31*
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2325. (-:5—+"1‘é2 ) RS, 2326. a) —2; b) abe—1; ¢) 5V/3; d) 0. 2327, I—
1

4§ 4 e

:g ‘ y2dzdy. 2398. —-- 2329. S 2830. ——. 2331. 0. 2332. 2) O,
€]

b) 2nn- Indicacién. En el caso b), la férmula de Green se emplea en

el recinto comprendido ontre ¢l contorno € y un circulo de radio suficien-

temente pequefio con centro en ¢l origen de coordenadas. 2333, Reso-

lucién, Si se supene que la direoci[gbn de la tangente coincide con la

direccién del recorrido positive dol contorno, tendremos que cos (X, n)—=

=cos (Y, :)=—§f_—, por consiguiente, <§cos (X.n) d&=§%d3=§d‘ym0_
c ¢ ¢

2334. 25, donde 8 es el area limitada por cl conterno €. 2335, —4. Indi-

cacidn, Laformula de Green no se puede emplear. 2336. nab. 2337. g-» na.

2338. Gma2. Z139. —:;)- a® Indicacidédn, Puner y—ix, donde ¢ es un pard-
2

metro. 2340. & 2341 (R-4-r) (R-+2r); 6aR2 cuando R=r, Indicacidn,

60
La ecuacién de la epicicloide tienc la forma z=(R4r) cost—rcosa;'"r

¢,

y=(R-+r}sen t—rsen H;H t, donde z es el dngulo de giro del radie del

circulo fijo, trazado en ol punto do contacto. 2342, n(R~—r)(B—2r)

2 %R? cuando rzi;-. ludicacion. La ecuacidén de la hipocicloide se
4

8
obtiene de la ocuacién de la epicicloide correspondiente (véase ¢l problema

2344) sustituyendo » por —r. 2343. FR. 2344. mg (z(—3g). 2345. % (a2 —b2),

donde % es el coeficiente de proporcionalidad. 2346. a) El potencial

Il = —mgz, ol trabajo mg (zy—zy); b} el potencial U:—-I;-"— , el trabajo

2
—17&_2,;—-%2—_?_—?2; ¢) el potencial U= ——'!-c2—~(:i:2—1-—y2+22), el  trabajo
2 2 /a2 F b2
B (m—r). 241, £ ot 238, -23‘—“—1/5»1‘”— 2349. 0. 2350. - ab.
4 5 /3
g5t T gma 3 oass BV oay 0 VR g3 g0
2 4 10(5 1/5—1) 2
b} —-R S (cos a-f-cos f+cos y) dS. 2356, 0. 2857, 4n, 2858. — ma?. 2359, —a'.
)
R _9Q P 3R 9Q_oP ; S
23600. =2 = 5y =gy 2961 O 2362.2 R (z+y+2) dz dy da.

o
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> dz dy dz o B2U | U . 8
2 . 2 g meememm—— ey 64. ( ) dx dy dz.
363 \\S Ve 23 “S 7 T o T o dy
W %)
1% 2Hh3
2365, 3a%. 2366. o . 2367, 205, 2368. P2 2371, Esforas; cilindros.

2 5 2
2372. Conos. 2373. Circunferencias z2-ly2=c?, z2=¢,. 2376. grad ¥ (4)=

=37 —3k; |grad U (4) |= VI =3 V11, s2=2y; z=y=z. 2377. a) ;:

b} 2¢; ) —:—3: dy ¢ {r)*:_L. 2378. grad (er)=—¢; las superficies de nivel son
planocs perpendiculares al veetor e. 2379. %m—— 2’? ; %g-:i grad ' | cuando
embme. 280, S0 005G r} . U g cumdo zLe 2382 2.
al re ol r
2983, div (L:—f—f(}')—i—f’ (J"). 2385. ﬂ) ﬂi\-’?"=3, l'Ot;?‘=0; b) div (rc’)=%‘z ¥
rot (re) = — >: T ¢y div(f{»}e)= ,f_}r_)_ {cv), rot{fi(r}e) =£—~(;r—)— exr.

2386, div v=0; rot v="20, donde w=ownk. 2387, 20n°, donde n° cs el vector

T i ? aeU a2 g2/
unitarie paralelo al eje de yotacién, 2388, divgrad U/ = FPoR T -+ PP

rot grad U=0. 2394, 3nR2H. 2392, a) = nR2H (3R24-2H?); b)%nﬂﬂj{ (R2+2H2);

1
10
2393. div F=0 en todos los puntos a excepcién del origen de coordenadas.
El flujo es igeal a 4m. Indicacién. Al calcular el flujo, aplicar el

r
— nR6

teorema de Ostrogradski—Gapss. 2394, 2n2h2 2395, 3

. 2396, U == S rf(rydr.

o
T

2397, = 2398, a) No tiene; b) U =zyz+-C; ¢) U=yt zz+yz - C. 2400. 5.

Gapitulo VIIi, 102
1 1 n 1 o n42
001, oo 2002, oo 2008, oo 2404 5. 2005, o
2n 1 1.3.5...(2n—1)
A o e R A A — Y+t
2606, w2407, oo P08 ey 2000, (M

n+1
2410. 2™—1"7" 2416, Diverge. 2417. Converge. 2418. Diverge. 2419, Diverge.
2420. Diverge. 2421. Diverge. 2422. Diverge. 2423. Diverge. 2424, Diverge.
2425. Converge. 2426. Converge. 2427. Converge. 2428. Converge. 2429. Converge.
2430. Converge. 2431. Converge. 2432. Converge. 2433. Converge. 2434.
Diverge. 2435, Diverge. 2436, Cenverge. 2437. ~Diverge. 2438, Converge.
2439, Converge. 2440. Converge. 2441. Diverge. 2442, Converge. 2443. Con-
verge. 2444, Converge. 2445. Converge. 2446. Converge. 2447. Converge.
2448, Converge. 2449. Converge. 2450, Diverge. 2451, Converge. 2452. Diverge,
2453, Converge. 2454, Diverge. 2455. Diverge. 2456. Converge. 2457, Iliverge.
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2458. Converge. 2459. Diverge. 2460. Converge. 2461, Diverge. 2462. Converge.
2463. Diverge. 2464, Converge. 2465. Converge. 2466, Converge. 2467. Diver.

ge. 2468. Diverge. Indicacién. %é"—‘-}i. 2470. Converge condicio-

n

nalmente. 247{. Converge condicionalmente. 2472, Converge absoluta-
mente. 2473. Diverge. 2474. Converge condicionalmente. 2475. Converge
abselutamente. 2476. Converge condicionalmente. 2477, Converge abso-
lutamente. 2478. Converge absolutamente. 2479, Diverge. 2480. Converge
absolutamente. 2481. Converge condicionalmente. 2482. Converge absoluta-
monto. 2484, a) Diverge; b) converge absclutamente; ¢} diverge; d) converge
condicionalmente. Indicacidn. En los ejemplos a) y d) examinar la serie
D) {az8g+az), y en los b) y ¢) investigar soparadamente las series D) 2y
h=1 h=1

¥ 2 agx. 2485. Diverge, 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge
k=1

absolutamente. 2488, Converge condicionalmente. 2489, Diverge. 2490. Converge
absolutamente. 2491, Converge absolutamente. 2492, Converge absolutamente.

oo - -]
‘ 5 (=" . i "
2493, Si. 2494, No. 2495. Z — = converge. 2496, Z n@n—1’
n=1 n=1
converge. 2497. Diverge. 2499. Converge. 2500. Converge. 2501. ;R‘{<% 3
1 1
| By | < 7355 Ra<0, Rg>>0. 2502, Rﬂ<2n“11¢2n P
El resto de 1a serie se puede acotar valiéndose de la suma de la progresién geomé-

trica, que excede a dicho resto: B,=a, ‘——;- ;% + (%)2 fn_-{:i_).i(:'t_+2-)+ i .]<

Indicacidn.

) 1 1 1yt 1 n--2 :

<olzamt(z) mrmt- ] 0 M<gEerr
& 1

Ry < 3-1078, 2504, 'n_~1-_:l<R"<%' Resolucidn. Hn=m+

e 1 1 e P N Y

w (n+2)=+'1”>(n+i){n-+-2)+(u+2) D ol ey — 5 )

1 & o
+(,.+2 e M = R Sy o R TR VT )
2505. Para la serie dada es facil hallar el valor sexacto del resto:

e () (7

Resolucion  Ry=nt) ()" + G4 ()"

4-... Multiplica-

mos por (—: )‘:

Ar—oan (1) et (1)
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Restando, obtenemaos:

e () (B () () -

1
=g
DNe agui encontramos el valor de R, que se da mds arriba. Poniendo n=0,
-
hallamos la suma de la serie S=G-g-) . 2506, 99: 999. 2507. 2; 3; 5.

2508. S=1. Indicacidn. a"=_:.__ni i 2509, S=1 cuando =z >0,
$= —1 cuando z < 0; S$==0 cuando z=0. 2510. Cuando z>>1 cs absoluta-
mente convergente, cuande z<(1 es divergente. 2511, Cuando z>1 es
absclutamente convergente, cuande (< z< 1 comverge no absolutamente,
ecuando z.< 0 es divergente. 2512, Cuando z>e es absolutamente comver-

onte, cuande 1< z< e converge no absolutamente, cuando T<{1 es

ivergente. 2513. —oo< z<{co. 2514, —oo< 2z <O, 2515, Es absoluta-
mente convergente cuando z >>0; es divergente cuande z<{0. Resolu-

cion. 1) |“ﬂ|<e:x , ¥ cuando z>>0 la serie cuyo término general es

>1 cuando z<C0, y cosnz no tiende a cero

- 9% convergente; 2) po=

cuando n—»co, ya que si cosnz—-0 se deduciria que cos 2ng —>—1; de
esta forma, cuande z <0 no se cumple ol criterio necesario de convergencia.
2516. Fs absolutamente convergente cuando 2in <z < (2k-Fy k=0, =1,
42, ...}; en 1os demds puntos es divergente, 2517. Es divergente en todas
partes. 2518. Es absolutamente convergente cuando z ==0. 251%. =2>>f,

r<l—1. 2520, 2 >3, x<1. 2520, 21, zl—1. 2522, :c}"5-?§—, x<4%.
2523, =>4, z<(—1. 2524, —-1<x<—-;—, -é-<z<1. indicacidn,

og

Para estos valores de x converge, tanto la serie Zzi‘, como la =erie
B=1

o A v . g

Z- Ty Cvande |z|>»1 y cuando |z|-g\,-2~ el término gencral de la

x
k=1
sprie no tiende a cero. 2525, —1< <0, 0<Tzx<1. 2526, —1<x<d.
1

2527, —2< <2 2528 —1<z<l 2529 _—T;-E—éx,ﬁgﬁ_

2530. —f <z f. 2531, —i<e<4. 2532 —i<z<1. 2533 —co<z<oo.
2534, z=0. 2535, —co <z <co. 2536 —b<a<h 2. —p <Ly

2538, —2< <2 2539, —e<C B<e 2540, —3 L <3, 2584t —1<lz<.
2542, —1< z< 1. Resoluciéon. La divergencia de la serie cuando
Jz|>>1 es evidente (es interosante sefialar, que la divergencia de la sorie
eu los oxtremos del intervalo de convergencia =1 se puede com-
probar, no sclo valiéndese del criterio necesario do convergencia, sino
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también con ayuda del criterio de D'Alembert). Cuando |z]|<{ tenemos:

| (nta)
lim | AZEDNETTE i [ n) ™0 | dim (nef-1) |2 R = lim 2L
N-roo nlz™ n-poo R n—sco i i1
z

(la dllima igualdad se puede oblener ficilmente aplicando la regla de
L'Hépital). 2543. —1 ¢z« 1. Indicacidn. Valiéndose del criterio de
D’Alembert no sdlo se puede hallar el intervalo de convergencia, gino
taznbién investigar la convergencia de la seric dada en los extromos de
dicho intervalo. 2544, —1<z<C1. Indicacidén, Valiéndose del criterio
do Cauchy mo s6lo se puede'\\ﬁailar el intervalo de convergencia, sino
también investigar la convergencia de la seric dada en los extremos de
dicho intervalo. 2545. 2<Cz <8, 2546. —2 < x< 8, 2547, -2 zx<4.
2568, 1 Lz C3. 2549, —h< 2L —2 2550, z= —3, 2651, —T< x<C—3.

25562, 0 x<7 4. 2553, —JZ-{ n:-:':i—f. 2054, —e—3< < e—3. 280h, —2 <

<20, 2556, 2«7 p< b, 2557, A< (3. 2558, —Belz e —1, 2559, 1_-}<

- ! . 1 : ;
<:¢:<.';'1+%. Indicacién. Cuando z=1 £ la seric os divergente,

(idad
vo que lim il = Lo 0, 260, —2< 00 2561, 1<lzall.

=00

e
2362, 1 < 2< 5. 2563, 2« T4, 2564, [2]<C 1. 2565, |z |< 1. 2566, |z —2i|< 3.
2567, |2| < 2. 2508, 3=0. 2569. |z| < co. 2570. {z|< 5 2576. —lu (1—2)

(—1az< 1) 2677, In(+a)(—1<x< 1). 2578 ~12—Ini+x(|xte;f 1).

i—zx
2570, arctge(|z|< 1), 2580, s (|2 | < 1). 2581, —ormar (12 |< 1),
shas v B ' (TFz%)2
o 2 ; ; z . 1
2582, “—_5:)7(1.1:|< 1). 2583. m (|| -1). 2584. 7 (arctg z—
—,i 111—1-—«_~3)(|:c]<;1j 1). 2585. 2 LS . Indicaeidn. Examinar la suma
TR : 6 .
3
de la serie x—z,——:—x?—... (véase el problema 237Y), cuando r=——.
3 b T3
—_y g N F I e ; ; L
2586, 3. 2587, a¥e=14 ¥y TN E(—co< z< o). 2586, sen (x+ : )_
n=1
o 2 3 a 6 alon n
e z* @ z i gy 2R “
it | Bha—gpeigbege b gr-eetl—D * opdm ]
2589 ¢os (r+a)=C0s a—2 Sen a— = cos - = sen a—L-chos at
' i SR 2! U P4l -
2
.--{~ﬁ;sen [a+-{-’-z-_~|:§~)-gi]-}—...(—oo<:jx<: oo).  2590. sen?z= 2:; —
n 4

el Dot e fen—1aan i " st
—{i—l-'f—w—...—}—(‘—i)} —*{2—n)“1'““‘+...( CQ<.T:<,‘_(D). 2591. lﬁ(2+$)_
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gt B B h e . (—2<2<2). Indica-
2 2.2213.28 77 n-2n
cién. Al investigar el resto, utilicese el ieorema gobre la integracion

2r—3
i is el T 2' n ;
de la serie de potencias. 2592. =iy D(n—{—B)a: {(|z}< 1)
fi=

(=]

3r—35 o 9 ) 3
2N g2 —4x4-3 :"_-2.1 (1'+ 3nil ) 2t (2| < 1), 2094 ze¥=z+

=0

o0

— {)n—=1 gn—lgn ) an

4 2, L.i()r;—_w-i( <2< o). 2505, =14+ 3 L (0 <z c0).
n=1

9an g2n

(2n)!

2+l 4 r y of\
2596, 2 o (— < < ). 2507, 14D (—1m . 2598. 14
0 —

n=1%

5 — - 2N, p2n+1
-}_iz (P @2 2 < c0). 2599, 2 D) (LA ST

2 2n)' (2n1)1
=1 n=0
znt & . 1 1
X (—oo<L z < o). 2600, 2 (—1)» —gae ( 3« x < 3). 2601, 7+~2—x
n=0

1-3 z¢  1-3.5 af 1.3.5. (2.?1——1) z2n .
z==+2.425 Yo T 246 o SERTL T - (—2<{2<2).

g+l . a {(—1)an—1 1 . vl
2602.22 %ﬁ(iz}gi). 2603.2‘, (—1) xn( 2<zﬁ;2-).

h
n=0 n=1
&M 2
2604, 2+ ) (—1)*%-(.?3__—1)?(]“.\-_3,1). 2605. Z (— zn_,_i (lz]< 1)
n=2 n=(0
1 % 4.3 b 1.3-5... (2n—1) z#n+l g
2606. 2453 tgp 5+t —70s .{..n2n ) s e 121D
3 : 5 AR o 2n+1
2607, x_‘i.f_.+_1_.3._‘t___ “+(__1)n135 (2n—1} =

2.4.86...2n 2n+1

4n—3 21
(=) <1). 2608. Z (—1}“1% (—oo< s 00), 2609 1+

n=1
+ 0 (—y
n=2

=1
lin(—co< < 00).  2610. 8+3Z1+2“+3 Zn

nl

x 2.z 2. 58 s abnsy
(—o<z< ). 26U, 24 mo—m—sray 21"'28 PER 3,—{ o e
2.5.8... (3n—4) 2" T
X 23,1_153“.“! ... (—oo< z < c0). 2612, F_Z (zﬁi"'a—ﬂﬁ) z

n=i
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{1 4-32n-2) 22 Iw an

(—2< 2< 2). 2613, 1-+-4 2, L-‘*WL (lz|< o). 2614, S
n=1 n=f

W .
(1< VB 2615, W2+ (—-ig4enil (—t<zg).

n=14 &

rantl

2616. Eﬁ(*i}nmm(_m<z<m). 2617. z+%(—1)ﬂx
x% (lz|<eo). 2618. > (—1)»# :—:(lz!a:ﬂ- 2619, =+

n=1

1.3.5 |
+z s” +gro 2 - +zn—(4er’r(“2£—mf3*‘“”+-'- NG SOkl

2z5 z3 276 z2 gzt
+5 X8 e 2020 a— T oo 2622 e(1—~7+—.*...).

5
z2 z4 z8
2623, 1+T+2_4+"' 2624. h(-ﬁw+1—2+ﬁ+...). 2625. z-4z24

+-1- z34... 2626. Indicacidn. Partiendo de las ecuaciones paramétricas

de la elipse z=acost, y=bsent, calcular la longitud de la el:gse v, la
expresién obtenida desarréllese en serie de potencias de e. 2628, £3— 2z%—

—oz—2=—T8+459 (z-+4)— 14(82-{-4% +(2+4)3 (—00< z < 00). 2629, j(a:-}-h)_
—5z3—433—3z+2+(15zs ) A~ (152—4) h2-}- 5h3 (—co z < 0o}

—o< h< o). 2630, 2, (—|)ﬂ~1§—”-:‘;;5)_(0<“;2). 2631. 2}, (—1)" %

n=1 n=0
X(z—1)" 0 < 2< 2). 2632. D) (n1) x4y (—2< < 0).
ne=0 '
2633, ) @13l (2 44 (— 6. 2 < —2). 2634 D) (—1)n%
n=0 n=>0
(—2—-VE<2<—24+V3). 2635. e*2[1+2 -(f—‘r%af-] (] < o)
n==1
g—4_1 (z—4) 1.3 (z—4) 1.3.5 (z—4) »
b IR A v s e e e e
o (z_i)m‘!—l
1.8.5, (28—-—3) (z—4)" i 1 = 2
X g+ (0 2<8). 2637, 2_,1(_13 e
==
= 4“-1(2_£)2n—i
- A <
(jz]<Cca). 2638 .%.4._2 (—1)n =T (| x| < o)

n={
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- 1 (—zy\emi o

2639. —2 Zlm(m) (0< z< o). Indicacién. Hacer Ja
n=

sustitucion :;2=: y desarrollar Ilnz en serie de potencias de 1.

x ¢ 2z YV 1.8/ = 3 1.8.5...(2r—3)f =z \n
28 ‘l—l—z+2 (‘1-{«:.‘:) +2-4 (1+:c) +"'+2-4—6...(2n«—2) (i+z) ®
1 1 i
S (—-?-s;;a:<co). 2641 | B | < 5 < g5- 2642 | R|<qq . 2843. =
143 1145
m; | ;(23) —}-;—:-2(25) 0,523, Imndicacit6on. Para demostrar

ue el error no excede de 0,001, hay que acotar el resto de la serie valiéndose
o la progresion geométrica gue excede a este resto. 2644. Dos términos,

2 3
es decir, 1——%—-. 2645. Dos términos, es decir, o:-—is-. 2646, Ocho tér-

7
minos, €8 decir, 1+Z -%» 2647. 99; 999, 2648. 1,92. 2649. | R |<C0,0003.
n==1

2650, 2,087. 2651. |z}< 0,69; |z|<<0,39 |z|< 0,22 2652 |z|<0,39;

|z | < 0,18. 2653. —m--—dl-—m0,493l. 2654, 0,7468. 2655, 0,608. 2656. 0,621.

28.3.3!

baf =~

o0
. —p)an
2657, 0,2505. 2658, 0026, 2659. 143 (— EFHT (—eo<e<om

n=1{

(z—p)*n— (=)=
2-(2n)]1

—o<y< o) 260, D) (—1)

n=1

(—oo < r<C 00

—co <y < o0). 2061 ) (—'1)”"-——-—(zz+ya)2n_l(—00<z<00; — 00 ¥ < o).

(2n—1}!
S |
202 i+22 (v—2)" |z—y|<1. Indicacidn _1_:3.‘*‘_”=“1+
- * e it x—y
n==1
2 ; B ‘ B
+“i—(y—z) . Aplicar la progresién geométrica. 2663. 2' 0

n={

(—1Lz<l; —1Ly<1). Indicacién. 1—z—y+ay=01—2z){#—y).

oo

8 Z2NHL - yen-tl o s ; a0
2664, 2, (—1)™ T (—1<e Lt —1 €y ). Indicacion,

n=0

T4y

arctg =arctg z4-arctg y (cuando |z|< 1,y | < 1). 2665. flzt+-h, y-+l)=

1—zy
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= ax24-2bzy |- cy? 4- 2 (ax |+ by) h4-2 (bx - ey} k4 ah? - 2bh - ok, 2666. f(‘l-[—h,
24 k) —f(, 2)=9h—21k 4 3h2 4- Jhk — 12%% - h2 — 248, 2667. 1+

}_‘. I(x—d)+(J+2))“ 2668. Hi (— 1)n [“’ *'(y_'_)]zn

(2nl)
i 3.
2669, 14742 y2+ 3 3?‘”"2 +... %70. ‘1+:c-}-zy+—;—a:3y—}—...
¢i4-¢3 2 —--6'2) sen (2n+1)z _ey+cq, _¢to
2671. 25 Z T SO="5 SEn="50

n=0

o472, =8 ,_2(¢—a) 2 cns(2n+1}z+( . Zl (AL SONRE

4 ¢ s (2n 1)% ™
n= =1
b—a COS R L
§ (& m) =—5—m. 2673. —+4Z (=) 5 8 (= my=n2.
n=1
2
2674. = sh an [ +Z (a cos nz—n sen m:]] § (£ n) = ch aa.
2675. Lot Z (—1)" L3808 % _ si @ mo es niimero entero; sen az, si a
b3 a2 —n?
a=1
. . 2 2senanm acos m:
es nimerco entero; §(+ n)=0. 2676. . [ % + 2 {— Ik
=]
" . 2sh ax
st @ no es entero; cos az, si a eg entero; S (4 a)=cosan, 2677. >

nsen na Z2shan [ 1 O-o\ acosnz’|
xZ( ot LS (o =0, 2078, 20 [+ (—1 “a2+n2] :
n=|{

§ (& m)=ch ax. 2679. 2‘1 PLT 2680, 2, ena N2, o Zib) 4

2n—1
n={ n=1{
Fa __{yp—1 SERLAT 4 cos(n—1f)z  mn%
c)zvg. 2681. &) 2 D) (—1) b) 5 ——= > Tt 73
ne=l n=i
- o 2 8
2682. 3) D) by sonnz, donde byp_g= S ¥ bop = — ;
n=:l
=]
b) b—+4z (—Dr SBAE. 4y BL oy B 2083, ) oo | U~

n=1{ el
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nsennz . 4. e‘"_‘—i +£Z [(—1)‘“3“".‘——1]005an 284, 2) —%-x
. n
S

a%4-n2 a*--n?
nmn R
® 4-—C08 55— 0 sen —m—
1 2~ Pl o 4
le sonng; B) b 2y —— tosns, 2685. a) —X
n=1
Le =]
o _.sen(2n—1)z a 2~y cos2(2n—4}zx
XZ. (1" 1—{2n“1)2 Y (Er—1)2
n=1{ n=1 :
< 1 2
2686. 2 b, sen nz, donde bop={(~— )R- T bah+1=(_1)hn_{m S
n=1
8 < sen(2n-—1) B o
o sen(2n——1)2 8 N1 gmognSonnz 2h
281, -3 ~mqy - 2B 3 D (i 2689, X
n=1 n=1
oo
x(_%__l_z se:h"hcos m:). 2690. % [%+Z ( SOIlnh ) cosnz] _
n=1i

2691, 1— o +zz (—1r-1 202 gge2, = | -5-2 (=1 i""“”J ;

n=2
H4
x T
2694. Resolucidn. 1) azn:-f‘— S f(z)0052n;~:d:c=—i~ \ f{z)cos2nz dx—+-
9 a,

+3

f () cos 2nx dz. Si se hace la sustitucion t——-%-wx en la primera

SR b

integral ¥ £=z—-%, en la segunda, valiéndose de la supuesta identidad

f(—f:‘"")"‘*f (*——1) . es faecil observar que asp=0 {(n=0.1,2, Set

f (2) sen 2rx da - -f? i (2) sen 2nz dx.

cmw'ﬂ

bi
2) bznz_f? S f (%) sen 2nx dx = -i—
0

wae—a

La misma sustitucién que en el caso 1}, teniendo en cuonia la supuesta
identidad j(%—i— t) j(-——z) nos conduce a las igualdades b&z,=0

1 4 \ cos (2n4-1) nz

(n=1,2, ...}. 2695. BT (2n4-1)2

| 2606. 1——*2 ”“2"“".

n= =1



494 Solueiones

® nnz nmz nnz
o {%_‘_22 (_1}: cos ;-;:::en"r}- 2698 1n_0§ e sen —g~
oo "~ " n'm:
2699, a) %Z “"—22(:;-31112; b) 1. 2700 a) —Z (—1)n+1
n=t
o cgsw oo
B) ';.‘“%i' !—an—:f;e— =08, %) Z! busen S, donde bynyi=
n= n=
: cos
e = Sy PR R Y
P T
I L 3

2m:z cos Zsz
0. o 3 oo B oy 3 S

Capitulo (X

2704, 8i. 2705. No. 2706, 3i. 2707. 5i. 2708, Si. 2709. a) Si. b) no. 2710. Si.
2714, y—ay'=0. 2715, zy’ ~2y=0. 2M6. y—2zy’'=0. 2ZI17, zdz-+ydy=0.
2718, y' =y. 2719, 3y2—a2=2zyy’. 2720, 2yy’ (zy2+1)=1. 2721. y=ay’ ln-;- g
2722. 2ay"+y'=0. 2723, y" =y’ —2y=0. 2724. y"}4y==0. 2725, y"—2y'+
+y=0. 2726. y* =0, 2727. y""'=0. 2728. (142 p’"—8y'y"¢=0. 2729, y2—
—zt=25. 2730, y=1ze2>, 2731, y=—cosz. 2732. y:—é—{—5e‘x—|-98x—4e”).
2738. 2,593 (cl valor exacto y—e). 2739. 4,780 (el valor exacto y—=3(e—1)}.
2740. 0,946 (el valor exacto y=1) 2741, 1,826 (el valor exacto y=7/3).

Cy
2742, ctgy=tgizC. 2743. r=—=luwue;, y=0. 2744, 224 y2= In Cz=.
g g Vit } ¥
2745, y=a-- iiz 2746, tgy=C(1—e*)3; =0, 2747. y=2Csenz.

e
TR 2
2748. 2¢ B = Ve (1 e¥) 2749. 1+ y2 = y—1g. 2750. y=1. 2751. avctg (z+y)=

=z--C, 2752. 8z} 2y 41 =2 tg (4z+- C), 27:13. r4+2y+31n|2z+3y—7 |=C.

2754, 5x4+10y+C=31n |10z —5y 6 |. 2755. p:—-l-__fo—s(p o yi=2Cxz4-C2,
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2
2756. lnp=2—co—%—ln|ct|3q:|+c oln|z _Ty:c'f = (. 2757. Larecta y =Cx

o la hipérhola y—_——i-. Indicacidén. El segmento de tangente es igual

T
v \% — 2760, y2=2pz.
a ]/yﬁ-{-(y—,) , 2758. yr—a2=C. 2730, y=Ce
x
q Ty dx
]
2761. y=az?. Indicucidn, Por la condicibn —p—— =

§ydz

z. Derivando

ES e

dos veces respecto a z, obtenemos la ecuacién diferencial. 2762 yi'--——-gr &
TS 2—V4d—z2
2763. y= 1/4—-33+ 2ln -—l/f-—' . 2764. Haz de roctas y = kax. 2765. Fami-
lia de elipses semejiantes 222 y* = C%. 2760, Familia de hipérbolas z? —y?=C.
2767. Familia de circunferencias =z24-(y—b)*=542 2768, y=zIn % .
C x =
2769, (e T 2770, z=Ce ¥ . 2TTL. (2—CP—y2=0C% (z—2)2—y®==4;

f
y=zkz 272 |/ _:_+1n1y|=c: 2773, y=-§-zz—?1c-.—;z=0.2774. (22

+y?)8 (z+y)2=C. 2775 y=x‘/f‘l-—--g—a:. 2776. (z-+y—1)0=C(z—y+3)

2777, Jaty+21In|zty—1|=C. 2778, In|4z+48y-+5|--8y—4x=C.
2779, 22=1-—2y. 2780. Paraholoide de revolucién. Resolucidén Grocias
a su simetrfa, el espejo que so busca es una superficie do revolucién, El
origen de coordenadas se sitia en el foco luminoso; el ejo OX es la divec-
cién del haz de rayos., Si la tangente a cualquier puntd M (z, y) de la curva
de la seccién hecha por el plano XOY en la superiicie que se busca, formu
cor el eje OX un dngule @, mientras que el segmento que une el origen de
coordenadas con cste punto M (z, ¥) forma un angulo @ cen el mismo eje,
tendremos que tga=tg 'EQz——iitfg . Pero, tga:% ytg ¢4 y’'. La ocua-
ci6n diferoncial que se busca es y—yy'*==2zy’ y su solucibén y?=2Cz-+C2,
La seccién plana es una paribola. La superficie buscada, un paraboloide
de revolucitn. 2781, (z—y)2—Cy =0. 2782. z2 = C (2y+C). 2783. (2y?—2%) =

=

=Cz2, Indicacién. Partir de que el drea es igual a Syd::. 2784, y=

=Cz—aln|z|. 2185, y=Cotoh 2086, y=—g-zét—or - 2872 VITr+

+cosy=C, Indicacidn. La ecnacién es lineal con respecto a = ¥ -‘% :



456 Seluciones

% —pth e
2788, meys-—%-. 289, y=p L gy, y:%{z']/i——:cz—i—«

. 2792, y (22 4+ Cx)=1. 2793, y2—

~-arcsen x) ]/i_i_

&
—— . 291, g

cos

=zin —g— . 2794, “Ta:—_f_,icyz 2795, y3 (34-Ce® ¥y = 5. 2797, 2y=Cy2 1 a2,

2198, yibztay=0. 2799, x=yla L. 2800. %+-§—=1.2801.z2+y2—0y+

2 3 4
+a2=0, 2802, :E2——+xy—|—y2=6'. 2803. -xq—-+xy3+x2=C. 2804. xT“

3
—-2- x2y3+2z—f-—%——=c. 2805, 22| yt—.3 arctg-i—’-zc. 2806. 22— y2—(yd,
a2 o] yﬁ xr z2 1
2807. -—2—'%3;.‘33*'Ir =2, 2808, In|z|—~—==C. 2809. ?+T= C. 2810.§In 2o
1
+-2-y2=6‘. 2811, (x son y-|-y cos y — sen y)e*=C. 2812, (22C2+1—2Cy) (22 -+

62 —2Cy) == 0; la integral singular es 22 —y2=0. 2813. La integral gene-
ral es (y-FC)2=a¥ mtugral singular no hay. 2814. La integral general

2
es (Z —-y+0) (z———l—c) 0; integral singular no hay. 2815. La

integral general es y24C2=2Cz; la integral singular, 2Z2—y2%==0,

1 " z=sen p-+ln p,
2816. by =rg-cosz+ 5 sen z. 2817.{

y=psenptcogsptp+C.

== e¢P b i
2818. {” e

( 2=2 __ﬁ._l_c,
— p2er. 2819. | =P

Ly=p2+21np.
La solucién singular es y—0. 2820, 4y=2z%4p?, In fp——:.c|_C+

.1:,-

— ) 2.1 n2
2821, In Vp2—|—y2~{—arctg é* =C,z=In Y 2—;}) - La solucidn singular es y=e%,

2 =
2822, y:C_]_%_; AN 2823, {x_InIpi—arcsen p4+€
sl y=p-+VI=p2
2824. { PSP b i
y=C(l+p)eP—p2i2, z=—={(Cp “—p)
2825,
{ 1

y=—(26p* +p2).
Indicacidn. La couacién diferencial, de la que se determina z como

funcién de p, es homogénea. 2826, y=CzC2 py= —i‘:—. 2827, y=Ca4-C;

solucidon smgular no tiene. 2828, y—=Cr+4 V1 C% 224p2=1. 2829 Yo
~Cz+—; y2e=de. 2830, zy=C. 2831. Una cucunforenma ¥ la {familia
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!
de tangentes a ella. 2832. La astroide z%/34y2/3=q2/3, 2833. a) Homogénea;
y=azu; b) lineal con respecto a z; z=uw; ¢) lineal con respecto a y; y=wuv;
d) ecuacion de Bernoulli; y=uvw; e) con variables separabloes; f) ecuacién
de Clairaut; reducirla a la forma y=zy" & V'S g) ecuacién de Lagrange;
derivarla con respecto a z; h) ecuacién de Bernoulli; y =uw; i) reducible
a una ecuacidon con variables separal;]es: u=z-y; j) ecuacién do Lagrange;
derivarla con respecto a x; k) ecuacién de Bernoulli con relacién a z; z=uv;
I) ecuacién en diferenciales exactas; m) limeal; y=wur; n) ecnacidén de

Bernoulli; y=uv. 2834, a) sen%= —In|z|4C; b) x-y-ecy'l'!_ 2835, 224

4-yt=Cy2. 2836. y= .—czj-c . 2837. zy (C——é—lnz :c)=1. 2838. y=Cz

€ 1n C; la solucién singular s y = —e—*+1), 2830, y— Cz+1/=aC; la solu-
& g |
j23—1
(y+1)¢

cién singular es y=-?3_—. 2840. 3y +1n =, 2841, %enﬁev—

1
—arctg y — % In{14y2)=C. 2842. y=22(1}+Ce™). 2843, z=y2 (C—eY).

2844, y=Ce 5" TLgeng—1. 2845. y=—ox-+C)/T—z%. 2846 y=

:zii (z-+4In|z|+C). 2847, 2=<Ce*P ¥ __2a (14 sen ). 2848.%2-{— 3z+y+
+In[(z—3)10 | y—1[3)=C. 2849. 2 arctg L= —InCa. 2850, :c2=1—%+

2 —_
4Ce V. 285(, ad—=CeV—y—2. 2852. ]/—i-+ln|z|==(:, 2853, y=

=z arcsen (Cz). 2854. y3=6‘e“2*+% sen z+% cosx. 2855: a2y=C (y—1).
2856. z=CeU—-% {sen y--cos y). 2857. py=C(p—1). 2858. z4=CelV—pys

_%ys‘—iy""i 2859, (zy+C) (229 +C)=0. 2860. V22 Fp2— ==,
A 87782 7

C_Vigpe 1 e
P e 3 .
2861. zev—y2=C. 2862, {x pe 3y FaEIn(p+ Vi)
y=2pz+ V1+ p
o y+2
2863. y—=ze . 2864, 2e¥-—yt=Cyl. 2865. In|y+2|4-2arctg_—5 =C.

y2 1%
—— 1 _
2866. y2+Ce 2 +——2=0. 2867. 22.y=Ce". 2868, H—%:c. 2869, y =

C—z4 a®in (2 + a2+ 20)+C
= , « Yy=C3 —a. 2871. y= rent
T—1) T 2870, y=Csenz—a. 2871. y ot Vit

2872. (y—Cz) (y2—z24-C) =0, 2873, y=Cz+%, y=-g—17'55. 2874. 23+
22y ylz—y3=C. 2875 p-4yt=Cy. 2876, y=z—1. 2877. y=a=z.
32—1016
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(“:‘_" saf Al o v il B
2878, y=2. 2879. y=0. 2880, y=3s';—_.(sen' z-}-cos 7). 2881, y=_-.=-2—'(2::2+ 28 41),.
2882, y—e*-f2r—2. 2883. a) y'=_z;'h} y=Cg, donde C es arbitraria;
el punto (0; 0) es e} punto singular’ de 1a - eécuacién diferoncial.-
2884, a) y2=uz; b} y*=2pz; (0, 0) es ¢l punto singudar. 2885, a) {z—C)2-
+52=0C% b) no tiene solucién; ¢) 22+4-y2=2z; (0, 0) es el punto singular.

2886, y—e*/Y. 2887. y=(1/Za+ V/Z ). 2888. p2=el-~e~%, 2880. F=C(e®0.
Indicacién. Pasar a Jas coordenadas polares. 2880. 3y2—2z=0.
2891, r="Fkq. 2892, 2% (y~—>b)3=>b2. 2893.. y2-hibz==0. 28%4. La hipérbola

y?—z2=C o la circunferencia z2-+y2=0C2, 2895. y =~—;— (e*4e=*). Indica-

SR

¢ién. Partir de que ¢l irea es iguala : ydz, y Ja longitud del arco

x %
S VIFy2dz. 2896. x=-§+éy. 2807, y2=4C (C+a—z). 2898, Indica-
0 - s ;
¢ ién. Aplicar ¢l hecho de que Ja resultanto do la fuerza do gravedad
y de la centrifuga es normal a la superficie. Tomando el eje do giro como
eje OY y designando por o la veloeidad angular de la rotacién, obtenemos,
para la seccidn plana axial de la superficic que se busca, la ecuacién

d} "
diferencial g d—i = %. 2899. p= e_q,oonisqﬁ-‘ Indicacidén. La presién

en cada nivel de %a columna vertical de aire se pnede considerar como
dependiente exclusivamente de las capas que descansan més arriba. Empléeso
la'loy de Boyle—Mariotte, segiin la cual, la densidad es proporcional a la

prosion, La ecuacidn diferencial buscada es dp= —kpdh. 2000. s=?klw.

Indicacidén. La ocuacién es ds=fw- Z_Ix dz. 2901, s::(p—i—-é-w)-’rl.

' 1
2002. F—at (To—a)e™. 2903. Deniro de una hora. 2004 ©=100 (—g-)

r. p. m. 2005. En 100 afios so desintegra un 4,2% de la cantidad

. et 1 Y1600
inicial Qp. Indicacidn. La ecuacion es —{i%ﬂkQ;_ Q=0 (_5)1600'

2906. t=~352 seg. Indicacidn. La ccuacion es m(h?2—2it) dh=

142 1 . ‘ . .
=1n (W) vdt. 2007, 0% lndmat_:,u’:n. Ja ecuacién os dQ=-—kQdh;

A —
1\ m
Q=0 (7) 3. 2008, v — ]/g—k cuando ¢ — co(k es ol coeficiento

de proporcionalidad) Indicacidn. La ecuacidn es m%;f-zmg——kv*;

o / gk P E—— o
= —k—t.h(z ?) 2909, 18,4 kg. Indicacidn. La ecuacion es

dz . 1 T y el E £ - ’ i -t
&=k (g —g ) 210 i= g prorl(Rsenwi— Locos @) Loe © 1.
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Indicacién. La ecuacion es Ri-+L -j—inEscumt. 2011, y=zlnlz |+

+Cz+Cy 2012, 1+c,ys=(cs %‘;] 2018, y=In|et* Gy |—2+Cy

2014, y=C,+Cyln|z|. 2015, y=CC%. 2016, y==z= VCiz+Co

2017. y=@+Clnjz+Cy|—Ciz+Cy 2018 (2--Cy)=aln seny';ca\.

1 4 1 Y
2019, y=?(1n|x|)2—]-C,_ lﬂ|$1+6r2. 2920. z:av]II'mi +Cz; y+C.

1 1
2021 y= C1el2% 4 on— . 2092, ye== | @V TE—~x2+C} arcsen 7 | +Ca-
1 s 7l e,
x

el |
2093. y=(Cpet 1) 2--Cp 2025 y=(Ciz—Ch et 4y y=—g234C
2
(solucién singular). 2023, y=CE{z—C3+Cy y:%-{—C(soluciénsin-
3 2
gular). 2926, y:f—2+iz—+c,;1n1x|+czx+ca. 2027. y—son (C;L7)+
A Cor4-Cp 2028, y=ad4-Bz. 2029, y=-;—(x9-+—1). 2030, y=z+1.
P i . " +62'3 ( ¥— Cz
2081, y=Cat 2082, y=Cygtzt v=C. 2033. 2=Cytln| =

2034, z2=0C, —-?% In m‘ . 2085, 2 =Cyy2+y Iny+ Cy. 2036. 2y2—dax?=1.

i z2—1 et —1 1—22
¢ e e - = -
2037, My=a-+1. 2038. y T(eE—1) 7 Injz| o y= 2@EFn T
-+ — - +1 In|z|. 2939. yzézz. 2940. y=-:-}x2. 2041,  y=2e%
3 2. e e
2042, = —-Qu(y—+-2)3. 2043, y—=e®, 2944, y3=-m+—-1—_~_*e—. 2045, y=
— 3
2 e 8 0%
=—;~/—x2 i 2946. yzﬁeéﬁ. 9847, y—sec2z. 2948, y—=senz-1.
2 ¥:
2049. y-——ié—-—iz—. 2950, z == ———1— ¥, 2951, No tiene solucidn. 2952. y=e*.
3
2 24+ C3I4+1)2 4 ==
2953, y=2In|z|—— . 2954 y=£-+—é—-t—)— +5-€ (z4+1) 2 4-C,. La solu-

2
cién singular es y=C, 2955, y=C,%~+{Ci—Ci}x+Cz. La solucidn sin-

(= -‘—1)

gular es y= -, 2956. y=13 (C,+z)¢+ng+Cs. 2957, y=Cy=

4
4 €Oy y=1—e¥; y= w=14-¢~% la solucién singular es y= T
32%
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2958, Las circunferencias. 2959, (x—C,)2—Coy24+kC}=0. 2960. La catenaria
y=ach z;xo . Ta circunferencia (x-—xp)?-{-y?=a® 2964. La pardbola

{x-—zg)d =20y —a?. La c¢icloide z—z3=~a(t—sent), y=a(l—cost),

C H S

2962. ¢*¥+C2=sec (az+Cy). 2963. La paribola. 2064 y=-3 =% L

1 H i z4-C

-+ T H4-Cy0 y=nch :t- - Cy, donde H es la tensién horizontal
i . 3 i 3 . d2y

constante ¥ -—=¢. Indicacidén. La ecuacion diferencial es ——= =
q dx?
dy \2 ds

= %— ]/1 -+ (-d—';j) . 2983, La ccuacion del movimiento es =

2
=g(senc—pcose). La ley del movimiento es s:%«' (sen ¢ — L cos o).

[
2966. s=-?;cllnch(t"/g?s). Indicacidn, La eenacién del movi-

; d2s ds V2 i
miento es m —g = mg—k (_d?) . 2967, Dentro de 6,45 seg. Indica-

e " o 300 d2 .
c¢idn, La ecuacidn do) movimiento ¢s —'-3—}1 ~&~£~x —10u. 2968, a) No; b) si;

¢) si; d) si; e) no; f) no; ]g) no; h) si. 2069, a) y*-+y=0; b) y"—2¢' 4-y=0;
¢} 22y’ —2zy 42y =0; d) y'—3y" 44y’ —2y=0. 2970, y—=3xr— a2,

1
2W1.yz-;(€lsenz-{—czcosx). Indicacion. Emplear la sustituciin
2
Y=y, 2072, y=Cx+Cylnz. 2973. y— A+ Ba®ta3, 2974, y=%-+

=Ax +T .Indicacidn. Las soluciones particulares de la ecuacidn

1

homogénea son yy =z, paE=, Por ¢l método de las variaciones de lag
3
constantes arbitrarias hallamos: Cit*‘;‘ =A; Cp= —%—FB- 2075, y=A+

+DBsenz4-Ccosz4-Injsecz+tgz|4-senzin|cos z|—zcosw. 2976, y=
=02 |- Cge3%, 2077, y= C e85 4. Coed*, 2078, y = €'y Coe®. 2079, y=C, cos z+
-+ Cy son z. 2980, y = e* (C; cos x4 Cy sen x). 2081. y = ¢*#% (€| cos 32+ Cq sen 3z).

2082, y—(Cy+Cyz) e, 2083, y=e25(C;e* V2 4 Coe=*Y2). 2084, Si k>0,
y=0C" VR +Cpe™™ VE g k< 0, y=C,cos |/ —kz--Cypsen '} —kz, 2985, y=
X V' Vs X w3 T
=¢ % (Cee 2 Cpe 2 ). 2986.;;:36(01(:05 Véi #4Cysen 1/6“1:).
2987, y={de*-Let*. 2088. y—e%, 2089. y—senZz. 2000, y=1. 2001, y=

=ach —E . 2992, p=0. 2993, y=(sennz. 2994. a) we? (4w Bx 4 C);
b) Acos 2z D sen 2z; ¢} Acos 2z B son 2z Cz2*; d) o* (4 cos z+4 B sen z);
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e) o (Az2-} Br 4 C) +f z¢2* (Dz-+ E); £) ze* [(Az2+ Bz} C)cos 2z
- (D2 Bz -+ F) sen 2z]. 2995, y = (Cy - Cyz) €2 +% (222 44z +3). 2996, y=

=¢ (Cicos z V3 + Cysen V )+-m3+3:|:3 2007, p=(C;+Cox)e ™+

-4 -{13-— eZ®, 2098, y=1~Ce"+ Cze“-}— 2. 2099, y=Cie*-| Cae‘x—]——;— ze®. 3000, y=

=, coszCosenz +% zsenz. 3001, y=Ce*4+ Cze—2x——§ (3 sen 2z +cos 2z).

3002, ymciezx+ Cpe3*4x ( fo ;5 ) 2%, 3003, y=(Cy--Cqx) e*-

1 1 1 i
—_— X% M. = 4 —
-} = €08 :.':+ o g 3004. y=0Cy1+Cqe —|———2 0{2(:09 2z —sen 2z).

g2 2
3005. y=e* {Cy cos 2z} Cosen 2x) 4 % e* gen 2z, 3006. y=cos 2z}
—f—% (sen z--sen 2x). 3007. 1) z=C, cos ot} Cason mt—f—ﬁ sen pt; 2} x=

— €, c08 0t Cy 500 0f — 1 03 ©F. B008. y— Cye™% 4 Cped® —zed. 3009. y—

2w
2 3
=C +Cae2x+—-—%—fﬁ—- 3010. y:e“'(ﬂi—i—czx-{—xﬁ) 3011, y=Ci+

- Cge? —{-? :.ce?”———% z. 3012, y=Ce7 24 0'3343"—% ex—'—— (3 cos 2z -|-sen 2x).
[ =4

3013. y— C;4Coe®+expoa2—5z. 304 y=Cj4 Cpe®—dze*—z—22%
2 2

3015. yz(Ci-}-C?‘x—}—%‘-x?) e—‘-“—f—}—e‘”. 3046. 7= (C, c0s 3z + Cqysen Jz) e* -

+%-;(sen 3246 cos 3x) - - 3017, y==(C; 4 Cozial) eB5 L —gi . 3018, y=Ci+
"jr‘c'ﬂsx——j'_—(l.‘aos z -3 sen x}__2_£ 30M9. y= _:1._152:(‘( x—i—ﬁ)—z—s__.
; 10 ) § 97 g G

2

———x-— -+ f— . 8020, y=Ce¥ 4 Coe* —wsenz—cos z. 3021. y— e 2% | (ool —
2ac

——Z—“— (sen 2242 cos 22). 3022, y=Cycos 2z+Cpsen 2:.,-‘-——1i (3sen 2z-}-2 cos 2z)+

-{—-Z * 3023, y=e*{C cosx}Cysenr—2zxcosz). J02h y=Cye* -J,- Ce*4

+-i~ (rt—z)eX.  3025. y=Cy¢083z--Cqsen Jx 4 -/1—x senz— ECOS x4

1 1 1
L {3p— 1) el : R N Rt ) (42 ) £3%,
4y Bz—1)enx 3026 y=Ce e g ( T i

< ks 3
8027, y=C,+ Cpet—2men— 3z Tan 3m. y=(C R
3029. yzﬂ’la"m-{—cqex—-i— {222} ) 8_3;,;_’_}_ (2r2 4+ 3z) e®. 3030. y=Ccosz+

2
-+ Cpsen z+~—~cos - —-~—sena:—~;—cos dx—{--;: sen 3z. Indicacidn.

Transformar el producto de coscnos en suma de cosenos. 3081, y=
5 Fp 5
=€ V2 | 0" V2 | gessenz4e¥cosz. 3032, y-—Cyeosz-Cysona+
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+coszln|ctg (%-}-%) | 3083. y=Cicoszx}Cysenz-fsenz-In tg—;~| .

3035, y=(Ci+Comje™tzeTln|x]. 3035, y=(C;+Cox)e*+tze<*ln|x 3
3036. y=CycosztChsenztesonzi-coszinfeos=|. 3037, y=Cicosz4
--Cp8en z—x c0s z+4-sen < In |sen z |, 3038. a) y=Ce%|-Coe™>(e*fe~%) arctg *;

3} yzciex"rﬁ'—kcze_xﬁ-{—exz. 3040. La ecuacion del movimienta es

2 f d% o

—f—— =} L — & = &l — - - =
: (d;z ) 2k (z42) (k=1y  T=2n ]/ - seg 3041 2
_ 2gsen 30t-—60 /¢ sen Vgt

7— 000 cm. Indicacidn. Si = se cuenta a partir

4
de Ja posicién de reposo do la carga, %x”:é-——k(mo+x—y—l), donde

Ty es la distancia desde ¢l punto de reposo de la carga hasta el punto
inicial do engauche del resorte, ! es la longitud del resorte en estado

o 4 dz
do reposo; por lo cual k(zg—I)=4, por consiguiente, T T
2
= —k(z—y), donde k=4, g =931 cm?/sog. 3042, m%:k (h—az)—Ek (b} 1),

2 B s
& ==¢ COo5 (t '/‘ —i;—c-) 3043. th—gzgs; tm]/%ln (6+1/35). B044. a) r=

:—g—(e"”—i— e~ by r=2—9m‘l(e"" —e %y, Indicacidn. La ecuacién dife-

: & d2r
rencial del movimiento esw—:m?r.

8045, y=Cy+ Coe | Cyol2%, 3046, y—Cy-+ Cop™ L Cye.

x — _—

8048, y=CyCor+ Coe™ 2 4 Ce=*VE, 3049, y= ¥ (C,+ Cyr-+ Cord).
3050. y=e* (Cy cos - Cysen z) e > (Cqco8 2+ C, sen z).
3051, y=(Cy+4Cyx) cos 22+ (€3 Cyx) sen 2,
z — —_—
3052. y—=C 4-Coe*te 2 (6'3 cos —I”:j z-+C,son —Ié{ z ) ]
3053. y=(Cy+Coz) e L (C54C,2) .
3054, y =% |- Coem®* | (3 cos ax | Cy sen ax,

3055.  y=(Cyit+Coz)e VITH(Cydb- Cury e V35, 3056,  y=0Cy+ Cort
=+ 03 cos ax —|— C.ﬁ sen azx. 3057. = Cli + sz + (03-*- Cﬁzr} e, 3008, = {Ci -{—
~| Cox) 608 2~ (C4-+C;z) sen x. 3059. y=eF (01 +Cox+ ... Crz® 1),

2
3060. y=C;+Coz+ ( Gy 4Gt Ez_) e,

3061. y=0C(+ Chx 1222 —|—dx3—1—-;— 3:4—[—-2%— 25 |- (Cy+ Cyx) %

0 A o
3062, y=Cpe*4e 2 (Czcc}s——l’;i z-}-Cysen 1{; m) —z% 5,

3083, y=Cy4Cox - Coa? 4 Cpe™ +-1—.3§ {4 cos 4z—sen 4x).
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3064, y=Cie‘x+Cz+Q33+32— a:z——-;— x3+-i% a4 g% (%3_1{?’) 5

3065. y=q,g“x+cgcos'z+c3senz+dx(%'—_g-) ,
3066, y=C;+Cy 008 24-Cysen z--sec 408 = l:n |cog z | —tg z-senz 4z gen 2.

i x 1 T —
.3067. .yne—x+.e“§_(cos ]{f x4 1:’3‘ sen 1{23 z)+z-—2.

3068, y==(Cy+Cs ln.z}%. 3069. y'=Clz3+%2—.

3070, y =C;cos (2 1n z) 4 Cysen (2 1n x).
3071, §=C x4 Caz? 4 CaaB. 3072. y=Cy+Cy (B2 42)—4/a.

3073. y=Clx3—E—£_:—. 3074. y=C4cos (In )} Cysen {In 7).

3075. y=01z3—|—023:2+%»x. 3076, y=(z+1)2[Ci4-Czln (z4+ 1)+ (=410
3077. y==z(Inz+In?z). 3078. y=C cosx+4Cpsena, z==Cacos z—C sen =,
3079. y=e*(C;cos z+4C,sen ), z=—15—c‘x [(C5—2C,) cos 2 —{(Cy+2Cy) sen ]
8080. y=(C{—Cy—C &) e~2%, z=(Cyz+ Ca) .

t — 5
3081. z=01e1+e—2(02005 1/25 ¢+ Cgsen Vf :),

t — -— i
e 4 o, v At
ity 3(031/3 Ca pog V3 3_62V3+cs con 12”'5' ,)‘

2

o S 5 = 4T
z=Cyelte 2( G -lé‘% s cos V; t4 Cﬂ/g %3 gen 128 i) :
8082, x=C et Coelt, Y= Coe—t+ Cqe?!, 2= —(C;+4C3) et I Caedl,
3083, y— - Cpe2® —~-}-i~—(:r3+x), z:C232x—~Ci+%-(z2-—z——1).

3084. y=—C;4Coxrt2senx, z=—261—(33{23:—{—1)——359113'---2003a:.
8085. y=—(0,—2C,—2Cqx) e~ —bz+ 14, 3= (Cy+ Cot) e+ 52—9;
o T e 8
=14 (l—e ™) — 22 (34 4e¥), 2= —9 (1 — &) 4-& (54 4e77).
3086. =~ 1062 —8e3 — el 161 —1; y= — 203 + 8e3t +3e! 12t +10.

2C C (2442} ¥ z
3087, y= b, 2= 4 . XTI Gy —=0Cn
87. v o z g 3088*. a) g3 Cy = Ca
b} In 22432 = arct Y0, —ee—=Cy.c) Indicacidn. Inte rando
¥ 8 - €y Vais 2. C) e
la ecuacién homogénea x—_xy-= ::(-i:y ., hallamos la primera integral
In V& F 2= arctg %-!— C,. Luego, utilizando las propicdados de las pro-
: = ds z dz d zdz~+ydy
porciones derivadas, tenemos — = P i =—— De dond
* 2 z(z—y) yl=+y =ty E
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lnzz%ln (2 +4-y%) 4-In Cy ¥, por consiguiente =05 ) 2+y+
= ]
+z=0, 2+ y?4+22=6. Indicacidn. Utilizando las propiedades de las

proporciones derivadas, tenemos: s __ dy__ d¢ _ de+-dy+ds

y—i  2—x &~y 0 !

de donde dz--dy-dz=0 y, por consiguiente, #+y+4z=C;. Andlogamente
zdzr  ydy  zdz  wdo-bydy-tzds | "

e P el i zdz-+ydy-zdz=0

¥y #2+y24-22=0C5 BEs deciz, que las curvas integrales son las circunferen-
cias x+y—+z2=0C,, 224 y24-2%8=C, Do las condiciones iniciales z=1, y=1,
g= —2, tendremos que €, =0, Cy=8,

c? xR

3089, y=Cya® e (3In? x—21In ),

g 1—-2Cix+%§——}-—g-(3 In% z1In z—1).

3090, y=Cye* Vi e Cpe™* V§+ Cycos ¢+ Cy sen x + e*—2z,

xV2 —xV2 (g Cy 1
= =Ly — o o ——— T} —— X .
(o Cye 5 C0Sr——msenr—-e +a
Yot COS @ - t 4
i Wi il
3091, a::-—-n—n-_—k—m——(i—e wen y:FUwo son ~+mg)(l—e ™ )—
mgt i duy X dvy
Srae ol Resoluciodn, m—a—-=—kvx, m_c}?‘=_k91“_mg cuando las

condiciones iniciales son: ap==yy=0, Vo =Vp 008 &y v =vgsena cuando
t=0. Integrando, obtenemos:

k
- -
vg—=vgcosae ', kvytmg=(kvpsen atmgle ™ .
ey 3 2,2
3092, x:acos_k_i, y:vo'i/m sen k_.t, f;,— k—“";—:i. Indica-
n k Vm a% mug
2
cion. Las ecvaciones diferenciales del movimiento son: m j:; = —kfx;
d2y
mW:—Ic2y.
3093, y= —2.~2x—x% 8004, y— +l 2¢%—1) iz+l
. = . =14 a € ——2 7t
1 1 1 9 2
0, y=- -+ —gp— g3 L pd | —_ 4b
3095, y 2+4x+8x+162 bay 2 —|—320:c+...
i 1 2
L TR Y S P ST, |
S R T T
3097 Ay B o B la sori t do —t<Cz el
Y. y= — e TIe ¢G5 3 LRV —tg e 1.
Y x+1_2—|—2_3—r3_4—{— ; la serie ¢3 convergente cuando o &
2 xre 13 24 - . : ; d
3098. y=’:_(“)2.2"5"(2!)2.3”_(3|)2.4+"" a serie ecs convergoente cusndo

—o< e+ Indicacion, Empléese ¢l procedimiento de los coeli-
cientes indeterminados,
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1 1-4.7

3099. y=1—%—l— 13"}“16:?4' z8— a7 z%-}...; la serie es convergente cuando

o< z < 400, 3100, y= 5"‘;” . Indicacién, Empléesc el método
2 4 8

do los coeficientes indeterminados. 3101, y=1—%+§§%—ﬂ.:—s’m+ G

la serie es comvergente cuando |z|<+4co. Indicacidn. [Empléese el
método de los coeficientes indeterminados.

1 2 9 55

- ST O OBy R, B 0 el | (O
3102. z_a(‘l 5 8k 8 —r 5 ! )
3103. uzAcosf—:isen—ﬂli. Indicacion. Utilizar las condiciones:
u (0, =0, u{l, =0, u (z, 0)=Asen-", a—“‘af%=o.

2w 1 (k) at (k1) e i
3104, Eres 2 ErEETE sen T son 7 . Indicacidn,
Utitizar las condiciones: = (0, t}=0, w (I, 1})=0, u(z, 0)=90, ﬂ{%’_q)_: 1.
3105. u=—8£ i—senﬁcos Msun B Iadicaeidn. Utilizar

2 n2 2 i

= n=1

las condiciones: .
hx ST

ou{z, 0) —— para 0< @< 7

=0,u(0, )=0, u(f,t)=0, u(x, 0)=
= L2k(1—-':;») para%<z<1.

3106, u= 2 A, cos (2n 4—2:)ant sen o +2£1) clid , donde los coelicientes A, =

n=0
1

= n
—ES—?sen{zn_f-l)ﬁxd 8(—1) Indicacidn, Utilizar las

= 2 M T ER Y
1]
. ; - gu(l, &} _x dulx0)
condiciones: u{0, t}=0, e =90, u {z, G)_-l- ; _uaz_._.u_
400 < 1 e
g - o RE 1003 ; 2y e
B07. u=—z- D~ (1—cos nn)sen oo e . Indicacién. Utili-

=1
zar las condicfflmes: u (0, 1)==0, u (100, ) =0, u(z, 0)=0,01z (100 —2).

Capitula X

3108. a) <17 «£0,0023%; b} <1 mm; «026%; ¢) <1 g; wae 0,0016 %,
3109, a) 0,05, < 0,021%; b) « 0,0005; £1,46%; c¢) <0005 < 0,46%.
3110, 2) 2 cifrus; 48-1G8 6 49-103, ya que el nimero esta comprendido entre
47877 y 48 845; b) 2 cifras; 15; ¢} 1 ciira; 6.102. Pricticamente, el rosultado
dobe escribirse en la forma (5,9 4 0,1).10%. 3111, a) 29,5; b) 1,6-10%; ¢} 43,2,
312, 2) 84,2; b) 18,5 6 18,47 £ 0,01; ¢) el resultado del cilenlo no tieno
cifrus exactas, ya que la diferencia es igual a upa centésima y el valor
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posible del error absoluto también es una centésima. 3113* 1,8 +- 0,3 cm?-
Indicacidn, Utilizar la férmula del incremento del drea del cuadrado.
314, a) 30,040,2; b) 43,7+04; ¢y 032404, 3115 19,940,1 m2.
3116. a) 1,1295 - 6,0002; b) 0,120 - 0,006; ¢) vl cocionts puede oscilar entre
48 y 62. Por consiguiente, en la notacién del cociente no puede considerarse
exacta ninguna cifra decimal. 3117, 0,480, La tiltima cifra puede oscilar
en una unidad. 3118, a} 0,1729; b) 277.10%; ¢) 2. 3119, (2,05 4 0,01)-10% cm?2.
3120. a) 1.648; b) 4,025 4 0,001; ¢) 9,006 -+ 0,003. 3121. 4,01-10% cm2, EI
error abzoluto ¢s 6,5 cm? El error relative 0,16%.- 3122. El catoto os igual
4 13,8402 em: sona=04440,0; «=26"15"+35". 3123. 2,74 Ol
3124, 0,27 amperios. 3125, La longitud del péndulo debe medirse con exac-
titud de hasta 0,3 cm; los nimeros = y g deben tomarse con tres cifras
(segin e] principo de las influencias ilgualcs). 3126. Los radios y la gene-
ratriz deben medirso con error relativo de 4/300. El nimero m debe tomarse
con tres cifras (segin ¢l principio de las infleencias iguales). 3127. La
magnited ! debe medirse con precisién del 0,2% y s, con precisién del
0,72'2_.’;& {segin el principio de las influencias iguales).

3128,

z y Ay A%y A%y Aty Asy
1 3 7 —2 —6 14 —23
2 A0 s —8 8 —9
3 15 -3 0 -1
4 12 —3 -1
5 9 —4
6 5
3129,
x ¥ Ay A2y Asy
1 = —12 32 48
3 —16 20 80 48
5 4 100 128 48
7 104 228 176
9 332 404
14 736
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3130.
z ¥ Ay Ay A3y Aty
0 0 -k —42 —24 24
1 —4 —46 —66 0 24
2 —50 —112 —66 24 24
3. —162 —178 —42 48 24
A —340 —220 L] 72 24
5 —560 —244 78 a6 24
6 —774 —136 174 120 24
7 —810 38 204 144
8 —872 332 438
9 —540 770
10 230

Indicacidn. Calcular los primeros cinco valores de ¥ y, una vez
obtenide Adyy=24, repetir este nimero 24 por toda la columna do las
cuartas diferencias. Después de osto, la parte rostante de la tabla se llena
mediante operaciones de suma (avanzando do derecha a izquierda).
3131. a) 0,211; 0,388; 0,490; 0.660; b) 0,229; 0,399; 0,491; 0,664. 3132. 0,1822:
04993; 0,2165; 0,2334; 0,2503. 3133, 140422423, 8134 y—at—Loiy
+-g—2-x2——f—g~x—{—8; i = 22 caando x=35,5;, y=20 cuando 3.2, Indica-
¢idn., Al caleular = para y =20 tomar yo=11. 3135. ¥l polizomio de inter-
polacidn es y=22—10zx+1; y=1 cenando ==0. 3136, 153 kgl (aproximada-
mente). 3137, a} y(0.3)=—1; y(2)=11; b) y(0,5)==—%g—, ¥ (2)=—3.
3138, —1,325. 38139, 1,01. 3140. —1.86; —0,25; 2,11, 3141, 2,09, 3142, 2,45;
0,019, 3143. 0.31; 4. 3144, 2,506, 3145. 0,02. 3146, 0,24, 3147, 1,27. 3148,
—1,88; 0,35; 1,53, 8149, 1,84, 3150, 1,31; —0,67. 3451, 7,13. 3152, 0,165.
3153, 414,73 y 0. 3164, 1,72. 3155, 1,38, 3156, z=0,83; y=10,56; 2= —0,83,
y=—0,56. 3157, z=1,67; y=1,22. 3158, 4,403, 3159. + 1,1997. 3160. Por la
formula de los trapecios, 11,625; por la férmula do Simpson, 11,417
3161, -—0,995: —1; 0,005; 0,5%: A=0,005. 3162. 0,3068; A==1,3.10-5,
3163. 0,69. 3164. 0,79. 3165, 0,84. 3166, 0,28. 3167. 0,10. 3168, 1,61, 3169. 4,85,
3170. 0,09. 3174. 0,67. 3172, 0,75. 3173. 0,79. 3174, 4,93, 3175. 1,29, Indi-
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acién. LUtilizar las ecoaciones paramétricas de la elipse z=cosi,
=0,6222 son ¢ y transformar la férmula de la longitud del arco a la forma

=0

—— o
V1—e? cos?t-dt, donde e os la excentricidad de la elipse. 3176. y, (x}::%— v

(= L - |

_1:3 _3;7 x3 37 23;11 x15 - - 52
E)=7g+g BE=73+5g+mmg tEs - 7 uE@=F-—2+1,

23 32 2zt z3 3zl
y2(2)=—4+—5——2z+1, ¥3 B}=qg—— S —2+1 4 (@)=3-2,

x3 i 723 »
zy (z) = N B +3x—2, z3 (x)=—6~—2x +3x—2, 78, yy (2)=2, yo{z)=

x3 28 Z6

R Y3 (w):x—T+m— . 3179, y(1)==3,36. 3180. y (2)=0,80.
3181, y(1)=3,72; =z (1)=2,72. 3182, »=—1,80. 3183. 3,15, 3184. 0,14,
3185, y(0,5)=3,15; z(0,5)=—3,15. 3186. y(0.5)=0,55; z(0,h)= —0,18.
3187, 1,16. 3188. 0,87. 3189, =z (m)=3,58; =’ (1) =0,79. 3190. 4201739 cos z—
—1037 sen 2-— 6321 co3 2z 4 1263 sen 22— 1242 cos 3z —33 sen 32. 3191, 6,40—
— 1,90 cos 2z < 2,14 sen & — 1,68 cos 2z 4+ 0.53 sen 2z — 1,13 cos 8z 40,04 sen 3z.
3192, 0,9604- 0,851 cos #-}- 0,915 sen 240,542 cos 2x-+0,620 sen 220,271 cos 3z-}-
+0,100 son 3. 3193. a) 0,608 sen z--0,076 sen 2z-}-0,022sen 3x; b) 0,338+
~+0,414 cos z--0,111 cos 2z 40,056 cos 3=,
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APENDICES

|. Alfabeto griego

Ac—Alfa IIn—Eta Nv—Nu Tt —Tau

Bp —Beta 86— Teta St —Xi Tv —Ypsilon

Ty — Gamma Tv-—TIota 00 —Omicron P —Fi
Ad—Delta K»x—EKappa fin—Pi Xy —1i
Ee—Epsilon Al—Lambda Pp—Ro Yp— Psi
Zi;—Dzeta Mu—Mu Zo—Sigma Qo —Omega

I, Constantes de uso frecuente
Magnitud x lg = Magnitud x g x

n 3,14159 0,49715 1 R -

21 6,28318 0,79818 . 0,36788 1,56571
kS 1,57080 0,10612 e2 7,48006 ,86859
2 Ve 1,64872 0.21715
% =

T Giddond § 1EW0 Ve 1,39564 | 014476
1 0 31831 150285 M=lge 0,43429 1,83778
-;;— £ 1 5 . N .
% 986060 099430 |gz=1n10| 2,30258 0,36222

V= 1,77245 0,24857 {radian | 57°17%45" |

5/ o 146459 | o0,26572 a4 001745 1 2,24188

e 2,74828 | 0,43429 g 9,81 0,99167




IIl. Walores inversos, pofencias, raices y logarlimos

1 o T = o wrrmes| & -
+ x2 x3 V= [V} = ¥ 10= | 100 (tré:;g)- In"x

T tohota s

MRmtn e s LT hisivias oot

bobe .N,MFNN el e B ey

D200 00 Lo futa et 09 by b b R B

[1-]

[CRIITY Ey )

[N NN

e

(SR ST T N ST
PR LE R ]

1,000 | 1,000 1,000 |4,000C | 3,162 | £,000 | 2,154 ( 4,642 | 0000 { 0,0000
0,909 | 1,210 1,331 ]1,049 | 3,317 | 1,032 [ 2,224 | 4,791 | 0414 | 0,0953
0,833 | 1,440 1,728 | 1,095 ] 3,464 | 1,063 | 2,289 | 4,532 | 0792 ; (,1823
0,769 | 1,630 2,197 | 4,140 13,606 | 1,091 | 2,351 | 5,066 | 1139 | 0,2624
0,74 1,960 2,744 | 1,483 | 3,742 { 1,419 | 2,410 | 5,192 | 1464 | 0,3365

0,667 | 2,250 3,375 1,225 | 3,873 | 1,145 2,466 | 5,313 | 1761 | 0,4055
0,625 2,560 4,096 11,265 4,000 ; 4,170 | 2,520 § 5,429 { 2041 | 0,4700
0,588 | 2,890 4,913 11,304 4,123 1 1,183 | 2,571 | 5,540 | 2304 { 0,5306
0,556 | 3,240 0,832 | 1,342 | 4,243 | 1,216 | 2,621 | 5,646 | 2553 | 0,5878
0,526 | 3,810 6,859 11,378 4,359 | 1,239 | 2,668 5,749 | 2788 | 0,6419

0,500 | 4,000 8,000 | 1,444 | 4,472} 1,280 | 2,714 | 5,848 | 3010 | 0,693¢
0,476 | 4,410 9,261 | 1,449 | 4,583 [ 1,281 | 2,759 ] 5,944 | 3222 | 30,7449
0,454 4,840 10,65 | 1,483 14.680.| 1,301 ] 2,802 | 6,037 | 3424 | 0,7885
0,435 | 5,280 1247 |[1,517 | 4,796 1,320} 2,844 | 6,127 | 3617 | 0,8329
0,417 | 5,760 | 13,82 {1,549 |4.89911,339 2,884 | 6,214 { 3802 { 0,8755

0,400 ] 6,250 | 45,62 {1,581 5,000 ][1,357 (2,924 6,300 | 3879 | 0,9163

0,835 6,760 | 17,58 |1,612]5,089|4,375 (2,962 | 6,383 | 4150 { 0,9555

0,370 7,290 19,68 |1,6435.496| 1,392 8,000 | 6,463 | 4314 [ 0,9933 [

0,357 | 7.840[ 21,95 |1,673]5,292 (1,400 3,037 | 6,542 | 4472 § 1,0296 |:

0,345 | B440| 24,39 11,703 15,385 | 1,426 | 3,072 | 6,619 | 4624 | 1,0847 |
4

0333 9,000 27,00 (1,732]5,477 (1,442 | 3,107 | 6,694 4771 | 4,0980 |
0,323} 90| 29,79 {4,761 5,568 1,458 | 3,141 | 6,768 | 4014 | 1,1314 |
0,312 | 10,24 32,77 (1,789 5,657 y 1,474 | 3,175 | 6,840 | 5051 | 1,1632

0,303 | 10,89 35,84 11,817 | 5,745 1,488 | 3,208 | 6,910 | 5185 [1,1939 |
0,294 | 11,56 39,30 11,844 ) 5,831 | 1,504 | 3,240 | 6,980 | 5315 | 1,2238 {.

0,286 112,25 42,88 11,871 | 5,016 (1,518 | 3,271 1 7,047 | 5441 | 1,2528 |
0,278 712,96 46,66 1,897 16,000 (1,533 3,302 { 7,414 | 5563 | 1,2809
0,270 | 13,69 50,656 |[1.92416,083 [ 1,547 | 3,332 | 7,479 | 5682 | 1,3083 {:
0,263 | 14,44 54,87 | 1,949 6.164 11,560 f 3,362 | 7,243 | 5798 | 1,3350 |
0,256 | 15,21 59,32 {1,975 6.245 | 1.574 | 3,391 | 7,306 | 3911 | 1.3610 |.

0,250 | 16,00 64.00 12,000)6,325(4,587 | 3,420 [ 7,508 | €021 [ 1,3863 [
0,244 | 16,81 68,92 |2,025 ; G,403 | 1,601 | 3,448 | 7,429 | 6128 | 1,4110
0,238 1 17.64 74,09 |2,049(8,481 11,613 | 3,476 ] 7,480 | 6232 [1,4351 |.
0,233 | 15,49 79,51 | 2,074 | 6,557 | 1,626 | 3,508 { 7,548 | 6335 {1,4586
0,227 [ 18,36 85,48 |[2,098(6,633|1,639 3,530 | 7,806 | 6435 [1,4816 |

0,222 | 20,25 9,42 | 2,121 | 6,708 4,651 | 3,557 | 7,663 | 6532 [1,5041
0,247 | 21,16 97,34 12,145 6,782 1,663 | 3,583 ] 7,718 6628 [1,5261
0,243 22,09 | 103,8 |[2,168 6,856 | 1,675 | 3,609 | 7,775 [ 6721 | 1,5476
0,208 23,04 | 110,6 2,191 | 6,928 | 1,687 | 3,634 | 7,830 | 6812 ] 1,5686
0,204 | 24,01 § 17,6 2,244 | 7,000 | 1,698 | 3,659 [ 7,884 | 6902 | 1,58%2

0,200 [ 25,00 | 125,0 2,236 7,071 [ 1,710 | 3,684 | 7,837 ; 6990 | 1,6094 |
0,196 | 26,01 | 182,7 2,258 | 7,444 | 1,721 ; 3,708 | 7,990 | 7076 | 1,6292
0,192127,04 | 140.6 2,280 17,241 11,732 | 3,733 | 8,041 | 7160 | 1,6487 |
0,189 28,09 | 1489 2,302 7,280 | 1,744 | 3,756 1 8,093 | 7243 | 1,8677 |
0,185 | 29,16 | 157,5 2,324 | 7,348 1 1,754 1 3,780 1 8,143 | 7324 | 1,6864
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30,25| 166,412,345 | 7,416 1,765 | 3,803 | 8,193 7404 |4,7047
31. 36| 175,6(2,366 | 7,483 (1,776 |3,826| 8,243| 7482 |1,7228
.52 49| 185,212,387 7,050 (4,786 3,849 | 8,281[ 7559 |1,7405
_ 33,66 195,112, 408 7, 1616 1,797 | 3,871 8,340 7634 |1,7579
34,81 205,4|2,429| 7 b81 1,807 (3,893 | 8,387| 7709 [41,7750
36,00|.216,0(2,449] 7,746 (1,817 | 3,915 8,434 7782 |4,7918
37,21 227,0(2,470 7,81014,827 (3,936 8,481 7853 |1,8083
38,44 | 238,352,490 7 87411,837 3,958 8,527| 7924 |1,8245
39,69 250,012,510 | 7,937 11,847 3,979 8,573 7993 |4,8405
40,961 262,112,530 8,000 1,857 4,000 8,618 8062 (41,8563
42,25 274,612,550 8,002 |1,86614,0211 8,662} 8129 |1,8718
43,58 287,5 2,a69 8,12411,87614,041 | 8,707| 8195 [1,8874
44,891 300,812,588 8,185 1,885 4,002| 8,750) 8261 [1,9021
46,24 | 344,4 2,608 3;24(: 1,885 4,082 8,794 8325 |1,0169
47,61 328,512,627 8,307 1,904 14,102 8,837| 8388 |1,9315
49,00 | 343,0| 2,646 8,367 1,91314,121| 8,879 8454 |41,04359
50,41 357,9 2.665 8,426 |1,92214,14t | 8,921 8513 {4,40601
51,841 373,2|2,683| 8,485 (1,931 4,160 8,963! 8573 [1,9741
53,20| 389,0(2,702 | 8,544 |1,04014,479( 9,004| 8633 [1,9879
54,76 | 405,2(2,720| 8,602 (1,94014,198| 9,045 8692 [2,0015
56,25 421,912,739 8,660 1,957 (4.217| 9,085 8751 |2,0t49
2) 57,76} 435,012,757 | &,718|1,06614,236 | 9,1267 8808 |2,0281
59,29 456,5(2,775| 8,7751,975! 4,254 | 9,166| 8865 |2,0412
60,84 | 474,612,793 | 8,832 (1,98314,273| 9,205| 8921 |2, 0541
62,41 493,0|2,811| 8,88811,092)4,201 | 9,244 8976 |2, 0669
64,00 512,012,828 | 8,944 2,000 |4,300| 9,283 | 9031 |2,0794
65,611 531,412,846 9.000 2,008 | 4,327 | 9,322] 9085 (2,009
67,24 | 551,412,804 9,055]2,017 (4,344 9,360 9138 |2,1041
68,80 571,8[2,881| 9,110 12,025{4,862| 9,393 9191 |2,1163
70,56 | 592,712,898 9,165|2,033 | 4,380 9,435 9243 |2,1282
72,25 614,1(2,915 | 9,22012,041 {4,397 [ 9,473 9204 |2,1401
73,96 | 636,112,933} 9,274 2,049 4,414% 9,510 9345 |2,1518
75,69 658,5]2,950| 9,32712,057 [ 4,431 ] 9,546 9305 |2,4633
77,44 | 681,512 96[} 9,381 ;2,065 | 4,448 | 9,5683| 9445 |2,1748
79,21| 705,0{2,983 | 9,434|2,0721 4,465 9,018 9494 |2,1864
81,001 729,013,000 9,487 12,080]4,481 | 9,655| 9542 |2,1472
82,81 754,6(3,017| 9,539 2,08814,498| 9,601{ 9590 !2,2083
84,641 778,7|3,033 9 59212,0951 4,514 9,726] 9638 |2,2192
86,49 | 804,413,050 9,844 | 2,103 (4,534 9,761| 9685 |2,2300
88,36 830,063,066 9 69512,110(4,547| 9,796 9731 |2,2407

90,25 857,4|3,082| 9,747 (2,118 14,563 9,830 9777 {2,2513|
92,16 | 884,713,098 | 9,798 2,125 4,579 9,865]| 9823 |2,2618
94,09 | 912,713,444 9,849 ,2,13314,595| 9,809| 9868 |2,2721
96,04 | 941 2 3,130 9,885 2,14014,610| 9,933 9912 12,2824/
98,04 970 3 3 146 | 9,950 [ 2,447 [ 4,626 9,967| 9956 |2,2925

100,00 1000,0 | 3,162 |10,000| 2,154 | 4,642 | 10,0001 0000 |2,3026




512

I¥. Funclones irigonométricas

z? x
(radianes) sen = tg z etg cos

0 (,0000 0,0000 | 0,0000 [o'e] 1,0000 1,5708 90
1 0,0475 0,0175 | 0,0475 | 57,29 0,9998 1,5563 89
2 0,0349 0,0349 | 0,0349 | 28,64 0,9994 1,5359 83
3 0,0524 0,0523 | 0,0524 | 19,08 0,9986 1,b184 R7
4 0,0693 0,0698 | 0,0699 | 14,30 0,9976 1,510 86
5 0,0873 0,0872 | 0,0875 | 41,43 0,0962 1,4835 85
6 0,1047 0,1046 | 0,1061 9,514 0,9945 1,4661 84
7 0,1222 0,1219 | 0,1228 8,144 0,9925 1,4486 83
8 0,1396 0,4392 | 0,1405 7,115 0,9903 1,4312 82
9 0,1571 0,1564 | 0,1584 6,314 0,9877 1,4137 81
i0 0,1745 0,1736 | 0,1763 5,671 0,9848 1,3963 80
11 0,1520 0,1508 | 0,1944 5,145 0,9816 14,3788 79
i2 0,2094 0,2079 { 0,2426 4,705 0,9781 1,3614 78
13 0,2269 0,2250 | 0,2309 4,331 0,9744 1,3439 77
14 0,2443 0,2419 | 0,2493 4,011 0,9703 1,3265 76
15 0,2618 0,2588 [ 0,2679 3,732 0,9659 1,3090 75
i6 00,2793 0,2756 | 0,28067 3,487 0,9613 1,2915 T4
17 0,2967 0,2924 | ©,3057 3,271 0,9563 1,2741 73
18 0,3142 0,3090 | 0,3249 3,078 0,9511 1,2566 72
19 10,3316 0,3256 | 0,3443 2,504 00,9435 1,2392 71
20 0,349 0,3420 | 0,3640 2,747 0,9397 1,2217 70
21 0, 3665 0,3584 | 0,3839 2,605 00,9336 1,2043 69
22 (,3840 00,3746 | 0,4040 2,475 0,9272 1,1868 68
23 0,4014 0,3907 | 0,4245 2,356 0,9205 1,1694 67
24 0,4189 0,4067 | 0,4452 2,246 0,9135 1,159 66
25 0,4363 0,4226 | 0,4663 2,145 0,9063 1,1345 65
26 00,4538 0,4284 | G,4877 2,030 0,8988 1,1170 64
27 0,4742 0,4540 | 0,5085 1,963 0,8910 41,0995 63
28 0,4887 G,4695 | 0,5317 1,881 0,8829 1,0821 62
29 0,5001 0,4848 | 0,5543 1,804 0,8746 1,0647 61
30 (),5238 0,5000 | 0,5774 1,732 (0,8660 1,0472 60
34 0,5411 0,5150 | 0,6009 1,6643 | 0,8572 1,0297 59
32 (,5583 0,5299 | 0,6249 1,6003 | 0,8480 1,0123 58
33 0,5760 0,5446 | 0,6494 1,5399 | 0,8387 0,9948 57
34 0,5834 0,5592 | 0,6745 1,4826 | 0,8290 0,9774 36
A5 0,6109 G,5736 | 0,7002 1 4281 00,8192 0,9599 55
36 (,6283 0,5878 | 0,726 1 3764 | 0,8090 0 9+£5 54
37 0,6458 0,6018 | 0,7536 1,3270 0,7986 0,9250 93
38 0,6632 0,6157 | 0,7813 1,2799 | 0,7880 0,9076 52
39 {,6807 0,6293 0 8098 1,2349 | 0,7771 0,890 3|
40 0,6931 0,6428 0,8391 14,1918 | 0,7660 0,8727 50
A1 0,7156 0.6561 | 0,8693 1,1504 | 0,7547 0,8552 49
42 0,7330 0.,6691 | 0, -9004 1,1106 | 07,7431 0,8378 48
43 0,7505 0,6820 0 9325 1,0724 | 0,7314 0,8203 47
44 0,767% 0,6047 | O, 19657 §,0355 | 0,7193 0,8029 46
45 0,7854 0,7071 1,0000 1,0000 | 0,7071 0,7854 45
cos ctg = ig = sen z (rad;:mes) z°
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V. Funclones exponenciales, hiperblicas 'y trigonomeétricas

x ex e sh = ch = th = son x €08 =
0,0 1,0000 | 14,0000 0,0000 1,0000 | 0,0000 0,0000 1,0000
0,1 1,1052 | 0,9048 0,1002 1,0050 | 0,0097 {,0998 0,9950
0,2 1,2214 | 0,8187 0,2013 | 41,0201 { 0,1974 0,1987 0,9801
0,3 41,3499 | 0,7408 0,3045 | 1,0453 | 0,2913 0,2955 (,9553
0,4 1,4918 | 0,6703 0,4108 1,0811 | 0,3799 0,38%4 0,9241
0,5 1,6487 | 0,6065 0,5211 | 1,1276 | 0,4621 0,4794 0,8776
0,6 4,8221 | 0,5488 0,6367 | 14,1855 0,5370 0,5646 0,8253
0,7 2,0138 | 0,4966 0,7586 1,2552 1 0,6044 0,8442 0,7648
0,8 2.2255 | 00,4493 (,8881 1,3374 | 0,6640 0,7174 0,6967
0,9 2,4596 ¢ 0,4066 1,0265 1,4331 | 0,7163 0,7833 00,6216 |
1,0 2,7183 | 0,3679 1,1752 1,5431 | 0,764i6 0,8415 0,5403
1,1 3,0042 | 0,3329 1,3356 | 1,0085 Q,BGOS 0,8912 0,4536
1,2 3,3201 | 0,3012 1,5095 | 14,8107 | 0,8337 0,9320 0,3624
1,3 3,6693 § 0,2725 1,6984 1,9709 | 0,8617 0,9636 0,2675
1,4 4,0952 | 0,2466 1,9043 | 2,1509 | 0,8854 0,9854 0,1700
1,5 4,4817 1 (,2231 2,1293 | 2,3524 | 0,9051 0,9975 0,0707

1,6 4,9530 | 0,2019 2,316 | 2,5775 | 0,9247 0,9996 | —0,0292
{57 5,4739 | 0,1827 | 2,6456 | 2,8283 | ©,93%4 0,9917 | —0,1288
1,8 6,0496 | 0,1653 2,9422 | 3,1075  0,9468 0,9738 | —0,2272
1,9 65,6859 | 0,1496 3,2682 | 38,4177 ; 00,9562 09463 | —0,3233
2,0 7,3891 | 0,1353 3,6269 | 3,7622 | 0,9640 0,9003 {—0,4161
2,1 8,1662 | 0,1225 4,0219 | 4,1443 | 0,9704 0,8632 | —0,5048
2,2 9,0250 t 0,1108 4,4571 4,5679  0,9757 0,8085 | —-0,5885
2,3 9,0742 | 0,1003 4,9370 | 5,0372 | 0,9801 00,7457 | --0,6663
2,4 | 11,0232 | 0,0807 5,4662 | 5,5569 | 0,9837 0,6755 { —0,7374
2,5 | 12,1825 | 0,0821 6,0502 | 6,4323 | 0,9866 0,5985 | —0,8041
2,6 | 13,4637 | 0,0743 6,6947 1 6,7690 | 0,98%0 0,5155 | —0,8569
2,7 | 14,8797 | 0,0672 7,4063 1 7,4735 7 00,9910 0,4274 | —~0,904i
2,8 | 16,4446 | 0,0608 8,1919 | 8,2527 | 0,9926 0,3350 | —0,9422
2,9 | 48,1741 | 0,0550 9,0596 | 9,1146 | 0,9940 0,2392 | —0,9710
3,0 | 20,0855 | 0,0498 | 10,0479 | 10,0677 | 0,9950 0,1411 | —0,9800
3,1 | 22,1979 | 0,0450 } 44,0764 { 11,1215} 0,9959 0,0416 | —0,9994
3,2 | 24,5325 | 0,0408 | 12,2459 | 12,2366 | 0,9967 ; —0,0584 —(,9983
3,3 | 27,1126 | ©0,0369 | 13,5379 | 13,5748 | 0,9973 |--0,1577 | —0,9875
3,4 1 29,9641 | 0,0334 | 14,9654 | 14,9987 | 0,9978 } —0,2555 | —0,9668
3,5 | 33,4454 { 0,0302 16,5426 | 16,5728 | 0,9982 | -—0,3508 [ —0,9365

33—1016
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VI. Carvas (para consuita)

Y
Y jl ¥ a}
'f.
X =2 X
7] al 7 "
2 o
2
1. Parabola 2. Paribela edbica 3. Hipérbela equilitera
Y=z, =213 Lol
p y=—
Y
Y
.
!
10 7 X ' o7 ~%
4. Gréfica de la 5. Curva de Agnesi
funcidn fraccionarin ‘
1 y= — .
y:F . 1—‘—-‘3"
Y Y
a4 X
o] X
6. Parabolu (rama suporior) 7. Paribola cilbica

y= VE. = ':'KE.
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YA
8b. Parshola semicdbica
=12
-t 2 — 3 3
0 I < 0 { y=!3.

9, Sinugoide y cosinusoide
YeSenz e y=CO0S &,

etV Ve S
{ aC } \ ] \ ]

I VAN NA X
_‘%\\\/}‘fr _%}\\ 7] ,_%f_ \\ 3 %{\\ﬂzﬂ"_jéz \ 2T

-
H
‘/

]
S
s

il

/\

LI E e

———
—y

-2 1 1 T 1

10. Tangentoide y contangentoide
y="tzz e y=ctgz.

J3*
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\ : ¢
y=56c x.’ly':cnsecq_} _ -
Ll 1 i 'l L : i |. - ',_ 1 .
[ 4 ! i \ ~J
/ % VWL
L B = \\ o
1 A _ T ;
g i of gl A g o g A
// i ‘f . ,’ E f,
# y 0 \ ;
TR \ [ r il \ 1
! 4 1 T = + 1 4 } ;

11. Grafica de las funciones
¥=96cz & ¥ =0CoSec 2.

™ yeArcensz

| y=Aresen z
pe

Y=aresenz ﬂz R
| -
. X
/ !
| y=ArGoos

12. Grafica do las fumciones trigonométricas inversas
¥=Arcson = e y= Arccos z.
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13. Grafica de las funciones trigonométricas inversas
y=Arctg z e y=Arcctg .

=7 0 7 X

14, Crafica de las funciones exponenciales
y=e"p y=¢"%
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vi
] o= = 7/
) I
7 1 .
/] e X
15. Curva logaritmica
yp=Inz
Y
A l i
23
\ ] [/
5 L
y=crx/\~\3 A
J ! i'\y-ﬁshz
1] St
-3 =2~y 2 3 Xx

BE
.
l -4
[ _‘5‘
17. Grifica de las funciones hiperbélicas
ex__e-—sc
y=sh TR o
¥ e

y=ch z=

5 {eatenuria).

Y

g 7 |
v %
16. Curva de Gauss

y=e~*.

=2 e r X
i
2\

y=cth |2

18. Grifica de lag funciones
hiperbdlicas

— gr—g—*
Y=thr= W e
T T o

g% g’
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19. Elipse 20. Hipérbola
x2 oy Z=aC0s ¢, z2 oy z=acht,
T y="bzent. P y=>bsht
(para la rama derecha).
Y
[
|
oy
2y £ 1
5 /
ONF X
24. Pardbola 22, Folium de Descartes 23. Cisoido do Diocles
y2=2pz. z3 4 yd —3azy =0 Y= =
P e 3at =
[ T3 e at?
{ 3a42 g [ ¥ 1+i2 T
\i=gF _a?
o l L 14-12 °
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—).'_ 25. Lemniscata de Bernoulli
| (23 + y22 =0 (22— y3) o
ri=a%cog 2¢.

24. Estrofoide

ate

2=zt
" o=z

26. Cicloide 27. Hipocicloide (astroide)
z=a(t—sent), - n
= T Bup B B
{ ALY { y=agen®¢ e
Y
—
£
0 ¥ - ¢ \P(xy)
4 X ( W JA =
28, Cardioide 29. Evolvonte {desarrollo) de la circunferencis
r=a(l-4cosp). B { z=a (co8t ¢ son i),
y=a(sent—1tcost).
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arn

30. Espiral de Arquimedes

r=ag(r > 0).
X
32, Espiral logaritmica 33. Rosa de tres pétajos
r==e2® r=asendg (r > 0)

34, Rosa de cuatro pétalos
r=on{senZpl.
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