


UNIDAD 4

ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES

Se llama ecuacion lineal de primer orden a la que es
lineal con respecto a la funcion incégnita y su derivada.

Ecuacion diferencial lineal en y. Una ecuacion
diferencial es lineal en y si tiene la forma:

dy
2 Fhy=e

Siendo Py Q funciones de x Unicamente, o constantes.

Ecuacion diferencial lineal en x. Asi mismo, la
ecuacién

& Hy =
2ty =J

Siendo H y J funciones de y, es una ecuacién diferencial
lineal.

Técnica de solucion de una ecuacidn diferencial lineal.
Sea la ecuacién lineal:

dy
2 Fhy=0

Para integrar hacemos la sustitucion:
y=uz
donde z es una funcién de x, entonces

dy dz+ du
dx_udx de

Reemplazando en la ecuacidn diferencial:

dz+ du+P _
udx de uz =Q
dz+<du+P> _
udx dx u)jz=0

Si hacemos a:

Sy Pu=0, ent @z _
e u = 0, entonces udx—Q

Por lo tanto:
du
—+Pdx =0
u
lnu+dex = Ink

nt = de
nk— X
u = ke~ /Pax

Reemplazando en:

dz_
udx_

Q

dz
—[Pdx ZZ _
ke P Q

Q

dz = Eefpdxdx

1
z=E<J’Qede"dx+C)

Colocando todo en funcién de x e y tenemos:
Y 1 (J’ [ Pdx )
== d c
Iyl Qe x +

y=e‘fpdx<erf”dxdx+C>

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién:

dy 2y 5
= _ — /2
dx x+1 G+ 1)

Solucion. Adecuando su presentacion al modelo:

dy s
- = /2
dx x+1y x+1D
P=- 2 Q = (x+1)3/2
x+1

Py Q son funciones de x Unicamente.
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2
dex=—fx+1dx=—21n(x+1)

dex = —In (x + 1)?
Reemplazando en y

y = e~ Jpax (f Qedexdx+ C)

y = elntx+1)? (f (x + 1)5/2enC+D™* gy 4 C)

y=(x+1)? (f(x +1)52(x + 1) 2dx + C)

y=(x+1)2(f(x+1)1/2dx+6)

3/2
y= (x+1)2<w+6>

_2(x+1)7?

S+ e+ 1)

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién.
xZ

y' + 2xy = 2xe”

Solucion. Adecuando la presentacion al modelo:

dy 2
—=+ 2xy = 2xe™*
Ix T2y xe

P =2x Q= 2xe™"

Py Q son funciones de x Unicamente.

dexszxdxzx2

Reemplazando en y
y:e—dex(erdexdx_l_C)
y= e (J’ 2xe* - e~ dx + C)
y=e* <f 2x dx + C) e (x2+0)

y =x2e™ 4 Ce™
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Ejemplo 3. Resolver la ecuacién.

dy 1
dx  xcosy + sen2y

Solucidén. Adecuando la ecuacidn al modelo

dx _ 4 )
& = xcosy + sen2y
dx _ )
& Xcosy = sen2y

Que corresponde a la ecuacidn diferencial de la forma:

dx

Siendo: H = —cosy y [ =sen2y

Para este caso la solucion seria:

x = e~ JHdy (f]ef”dydy+ C)
Por lo tanto: [ Hdy = — [ cosy = seny
x =e % <f sen2yes™ dy + C)

x = Ce’™ — 2seny — 2

Ecuaciones diferenciales de Bernoulli. Una ecuacion
diferencial es Bernoulli si:

y'+Py=0Qy"

Siendo Py Q funciones de x solamentey x #0y < # 1
Esta ecuacidén se reduce a lineal valiéndose de la
sustitucion:

z=y
Ejemplo 5. Resolver la ecuacion.

4
y’=;y+x\/§

Solucidn. Es una ecuacién de Bernoulli

4
Y =Ty =x/y
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Enla que o< =%. Por lotanto:

7= y1—1/2 — y1/2

Derivando:
dz d
ZZazé
Sustituyendo
dz 4 ,
zo— T =z
dz 2 x

dx xZZ

La cual representa a una ecuacion lineal con:

P 2 X
Tox Q_Z

2
dex = —f;dx = —2Ilnx = —Inx?
Cuya solucién es:

Z=e‘fpd"(erde"dx+C)
z=en** <f;elnx_2 dx + C)
2 X2
zZ=x 2(x Ydx +C

1
z=x2 (Elnx +C>

1
y/2 = x2 (Elnx + C)

2
= 4ll
y=x 2nx+C

VACIADO DE TANQUE

Un tanque de una cierta forma geométrica esta
inicialmente lleno de agua hasta una altura. El tanque
tiene un orificio en el fondo cuya drea es A. se abre el

orificio y el liquido cae libremente. La razén
- . av .
volumétrica de salida s proporcional a la

velocidad de salida y el area del orificio, es decir:

dV_ A
dt v

Aplicando la ecuacidn de la energia:

1 - "
va =mg
v=,2gh
Por lo tanto:
av
E = —kA,/ Zgh

Donde g = 32 pies/seg? = 9,8 m/seg?

Cuando no existen datos para determinar el valor de k,
podemos usar:

- Si el orificio es de forma rectangular, k=0,8

- Si el orificio es de forma triangular, 0,65 < k < 0,75

- Si el orificio es de forma circular, k = 0,6

Ejemplo 6. Un cilindro circular de altura H y radio R,
dispuesto en forma vertical y con un orificio de
didametro @ se encuentra lleno de agua. Halle la
ecuacion diferencial

Solucion. Este tipo de problemas es mejor abordarlos
por partes asi:

Primera parte: el diferencial de volumen de agua en un
instante 7.

dV = nr?dh
Como R =r dado a la simetria de la figura

v _ odh
ac N e
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Segunda parte: considerando el orificio de escape, la
cantidad de agua que sale.

dt

av

dt

v
= —kA\/2gh

Igualando la primera y segunda parte

in(5) 25

dh N
2 — _ s
R it kﬂ(z) J2gh
R (%) yza
dat 2 g
dh  k@*/2g it
VE  4R?
EJERCICIOS 4

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

1.

10.

y' = tanxy + cosx

R/

R/

R/

R/

R/

y=Cx?—2x
y=x+ Cx?

y=x+Ce?
y =nx + Cx3
y=e*+C(Ce*

Cx*y+2xy—1=0

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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1

R/ =
y 1+ Cx +Inx

xy' +y=y?lnx

ay t =0
a—yc gx + cscx =

dy
224y = 1)y3
Y (+ Dy

dy _
xdx Yy = XC0SX — senx

2
, 3x

Y =x3+y+1

Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el
punto (1, 0) y cuya pendiente en un punto
cualquiera es igual a:

2y+x+1
x
R/2y =3x*—-2x—1

Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el
punto (1, 1) y cuya pendiente en un punto
cualquiera es igual a:

yilnx —y
x
R/y(1+Inx) =1

Un tanque semiesférico tiene un radio de 1 pie; el
tanque inicialmente esta lleno de agua y el fondo
tiene un orificio circular de 1 pulgada de
didmetro. Calcular el tiempo de vaciado

R/112 seg

Encontrar el tiempo requerido para llenar un
tanque cubico de lado tres pies si tiene un
orificio circular de una pulgada de didametro en la
base y si entra agua al tanque a razén de
T pies3/min

R/26 min, 14seg

Un embudo de 10 pies de didmetro en la parte
superior y 2 pies de didmetro en la parte inferior
tiene una altura de 24 pies. Si se llena de agua,
hallar el tiempo que tarda en vaciarse

R/14,016seg

Un cono circular de radio R y altura H tiene su
vértice hacia abajo. El tanque tiene un orificio en
el fondo cuya area A es controlada por una
valvula y es proporcional a la altura del tanque
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22.

en cada instante. Suponiendo que el tanque esta
lleno de agua, calcular el tiempo de vaciado. Del
tiempo de vaciado, que porcentaje es requerido
para vaciar la mitad del volumen.

R/29,3%

La velocidad de salida de agua por un orificio,
que se encuentra verticalmente a una distancia h
de la superficie libre del liquido, se determina
por la formula

v =c\2gh

Donde c = 0,6 y g es la aceleracidn de la fuerza de
gravedad. ¢Cuanto tiempo tardara en salir el agua
que llena una caldera semiesférica de 2 m de
didametro si sale por un orificio redondo que hay en
el fondoy que tiene 0,1 m de radio?

R/35,2 seg
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