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UNIDAD 5

ECUACIONES DIFERENCIALES
EXACTAS

Si para la ecuacion diferencial

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0
Se cumple la igualdad:

oP _ 3Q

oy~ 0x
La ecuacion se puede escribir de la forma
aU(x,y) =0

Y se llama ecuacion diferencial exacta. La solucion
general de la ecuacion es:

Ulx,y)=C

La funcion U(x, y), se determina por la formula:

U= [ Peuydx+ [ o ydy

Ejemplo 1. Hallar la ecuacidn diferencial.
(3x2 + 6xy?)dx + (6x%y + 4y®)dy

Solucidn. Es una ecuacion diferencial exacta porque:

0(3x* + 6xy?) _d(6x%y +4y?)
dy = ey = 0x

Y por consiguiente tiene la forma dU(x,y) = 0

v =3x% + 6xy? v = 6x%y + 4y3
0x dy

De donde:

U= f(3x2 + 6xy2)dx + f ()

U=x34+3x%y2+f(y)

Derivando a U respecto a y

—y =6x%y + f'(y) = 6x%y + 4y3

f'o) =4y?
fO)=y*+cC
U=x3+3x%y?+y*+C

Siendo la solucién de la ecuacidn diferencial:

X3+ 3x%y?+yt=C
Factor integrante. Si P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 no
es una ecuacion diferencial exacta, existe un u(x,y)
llamado factor integrante tal que:

u(Pdx + Qdy) = dU

De donde:

0 _ ]
@(#P) = a(HQ)

aP ou _ aQ u

Ryt Pay = Hax T V%%

Y el factor integrante se puede hallar

1 = F(x), entonces u = p(x)

entonces u = u(y)

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion
3
<2xy +x%y + ?> dx+ (x> +y?dy =0

Solucion. De la ecuacion se deduce lo siguiente:

3
P=2xy+x2y+y? AQ=x2+y?

Hagamos:

dy Ox

1<6P 6Q)_2x+x2+y2—2x

Q X2+ y?



Por consiguiente:

<6P 6Q) 1 ent B
o\ay "3 ,entonces u = pu(x)
Por lo tanto a—ﬁ =0 Luego

opP aQ

H@ Q—
P 80 o

Moy Hox = Yox

Q<6P 6Q)dx ld,u

Jdy Ox u dx
d
& dx
u
lnu = x, entonces | =e*

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor
integrante tenemos:

3
<2xy+x y+y >dx+e"(x +y3)dy =0

Que es exacta y cuya solucidn es:

2
ye* (xz +y?> =C

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién

(3x? + 2ysen2x)dx + (2sen’x + 3y?)dy = 0

Solucion De la ecuacién se deduce lo siguiente:

P =3x? + 2ysen2x "~ Q = 2sen’x + 3y?

P 0

E = 2sen2x Fri 2(2senxcosx) = 2sen2x
Es una ecuacion diferencial exacta, por lo tanto:

aU—32+2 2 A aU—Z 2x + 3y?
Frie X ysen2x ay sen‘x + 3y

De donde:

= f(Zsean +3y*)dy + f(x)
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U = 2ysen’x +y3 + f(x)

Derivando a U respecto a x

au
Fle 2sen2x + f'(x) = 3x? + 2ysen2x

f'(x) = 3x?
fx)=x3+cC
U=2ysen’x+y3+x3+C
Siendo la solucién de la ecuacidn diferencial:

2ysen?’x +y3+x3=C

Ejemplo 4. Hallar la solucién particular de la ecuacién
(3x2%y + 2xy)dx + (x3 + x2 + 2y)dy

Solucion. Es una ecuacion diferencial exacta porque:
P=3x*y+2xy »~ Q=x3+x?+2y

apP
— =3x%+2x

99
—=3x2+2
3y ax xX° + 2x

Es exacta; por lo tanto:
W sty sary » YUoxrpazin
F Xy xy Oy_x X y

De donde:
U= f(3x2y + 2xy)dx + f(y)

U=x}y+x*y+f()

Derivando a U respecto a y

au
—=x3+x2+f'(y)=x>+x2+2y
dy
') =2y
f)=y*+cC

U=x3y+x%y+y2+C

Siendo la solucion de la ecuacion diferencial:
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By+x2y+y2=C

APLICACIONES

Ejemplo 5. Un depdsito cilindrico de volumen V;, estd
lleno de aire atmosférico, que se comprime de un
modo adiabatico (sin intercambio de calor con el
medio que lo rodea) hasta que el volumen se hace
igual a I/;.

Calcular el trabajo invertido durante la comprensién.

Solucion. El proceso adiabdtico se caracteriza por la
ecuacién de Poisson:

()

P, \V

Donde V, es el volumen inicial de gas, P, es la presidon
inicial del mismo y k es una magnitud constante para el
gas dado.

Designemos a V' y P respectivamente, el volumen y la
presion del gas en el momento en que el émbolo
estaba situado a la altura 4, y con S, el area de la
superficie del émbolo. Entonces, al descender el
émbolo en la magnitud dh, el volumen del gas
disminuird en la magnitud dV = Sdh. En este caso se
realizard el trabajo (W):

dW = —PSdh

dW = —PdV

N
v

[
\_/

s dV=Sdh

 —

. . Vo k
De la ecuacion de Poison P=P0(7) y

reemplazando en el diferencial de trabajo

dW = —PdV
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Vo\F
dW = —P, <7) av
av
de = —POVOkJ’W+C
PoVy"
w=—2"2__4¢
CENGE

De acuerdo con las condiciones iniciales V =V, por
consiguiente W = 0

PV, *
(k =1V,
PRV
C=T-D

Por lo tanto, el trabajo e comprension adiabatica es:

w=- (: 0—V01) [(%)H - 1]

Ejemplo 6. En un depdsito hay 100 litros de disolucién
acuosa que contiene 10 Kg de sal. En este depdsito se
vierte agua con una velocidad de 3 litros por minutos y
se expulsa mezcla con velocidad de 2 litros por
minutos. La concentracion se mantiene homogénea
removiendo el agua ¢écuanta sal habra en el depdsito
una hora después?

Solucion. Si se designa a:
K = Concentracion (kg/It)
X = Cantidad de sustancia (Kg)
V = Volumen de la mezcla (Lt)

Y como el problema garantiza que la mezcla se
mantiene homogenea, entonces

x
k= V; por lo tanto x = kV

Agua =3It/mi

Mezcla= 2It/mi
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Llenado del agua: Z—‘Z = 31t/mi

Salida de mezcla: Z—‘Z = 21t/mil

Luego entonces, el volumen del tanque aumenta a
. av ,
razén de; =1lt/mi

Se tiene entonces que, después de transcurrido
t minutos, existe x kg de sal y el volumen de la
mezcla ha aumentado V =100+¢, luego Ila
concentracion ahora es:
i x
100+t

Y la variacién de la cantidad de sal viene expresada
como:

dx - av
dt ~  dt
—dx = kdv

El signo negativo significa que la cantidad de sal va
disminuyendo con el tiempo.

—dx dv

T100+¢

fdx_f 2dt i
x ) 100+t

Inx = —21In(100 + t) + InC

B c
X =100 + ¢)?
Parat=0, x=10
10 = ¢
"~ (100 + 0)2
C = 100.000

Con lo que las ecuaciones se reducen a:

_100.000
* =100 + 02

Trascurrido una hora (60 min):

~100.000

* = 160)2

=3.90 kg
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EJERCICIOS 5 11. Un tanque contiene 200 litros de una solucién de
colorante con una concentracién de 1 gr/litro, el
Hallar las Integrales generales de las ecuaciones tanque debe enjuagarse con agua limpia que

entra a razoén de 2 litros/min y la solucién bien
homogenizada sale con la misma rapidez.

L (x+y)dx+(x+2y)dy =0 Encontrar el tiempo que transcurrird hasta que
la concentraciéon del colorante en el tanque
2. (x®+y? + 2x)dx + 2xydy = 0 alcance 1% de su valor original.

R/  460,5min
3. (x2=3xy?+2)dx— (Bx’y—y*)dy=0

4. xdy — ydx
xdx + ydy = W

5. 2xdx y?—3x?
AT

Resolver las siguientes ecuaciones, que admiten el
factor integrante delaformayu = u(x) o pu = u(y)

6. (x+y3dx+2xydy =0

7. y(1+xy)dx—xdy =0
8. %dx + (@3 —lnx)dy =0

9. En fondo de un depdsito, de 300 litro de
capacidad, esta cubierto de sal. Suponiendo que
la velocidad con que se disuelve la sal es
proporcional a la diferencia entre la
concentracion en el instante dado y la
concentracién de la disolucion saturada (1 kg de
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de
agua pura dada disuelve 1/3 de kg de sal por
minuto, hallar la cantidad de sal que contendria
la disolucién al cabo de una hora.

10. Cierta cantidad de sustancia, que contiene 3 kg
de humedad, se colocé en una habitacién de 100
m3 de volumen, donde el aire tenia al principio el
25% de humedad. El aire saturado a esta
temperatura, contiene 0,12 kg de humedad por 1
mB3. Si durante el primer dia la sustancia perdio la
mitad de su humedad, ;qué cantidad de
humedad quedara al finalizar el segundo dia?

Nota: La humedad contenida en un substancia porosa

se evapora al espacio que la rodea con una velocidad

que es proporcional a la cantidad de humedad que hay

en la substancia y es también proporcional a la

diferencia entre la humedad del aire que la rodea y la

humedad del aire saturado
|
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