


UNIDAD Il

TECNICAS DE INTEGRACION

Es comun encontrar que muchas integrales no
obedecen a una integracion inmediata, por lo tanto
tenemos que valernos de ciertos artificios para lograr
reducirlas. El presente capitulo muestra algunas
técnicas utilizadas para ello.

1. Sustitucién por cambio de variable

si x = g(t)

Donde t es una variable y g una funcién continua
diferenciable, tendremos:

f fG)dx = f flg(Olg'®)de

La funcién g(t)se procura elegir de tal manera que el
segundo miembro de la ecuacién anterior tome una
forma mas adecuada para la integracion.

Ejemplo 1.Halle
fx\/x — 1ldx

Solucién:

El objetivo aqui es tratar de eliminar el radical, por lo
tanto, si hacemos

x—1=t? = t=+Vx—-1
x:tz—l = dx = 2tdt

Sustituyendo:
fx\/x—ldxzf(tz—l)-t-tht
=j(t2—1)-t-2tdt
t5 t3
=2|(@*—t}Ddt=2|——-=]|+C
@ - =2(5-5)+

2 =12 x—1i4c
= — - 2 — = - 2
EICER VLRI CE Y
Ejemplo 2. Hallar

f xdx
I+

Solucién:
du
Sea: u=x*> = du=2xdx :7=xdx

Sustituyendo:
xdx d 1 du
T dr == ———
V14 x* 2) V1 +u?

= Zin(u 1T )+ C

=%ln(x2+ 1+x4)+C

2. Sustitucidn trigonométrica

Para casos en que la integral esta bajo el signo radical
es conveniente realizar las sustituciones
trigonométricas:

Para «/ a? + u?, haga u=atanz
Para /a2 — u?, haga u=asenz
Para Ju? — a?, haga u=asecz
Ejemplo 3.Halle
Vx2+1
f ™
x

Solucién:

Sea: x =tanz = dx =sec’zdz

senz =

=
N

+

[

Jxz+1 X

Ju

cosz =

=
N

+

[

tanz = x

Sustituyendo:

f\/x2+1d f\/tanzz+1
A PV e e

5 > sec’zdz
X tan? z

J‘ seczsec?z
tan? z

cos?z
> 3 dz
COSZcos2z sen?z

fcosz sen? z
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cos?z + sen?z
=|——dz

cosz sen?z

cos?z sen®z
= 3 dz + 3 dz
cosz sen?z cosz sen?z

cosz
= 5 dz+ | seczdz
sen? z

f(senz)_2 coszdz + f seczdz

+In(secz+tanz) + C

senz
Neeam,
=1n( x2+1+x)—T+C

Ejemplo 4. Hallar
du
f (a? — u2)3/2

Sea: u=asenz = du=acoszdz

Solucién:

u
senz = —
a

a? —u?

Sustituyendo:

J‘ du J‘ acosz p
= z
((12 — u2)3/2 ((12 — a2 senz Z)S/Z

J‘ acosz d
) a3(1 — sen? 2)3/2 z

J‘ cosz p
= | ————dz
a?cos3z

1
=—2fseczzdz

a

1

= Etanz+ c

u
=————+C
a21/a2_u2

Ejemplo 5. Demostrar que
dx 1 [(V4x?2+9-3
[ =)+
xV4x2+9 3 2x

Solucién:

Sea: 2x =3tanz = 2dx = 3sec’zdz

senz =

V4x%+9
Jaxz+9 X o3
V4x? +9

¢ 2

anz ==

Sustituyendo:

f dx 3/2f sec?z p
= = z
xV4x?2 +9 3/2tanzv4tanz + 9

1 sec? z
== —dz
3 ) tanzsecz

1 (secz
=—f dz
3J) tanz
= §fcscz z

1
= §ln(cscz —cotz) +C

_1, (YEPES 3
3T 2 2x

1 Vi4x2+9-3
=-In|————|+C
3 2x

3. Integracion por parte

13

Si u y v son funciones de la misma variable
independiente, tenemos, segun la formula para la

diferenciacién de un producto que
d(uv) = udv + vdu
Organizando

udv = d(uv) — vdu

fudvzfd(uv)—fvdu
fudvzuv—fvdu

Que se conoce con el nombre de formula de

integracion por parte.

Para aplicar esta formula en un caso dado, debe
descomponerse la diferencial dada en dos factores: u 'y
dv, y aungue no existan reglas para saber cual es cual,

tenga en cuenta lo siguiente:
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a. dx es siempre una parte de dv

b. Debe ser posible integrar dv

c. Cuando una expresién para integrar es el producto
de dos funciones, ordinariamente es mejor elegir la
de apariencia mas complicada, con tal que puede
integrarse como parte de dv

Ejemplo 6.Halle
fx Inx dx
Solucién: si hacemos
u=Inx = jdv=fxdx

dx x

Sustituyendo en la formula:

fudv=uv—fvdu

x? x% dx
fxlnxdx=71nx— 77
x? 1
=71nx—5fxdx
_xz 1 2
—Tlnx—zx +C

A veces para reducir la integral dada a una inmediata,
hay que emplear varias veces la integracidn por parte.

Ejemplo 7.Halle

f e* cosx dx
Solucién: si hacemos
U = COSX = fdv=fexdx
du=—-senxdx = v=e¢e*

Sustituyendo en la formula:
fudv=uv—fvdu
fexcosxdx = e"cosx+fe"senxdx

Aplicando integracidn por parte nuevamente:

= fdvzfexdx

u=senx

X

du = cos xdx = v=e

Y sustituyendo:
fexcosxdx =e*cosx + exsenx—fexcosxdx +C

ex
fexcosxdx =7(cosx+senx) +C

Ejemplo 8.Halle
f sec3 x dx

Solucién: aunque a simple vista no representa un
producto de funciones, podemos considerarla como tal
al efectuar ciertas modificaciones

fsec3xdx = fsecxseczxdx

= jdv=jsec2dx

du =secxtanxdx =

u =secx
v =tanx

Sustituyendo en la formula:

fudv=uv—fvdu

fsec3 xdx = secxtanx — f tan? x sec xdx

fsec3 xdx = secxtanx — f(secz x — 1) secxdx
fsecs'xdx = secx tanx —fsec3xdx+fsecxdx
2 f sec3xdx = secxtanx + In(secx + tanx) + C

1 1
fsec3xdx = Esecxtanx +Eln(secx +tanx) + C
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EJERCICIOS DE APLICACION 2

Hallar las siguientes integrales, utilizando para ello las
sustituciones indicadas.

f dx 1
1. E— X =—
xVx2 —2 t
dx
2. f—; x=—Int
e*+1
3. fx(Sx2 —3)dx; t=5x?>-3
o =K T
4, ; =vVX
Vx +1
cos X d .
—dx; =senx
V1 +sen?x
dx 5
6. fm, X =sen“t

Hallar las siguientes integrales, utilizando para ello las
sustituciones mas adecuadas.

f1+xd

—dx

1++x
f dx

8. —_—
xvV2x + 1
f dx

9. S —
Vve* —1

In2x dx
10. —

ln4x' x

o2
11. ——dx
f\/ex +1
sen3 x

VCOS X

12.

X

13

f dx
' xV1 + x2

Hallar las siguientes integrales, empleando sustitucion
trigonométrica

x%dx
14, ———
V1 —x2
x3dx
15. p—
V2 — x2
2 — 2
16. Jﬂ————————dx
x
dx
17.
xVxz -1

18.

19.

20.

X

f@d

X

f dx
x2V4 — x2

f 1—x2%2dx
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Hallar las siguientes integrales, utilizando la formula de
integracion por parte

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

flnx dx

fxsenxdx
fxcos3xdx

x
—dx
ex

fx-Z"‘ dx
fxze3xdx

f(x2 —2x +5)e*dx
fx3 e3dx
fxsenxcosxdx

f(x2 + 5x + 6) cos x dx

flenxdx

fln2 x dx

lnxd
fT x

fln(x+ 1+x2)dx

x
3 dx
sen?x
X COS X
> dx
sen?x

f e*senxdx
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39.

40.

41.

Hallar las siguientes integrales, empleando diferentes

f3" cos x dx
fex sen bx dx

f sen(Inx) dx

procedimientos

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

a2
fxs'exdx

fe‘/;dx
f(x2 —2x+3)Inxdx

1—x
fxln dx
1+x

In? x
f = dx

f ln(l; x)

dx

f x tan® 2x dx

sen? x
dx
ex

f cos?(Inx) dx

x? J
f xz+ 12
f dx
(x2 + a2)2
f a? — x%dx

f\/AZ + x%dx

xZ
—dx
f\/‘) —x2
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